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Rozdziat 1

Wstep

Praca ta jest poswiecona badaniom czasowej ewolucji zaburzenn modeli kosmo-
logicznych Friedmanna—Lemaitre’a w postaci stabych fal grawitacyjnych. Jej
podstawowym celem jest usystematyzowanie rozproszonych w literaturze wy-
nikéw dotyczacych tego tematu i ich rozszerzenie. Zawiera ona rezultaty po-
szukiwan nowych jawnych rozwiazan réwnania ewolucji fal grawitacyjnych dla
modeli kosmologicznych Friedmanna-Lemaitre’a wypelnionych réznorodnymi
plynami kosmicznymi, z obecna krzywizna przestrzenna i stala kosmologiczna.
Ponadto przedstawiono w niej przyklady nakreslajace potencjalne zastosowa-
nia uzgyskanych rozwigzan. Od strony praktycznej w pracy sa eksplorowane
i rozwijane techniki znajdowania analitycznych rozwiazan zwyczajnych réwnan
rézniczkowych drugiego rzedu. Wykorzystywane sa w niej klasyczne metody
fizyki matematycznej, ktére sa sprawnie stosowane dzieki wsparciu nowocze-
snych systemow algebry komputerowej. W ten sposéb otrzymano szereg nowych
wynikow, ktére zebrano w dotaczonych do pracy dodatkach.

Druga czes¢ rozprawy wprowadza czytelnika do zagadnienia malych zaburzen
modeli kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a. Prezentuje ona historie i ak-
tualny stan stosowanych podej$¢ do tej tematyki. Zostaje w niej przedstawione
wyprowadzenie ogdlnych réwnan perturbacyjnych w ujeciu Lifshitza i zapro-
ponowany przez niego standardowy podzial zaburzen na trzy typy. Nastepnie
podane sa rownania propagacji zaburzen tensorowych, ktore posiadaja interpre-
tacje stabych fal grawitacyjnych, a z rownan tych wywiedzione zostaje réwnanie
opisujace ewolucje fal grawitacyjnych w czasie. Ostatni podrozdziat tej czesci
pokazuje, jak mozna w sposéb kowariantny zdefiniowaé¢ zaburzenia w postaci
stabych fal grawitacyjnych.

Czed¢ trzecia pracy zawiera znalezione nowe rozwigzania réwnania ewolucji

pierwotnych fal grawitacyjnych. Najpierw wymienione zostaly rozwigzania znane
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do tej pory w literaturze. Nastepnie ukazano, jak poprzez odpowiednia zamianeg
zmiennych i wykorzystanie ansatzu Hermite’a—Darboux znalez¢ wszystkie lio-
uville’owskie rozwiazania tego rownania dla szczegdlnie interesujacych modeli
kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a. Rozwazane sag modele zawierajace
stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywione, wypelnione pylem, promie-
niowaniem, Scianami domenowymi, materia ultralekka lub sztywna. Ztozone
caltki pojawiajace si¢ w uzyskanych rozwiazaniach sa wyliczone w oddzielnym
podrozdziale.

W rozdziale czwartym omoéwione zostaly dwie sytuacje, w ktérych jawne roz-
wigzania réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych znajduja praktyczne
zastosowanie. Pierwsza z nich jest zjawisko kreacji grawitonow na przejsciu fazo-
wym zwane efektem Grishchuka. Drugg jest zaprezentowanie dziatania schematu
usredniania matych zaburzen Greena—Walda na przyktadzie modelu kosmolo-
gicznego zawierajacego staba fale grawitacyjna o okreslonej dlugosci fali.

Prace konczy rozdzial podsumowujacy, ktory zestawia gléwne uzyskane re-
zultaty badan. Po nim nastepuje ciagg dodatkow zawierajacych podstawowe
wiadomosci, jak rowniez opracowania bardziej szczegétowych wynikéw. Dodatek
pierwszy jest poswiecony réwnaniom rézniczkowym klasy Fuchsa i wprowadza
definicje zwiazane z metoda Frobeniusa rozwigzywania tego typu rownan réz-
niczkowych. W drugim dodatku rozwazane sa rownania rézniczkowe zwyczajne
posiadajace nieregularne punkty osobliwe oraz ich lokalne rozwiazania w poblizu
tych punktéw nazywane rozwigzaniami Thomégo. Trzeci dodatek traktuje o pew-
nych szczegdlnych tozsamosciach przeksztalcajacych catke eliptyczna trzeciego
rodzaju, a opartych o zamiane charakterystyki. W dodatku ostatnim przedsta-
wione i opisane zostaly specjalne narzedzia stluzace do obslugi transformacji
réwnan rézniczkowych, ktore na potrzeby badan zostaly stworzone w srodowisku
obliczen symbolicznych Mathematica.

Na koniec wstepu dodajmy, ze jednym z wazniejszych nieporuszonych w tej
rozprawie tematow sa Sciste rozwiazania réwnan Einsteina reprezentujace fale
grawitacyjne, niekoniecznie stabe, propagujace sie w czasoprzestrzeni Robertsona—
Walkera. Znanych jest niewiele rozwigzan tego typu, miedzy innymi przyktady
Bicdka i Griffithsa [11] dla modeli wypelnionych materia sztywna oraz przyktad
Senovilli i Very [154] dla modelu wypelnionego promieniowaniem. Analitycznie sa
to bardzo zlozone rozwiazania. Badania ich praktycznych zastosowan wymagaja
stworzenia bardziej efektywnych platform do prowadzenia obliczenr tensorowych

niz te znane obecnie.



Rozdziat 2

Z.aburzenia modeli
kosmologicznych

Friedmanna—Lemaitre’a

W tej czeéci pracy bedziemy rozwazaé mate zaburzenia modeli kosmologicznych!
Friedmanna—Lemaitre’a. Zaczniemy od nakreslenia gléwnych koncepcji lezacych
u podstaw badan problemu zaburzen w kosmologii i prezentacji réznych sto-
sowanych podejs¢ do tego zagadnienia. Nastepnie, stosujac podejécie Lifshitza,
przejdziemy do wyprowadzenia ogdlnych réwnan perturbacyjnych dla matych
zaburzen modeli Friedmanna—Lemaitre’a. W synchronicznym, wspotporuszaja-
cym sie z materia ukladzie wspolrzednych zdefiniujemy zmienne perturbacyjne
na hiperpowierzchniach statego czasu w modelu tta i oméwimy, jak zachowuja
sie one pod dzialaniem transformacji cechowania. Przedstawimy tez woéwczas

standardowy podzial zaburzen na skalarne, wektorowe i tensorowe.

Dalej bedziemy zajmowaé sie pierwotnymi falami grawitacyjnymi, rozumia-
nymi jako swobodne zaburzenia tensorowe modeli kosmologicznych Friedmanna—
Lemaitre’a. Podamy ich réwnania propagacji i réwnanie ich czasowej ewolucji.
Na koniec nawigzemy do kowariantnego podejscia perturbacyjnego Hawkinga,
wskazujac sposob wyprowadzenia rownan propagacji stabych fal grawitacyjnych

niewymagajacy wyboru uktadu wspélrzednych.

1Przez model kosmologiczny bedziemy rozumieé¢ pare ztozona z pola metrycznego czaso-
przestrzeni i pola przeplywu materii na zadanej rozmaitosci. Koncepcja ta jest zaczerpnieta
z ksigzki Wainwrighta i Ellisa [183].
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2.1 Podejscie perturbacyjne w kosmologii

Pierwsze préby opisu zaburzen kosmologicznych bylty prowadzone przy wykorzy-
staniu formalizmu hydrodynamiki newtonowskiej. W podejéciu tym rozwazano
rozszerzajacy sie Wszech$wiat euklidesowy, wypelniony materia modelowana
przez bezcisnieniowy plyn doskonaly. Podstawowe réwnania perturbacyjne dla
zaburzen gesto$ci materii, ich proste rozwiazania oraz interpretacje fizyczng po-
dal Bonnor [13, 14]. Gléwna motywacja jego pracy, jak réwniez jego nastepcow,
bylo stworzenie podwalin teorii formowania sie galaktyk. Rozszerzeniem tego
formalizmu byla praca Irvine’a [87], ktéry w przyblizeniu newtonowskim badal
modele relatywistyczne. Obecnie podejscie newtonowskie ma juz znaczenie tylko
historyczne.

Pionierem badan modeli kosmologicznych w oparciu o rachunek perturba-
cyjny w ramach relatywistycznej teorii grawitacji byt Lifshitz. W swojej pracy
[104] analizowal on grawitacyjna stabilno$é ekspandujacych modeli Friedmanna—
Lemaitre’a. Wyprowadzil réwnania perturbacyjne w rezimie liniowym w cecho-
waniu synchronicznym i dokonal podzialu zaburzen grawitacyjnych na skalarne,
wektorowe i tensorowe, ktére powiazal odpowiednio z zaburzeniami gestosci
materii, zaburzeniami pola predkosci materii oraz stabymi falami grawitacyjnymi.
Wykazal, ze zaburzenia te sg albo tlumione z czasem, albo tez narastaja, lecz
w tempie niewystarczajacym do uformowania galaktyk. Zwrécil réwniez uwage,
ze swoboda wyboru cechowania powoduje wystepowanie wérdd rozwiazan réwnan
perturbacyjnych zaburzen fikcyjnych, ktére nie przedstawiaja fizycznych zmian
czasoprzestrzeni.

W kolejnych pracach [105, 106] Lifshitz wraz z Khalatnikovem rozszerzyli ory-
ginalne podejécie Lifshitza, dokonujac przy okazji drobnych poprawek. Nowym
wynikiem bylo stwierdzenie niestabilnosci wzgledem zaburzen modeli w fazie
kontrakcji. W tych i w poprzedniej pracy rozwazane byly modele bez stalej
kosmologicznej, z dodatnia lub ujemng krzywizna, wypelnione materia w po-
staci pytu lub promieniowania. Modele przestrzennie ptaskie zostaly skrétowo
potraktowane w ksiazce Landaua i Lifshitza [102].

W ujeciu Lifshitza gtéwna zmienna perturbacyjna jest poprawka do metryki,
ktéra sama w sobie nie posiada znaczenia fizycznego. Bezposrednim pomiarom
podlegaja bowiem dopiero drugie pochodne metryki, czyli krzywizna czasoprze-
strzeni. W pracy [76] Hawking zaproponowal wiec inne podejsécie, w ktérym
rozwaza zaburzenia tensora Riemanna. W swoich rozwazaniach wykorzystat
zlinearyzowane réwnania hydrodynamiki relatywistycznej zebrane przez Ehlersa
w pracy [44]. Pozwolilo mu to zbadaé jako$ciowo mozliwy wplyw lepkosci na

absorpcje pierwotnych fal grawitacyjnych.
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Jednym z pierwszych waznych zastosowan teorii zaburzen kosmologicznych
byla praca Sachsa i Wolfa [151]. Scatkowali oni réwnania zaburzeri dla ekspan-
dujacych ptaskich modeli Friedmanna—Lemaitre’a wypelionych pylem i promie-
niowaniem. Dzigki temu mogli rowniez znalez¢é geodetyki zerowe w modelach
zaburzonych i w konsekwencji podac teoretyczne oszacowania dla amplitudy fluk-
tuacji kosmicznego promieniowania tta. Za zrédta anizotropii przyjeli oni zmiany
potencjatu grawitacyjnego we wczesnym Wszechéwiecie oraz predkosci wlasne
materii na powierzchni ostatniego rozproszenia. Artykul ten stanowi podstawe
wspolczesnych metod analizy kosmicznego promieniowania tla, poczawszy od
prac Ma i Bertschingera [111] oraz Hu i Sugiyamy [84, 85], az po niedawne prace
Pitrou, Uzana i Bernardeau [141, 142].

Dla teorii zaburzen czasoprzestrzeni z matematycznego punktu widzenia szcze-
gblnie wazng byla praca Stewarta i Walkera [163]. Rozszerzyli oni i sprecyzowali
lemat Sachsa [150] wymieniajacy warunki, przy ktérych zmienne perturbacyjne
beda niezmiennicze wzgledem transformacji cechowania. Stwierdzili, ze per-
turbacje danej wielkoSci, opisujacej pole fizyczne, sa niezmiennicze wzgledem
cechowania tylko wtedy, jesli w czasoprzestrzeni niezaburzonej wielkos¢ ta zni-
ka, jest stalym polem skalarnym, badz jest liniowa kombinacja iloczynéw delt
Kroneckera ze stalymi wspoélczynnikami. W szczegdlnosci niezmiennicze wzgle-
dem cechowania sa same réwnania Einsteina, a takze réwnania stanu w danym
modelu. Stewart i Walker zauwazyli jednak, ze wynik ten w ogdlnoéci ogranicza
mozliwoé¢ perturbacyjnego badania czasoprzestrzeni tylko do takich przypadkéw,
w ktorych niezmienniczych zmiennych perturbacyjnych jest wystarczajaco wiele,
by w zupelnosci opisaé, lub rownowaznie skonstruowaé¢, dowolne zaburzenie

w danej czasoprzestrzeni.

Do konca lat siedemdziesigtych ubieglego wieku fizycy wypracowali wiec
matematycznie Scisty definicje zaburzenia czasoprzestrzeni, zgodng z intuicyjnym
i powszechnie stosowanym pojeciem ,bycia fizycznie znaczaca”, czyli niezalezna
od wyboru ukladu wspélrzednych. Ponadto zostaly nakreslone dwa technicznie
odmienne podejscia do praktycznego budowania teorii zaburzen relatywistycz-
nych: podejscie Lifshitza, bazujace na poprawkach do tensora metrycznego oraz
podejscie Hawkinga, oparte na poprawkach do tensora krzywizny. Oba wymagaly
wowcezas daleko idacych uzupelnien. Studia nad malymi zaburzeniami czasoprze-
strzeni w ramach ogdlnej teorii wzglednoéci byty woéwczas motywowane dwoma,
podstawowymi potrzebami. Pierwsza byly badania zjawisk astrofizycznych o ma-
tej amplitudzie, druga natomiast byly analizy stabilnosci czasoprzestrzeni. Stad
istniala konieczno$é stworzenia precyzyjnej teorii opisujacej relatywistyczne

perturbacje.
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Zasadniczym problemem podejscia Lifshitza byla zalezno$¢ zdefiniowanych
przez niego zaburzen skalarnych i wektorowych,? skladajacych sie na poprawke
do metryki, wzgledem transformacji cechowania. Lifshitz mogl z uzyskanych
rozwiazan wyseparowac i odrzuci¢ niefizyczne mody zaburzen dzieki temu, ze wy-
znaczyl ich dokladna forme funkcyjna dla cechowania synchronicznego, ktérym
postugiwal sie w obliczeniach. Takie rozwigzanie problemu, mimo ze jest po-
prawne, nie jest w ogdlnosci satysfakcjonujace, poniewaz przy bardziej ztozonym
wyborze cechowania wyeliminowanie modéw niefizycznych moze by¢ klopotliwe.
Przeglad nieporozumien i btednych interpretacji jakie moga stad wyniknaé zostal
wykonany przez Pressa i Vishniaca [144], a takze p67niej przez Gerocha i Lindblo-
ma [61]. Metoda ich unikniecia poprzez uogdlnienie twierdzenia Sachsa—Wolfe’a
i sprowadzenie réwnan perturbacyjnych do postaci réwnania d’Alemberta zostala
zaproponowana przez Czaje [31],% ktéry oparl swe rozwazania na wynikach prac
Goldy, Woszczyny i Zawady [65, 66).

Wyjscie z tej sytuacji zaproponowal Bardeen [8], ktéry pokazal, jak z zalez-
nych od cechowania zmiennych, poprzez wziecie ich odpowiednich kombinacji
liniowych, zbudowaé zmienne niezmiennicze. Swoje rozwazania opart na pomy-
stach zawartych w pracy Gerlacha i Sengupty [60] dotyczacej zaburzeni czaso-
przestrzeni przestrzennie izotropowych i jednorodnych. Do zaburzen metryki
dotaczyl on réwniez zaburzenia tensora energii-pedu materii. Poprzez wykonana
konstrukcje wykazatl, ze jego zbiér niezmienniczych wielkosci opisujacych zabu-
rzenia jednorodnych i izotropowych modeli kosmologicznych jest zupeiny. Dla
tych zmiennych wyprowadzil réwnania perturbacyjne, ktére w swojej formie
okazaly sie by¢ prostsze od rownan Lifshitza. Wyniki Bardeena oznaczaly, ze dla
modeli Friedmanna—Lemaitre’a teoria perturbacji w sensie Stewarta—Walkera
jest mozliwa do zbudowania.

W swoich rozwazaniach Bardeen postugiwal si¢ zaproponowanym przez Li-
fshitza rozkladem zaburzen na skalarne, wektorowe i tensorowe, jawnie rozwija-
jac zaburzenia poszczegdlnych skladowych metryki wzgledem funkcji wlasnych
operatora Laplace’a (dzialajacego na hiperpowierzchniach statego czasu) od-
powiednich typéw. W pracy [162] Stewart zwrécil uwage, ze dla konstrukeji
zmiennych niezmienniczych zabieg ten byl zupelnie niepotrzebny i utrudnit
jedynie odbior kluczowych rezultatow. Uzywajac technik kowariantnego rozktadu
pdl tensorowych w przestrzeniach o stalej krzywiznie na czesci skalarne, wekto-
rowe i tensorowe znanych z prac Yorka [187, 188], Stewart przedstawil wyniki

Bardeena w zwiezlej formie.

2Definicja zaburzen tensorowych gwarantuje ich niezmienniczoéé¢ wzgledem transformacji

cechowania.
3Wynik ten nie obejmuje przypadku materii bezcisnieniowej.
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Niezmiennicze wzgledem cechowania wielkosci perturbacyjne Bardeena maja
charakter niegeometryczny, czyli sa zdefiniowane wzgledem konkretnego, w tym
przypadku synchronicznego, wspolporuszajacego sie z materia uktadu wspél-
rzednych. W zwiazku z tym nie posiadaja one prostej interpretacji fizyczne;j.
Postugujac sie nimi mozna jednak badaé wielkosci geometryczne o bezposred-
nim znaczeniu fizycznym. Pomysl ten zrealizowal Goode w pracy [67], w ktérej
ustanowil zwiazki pomiedzy zmiennymi Bardeena a réznymi wielkoSciami geome-
trycznymi opisujacymi kinematyke ruchu materii oraz tensor krzywizny. Miedzy
innymi wyprowadzit relacje pomiedzy zaburzeniami w postaci fal grawitacyjnych
a tensorem Cottona—Yorka na hiperpowierzchniach stalego czasu. Praca Goode-
go jest swego rodzaju lacznikiem pomiedzy podejsciem Lifshitza a podejéciem

Hawkinga.

Praca Stewarta i Walkera istotnie wsparta podejscie Hawkinga do rachunku
zaburzen kosmologicznych, w ktérym za zmienne perturbacyjne przyjmuje si¢
wielko$ci kinematyczne i dynamiczne opisujace materie, a ktére znikaja w modelu
niezaburzonym. Pewne znaczenie dla popularyzacji tego podejécia, a takze samego
sformulowania Ehlersa hydrodynamiki relatywistycznej, mialy wyklady Ellisa [47].
Mozna w nich znalez¢é systematyczne poréwnanie hydrodynamiki relatywistycznej

i newtonowskiej, ze wskazaniem analogii i réznic pomiedzy nimi.

W pracy Hawkinga zwraca uwage niekonsekwentne potraktowanie zaburzen
gestosci, do opisu ktérych nadal uzywany jest kontrast gestosci — wielkosé¢, ktéra
nie jest niezmiennicza wzgledem wyboru cechowania. Olson [131] zauwazyl, ze
w przestrzennie ptaskich modelach Friedmanna—Lemaitre’a za niezmiennicza
wielkos¢ charakteryzujaca zaburzenia gestosci mozna przyjaé lokalng krzywizne.
Jego pomyst na modele zakrzywione rozszerzyli Woszczyna i Kulak [186], postu-
gujac sie przestrzennymi gradientami gestosci energii i ekspansji, ktére znikaja

w modelach niezaburzonych.

Systematyczne potraktowanie zaburzen kosmologicznych w oparciu o idee
zawarte w pracy Stewarta i Walkera zaproponowali dopiero Ellis, Bruni i Hwang
w serii prac [49, 51, 50]. Opisali oni perturbacje poprzez niezmiennicze wzgledem
cechowania zmienne, ktorych definicje sa dodatkowo kowariantne. Dzieki temu
ich zmienne posiadaja prostg interpretacje fizyczna w jezyku niejednorodnoéci
i anizotropii modelu. Proces linearyzacji przebiega tu zasadniczo odwrotnie
niz w podejsciu Lifshitza. Kowariantny charakter zmiennych perturbacyjnych
pozwala wyprowadzié¢ Sciste réwnania ich ewolucji w ramach formalizmu Ehlersa—
Ellisa. Ré6wnania te mozna nastepnie linearyzowa¢ wzgledem wybranego modelu
tla, zachowujac przy tym pelna kontrole nad fizycznymi konsekwencjami tej

operacji. W pracy [17] Bruni, Dunsby i Ellis poréwnali podejscia Lifshitza
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i Hawkinga, stwierdzajac, ze sg one sobie rownowazne. Ponadto pokazali oni, ze
w Swietle teorii kowariantnej réwniez zmiennym Bardeena mozna nadaé naturalne,
fizyczne i geometryczne znaczenie, nawet bez koniecznosci specyfikowania przy

tym cechowania.

Kowariantna teoria zaburzen, wolna od probleméw zwiazanych z wyborem
cechowania, szybko stala si¢ popularna i znalazta zastosowanie w wielu klasycz-
nych zagadnieniach kosmologicznych. Bruni, Ellis i Dunsby [18] zastosowali ja
do analizy zaburzonych modeli Wszechswiata wypelnionego polem skalarnym,
natomiast Dunsby, Bruni i Ellis [38, 41] do modeli wielopltynowych, a Dunsby
[39] do modeli anizotropowych. Szczegdltowa analize fal grawitacyjnych w kon-
tekscie kosmologicznym przeprowadzili Dunsby, Bassett i Ellis [40]. Maartens,
Ellis i Siklos [112] wskazali warunki konieczne dla istnienia fal grawitacyjnych
w modelach kosmologicznych, a ich podejscie przeformutowali w jezyku spinoréw
Pareja i MacCallum [135]. Ponadto Hogan i O’Shea [81, 82, 134] badali propaga-
cje fal grawitacyjnych niosacych dowolna informacje w modelach izotropowych
i dokonali poréwnania swoich wynikow z podejsciem Bardeena. Tsagas i Barrow
[172, 173] przeanalizowali natomiast zachowanie perturbacji kosmologicznych
w obecnodci pierwotnych pdl magnetycznych. Wreszcie kowariantna teoria za-
burzeni zostala wykorzystana przez Challinora i Lasenby’ego [27, 26] do analizy

anizotropii i polaryzacji kosmicznego promieniowania tla.

Wspomniane wyzej prace ograniczaly sie do rozwijania teorii zaburzen tylko
w pierwszym rzedzie rachunku perturbacyjnego. Jednak podejmowane sa réwniez
wysitki, aby rozszerzy¢ teorie do drugiego i wyzszych rzedéw, czym zajmowali sie
na przykltad Bruni et. al [19], Noh i Hwang [128], Clarkson [29] oraz Nakamura
w serii prac [122, 123, 124], a takze ostatnio Uggla i Wainwright [179, 180].
Trudnosci obliczeniowe wynikajace ze zlozonosci tego zagadnienia w klasycznym
podejsciu motywuja do dalszych poszukiwan alternatywnych ujeé teorii zaburzen
kosmologicznych. Jednym z ciekawszych jest formalizm zaproponowany przez
Giesela et al. [62, 63] oparty na ideach zawartych w pracy Browna i Kuchafa
[16]. Gl6wnym jego celem jest przygotowanie teorii zaburzeri dowolnego rzedu
dla pylowych modeli kosmologicznych, ktéra moglaby nastepnie postuzyé do

badania ich stabilno$ci.

Wsréd wezesnych prac podsumowujacych teorie zaburzen kosmologicznych
i jej zastosowania warte wspomnienia sa prace Harrisona [75], Kodamy i Sasakiego
[96], Mukhanova, Feldmana i Brandenbergera [121] oraz Bertschingera [10].
Z pézniejszych najwazniejsze to prace Brandenbergera [15], Tsagasa, Challinora
i Maartensa [174], Malika i Wandsa [113] oraz Uggli i Wainwrighta [177, 178],

a takze Novellego, Bittencourta i Salima [129]. Teoria zaburzeni kosmologicznych
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w obecnym ksztalcie jest uwazana za dojrzata dziedzing nauki, na gruncie ktérej

z powodzeniem mozna wyjasnia¢ wlasnosci obserwowanego Wszechswiata.

2.2 Ogoblne réwnania perturbacyjne

W tym podrozdziale przedstawimy wyprowadzenie ogdlnych rownan perturba-
cyjnych dla zaburzen modeli kosmologicznych Friedmanna-Lemaitre’a. Przepro-
wadzimy je, wybierajac formalizm perturbacyjny Lifshitza. Czynimy tak przede
wszystkim dlatego, ze w naturalny sposéb oferuje on wygodnag do pdzniejszego
opisu fal grawitacyjnych zmienna perturbacyjna. Zmienna ta jest bezposrednio
powiazana z metryka czasoprzestrzeni i z konstrukcji jest niezmiennicza wzgle-
dem cechowania. Podejscie Hawkinga ma wprawdzie te zalete, ze pozwala badaé
ogolniejsze cechy modeli kosmologicznych zawierajacych zaburzenia, nie jest to
jednak obecnym celem naszych rozwazan. Dodatkowym argumentem przemawia-
jacym za wyborem podejscia Lifshitza jest mozliwosé bezposredniego wgladu
w ksztalt metryki zaburzonego modelu, co ma istotne znaczenie na przykiad dla
badania wplywu zaburzen na obserwacje kosmologiczne.

Zaburzenie modelu kosmologicznego oznacza zaburzenie wszystkich pdl i ko-
wariantnych rownan charakteryzujacych dany model. Rozwazmy wiec pewna
czasoprzestrzen, ktéra nazwiemy czasoprzestrzenig zaburzong, o metryce g, i za-
16zmy istnienie pewnej klasy ukladéw wspélrzednych {z¥}, w ktérych metryka

tej zaburzonej czasoprzestrzeni daje sie zapisaé jako*
v = Guv + Py, (2.1)
gdzie wielkos¢ g,,,,, dla ktérej definiujemy
Juv = Gup; 9" “Gua = 04", (2.2)

ze wzgledu na te wlasnie relacje bedziemy nazywaé¢ metryka czasoprzestrzeni

niezaburzonej (tla), natomiast wielko$¢ hy,, o wlasnosciach
h/w = hwu ‘hw| < |§W|a |8/\h;w| < |8>\§,“,|, (23)

nazwiemy poprawka do metryki (zaburzeniem). Zauwazmy w tym miejscu, ze

z powyzszych warunkéow wynika
gt =gt — Y. (2.4)

Postulowany rozklad metryki nie jest niezmienniczy wzgledem dowolnej za-

miany wspoélrzednych. Jednakze zamiany wspolrzednych w obrebie zaktadanej

4Stosujemy konwencje zapisu tensorowego uzywane w ksigzce Misnera, Thorne’a i Wheelera
[118].
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klasy ukladéw wspdlrzednych beda z zalozenia zachowywaé forme rozkladu
metryki zaburzonej czasoprzestrzeni. Nalezg do nich infinitezymalne zamiany

wspolrzednych, nazywane réwniez transformacjami cechowania, postaci
= = <], 10,87 <16,7], (2.5)

gdzie infinitezymalne pole wektorowe £” jest nazywane generatorem transformacji
cechowania. Istotnie, pod dzialaniem transformacji (2.5) forma rozkladu metryki

(2.1) zostaje zachowana, poniewaz wéwczas
G — Guv + Vu&o + Vi, (2.6)
co przy zakladanym rozkladzie metryki na tto i zaburzenie daje
Guv — Guvs by — by + V& + Vg, (2.7)

Wynik ten jednoczesnie oznacza, ze poprawka do metryki nie jest wielkoscia
niezmiennicza wzgledem wyboru cechowania. Problem ten dotyczy réwniez in-
nych wielkosci perturbacyjnych, ktore sa poprawkami do pol nieznikajacych
w modelu tta. Takie wielkoéci perturbacyjne sa niefizyczne, poniewaz zawieraja
w sobie mody zwiazane z wyborem cechowania. Zaburzajac model kosmolo-
giczny, nie jestedmy w stanie zachowaé niezmienniczosci wzgledem cechowania
wszystkich wprowadzanych wielkoéci perturbacyjnych. Aby unikaé potencjalnie
blednych interpretacji, nalezy konsekwentnie wnioskowaé¢ tylko na podstawie
wynikéw uzyskiwanych dla wielkoséci perturbacyjnych niezmienniczych wzgledem
cechowania.

Wracajac do warunkéw (2.3) narzucanych na poprawke do metryki zauwazmy,
ze traktowanie pochodnych poprawki w sposéb réwnorzedny z sama poprawka
jest charakterystyczna cecha liniowego podejscia perturbacyjnego. Zagadnieniu
nadaje sie wowczas interpretacje badania w zadanej czasoprzestrzeni o metryce
Juv Propagacji pola tensorowego h,,,,, ktére to pole z zatozenia nie ma wplywu na
dynamike czasoprzestrzeni. Jest to istota tak zwanego przyblizenia stabego pola
grawitacyjnego [118]. Aby badaé zwrotny wplyw malych zaburzen na globalna
strukture czasoprzestrzeni, konieczne jest odejécie od tych restrykcyjnych zatozen.
Tego typu nieliniowy formalizm perturbacyjny zostal ostatnio zaproponowany
przez Greena i Walda [69], ktérzy zaadaptowali i rozszerzyli podejscie Burnetta
[23] do zaburzen wysokich czestotliwosci.

Ogdlne réwnania perturbacyjne dla maltych zaburzen modeli Friedmanna—
Lemaitre’a wyprowadzimy, dokonujac rozwiniecia rownan Einsteina dla tych
modeli wzgledem wielkoSci h,,,, opisujacej zaburzenia ich geometrii oraz innych

wielko$ci charakteryzujacych kinematyke i dynamike materii wypelniajacej te
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modele. W rozwinieciach bedziemy zachowywaé¢ wyrazy co najwyzej pierwszego
rzedu. Zaznaczamy ponadto, ze indeksy wielkosSci tensorowych zdefiniowanych
dla czasoprzestrzeni tta, w tym malych poprawek umownie traktowanych jako
wielkosSci tensorowe na tejze czasoprzestrzeni, sa podnoszone i opuszczane przy
uzyciu metryki tla.

Pole predkosci materii w modelu zaburzonym opisuje jednostkowy, czaso-
wy wektor u,, ktéry przy przyjetych zalozeniach o malosci zaburzen podlega

podobnemu jak metryka rozktadowi
Uy, = Uy + Uy, (2.8)

gdzie przez u, bedziemy oznaczac niezaburzone pole predkosci materii w modelu
tla, dla ktérego definiujemy
U, = —1, (2.9)

natomiast o poprawce v, zakladamy
lvy| < @], |0uvy | < |0, (2.10)
Zwracamy uwage, ze z warunkoéw tych wynika
v =a" + v —uhY,. (2.11)

Ponadto, korzystajac z warunkéw normalizacyjnych dla pél v” i @, otrzymujemy
zwiazek
1
T, = Qﬂﬁa“hﬂa, (2.12)
ktéry okresla rzut zaburzenia predkoéci na predkosé materii w modelu tta.
Tensor rzutujacy na chwilowe hiperpowierzchnie spoczynkowe materii w modelu

zaburzonym

P,uz/ = UpUy + Guv, (213)

przybiera w zwiazku z powyzszym postaé
P/Lu = ?/w + H,uvu + ﬂvvu + huu; (214)

gdzie przez ﬁw oznaczamy tensor rzutowy w modelu tta.
Tempo zmian pola predkosci materii jest charakteryzowane przez pochodna
kowariantna predkosci, ktéra przy wprowadzonych rozktadach daje sie zapisaé

jako
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gdzie V,, jest pochodng kowariantna kompatybilng z metryka tta g,,. Szcze-
gbtowe wlasnosci ruchu materii opisywane sa poprzez wielkosci kinematyczne,

zdefiniowane nastepujaco

N = uﬁpuav[;’uaa (2.16&)
1
Wy = §(Puﬁpva - Pvﬂpua)vﬂ“av (2.16b)
1 1
Opy = <§(Puﬁpuoz + Pyﬁpua) _ gPAWPﬁa) V3uq, (2.16¢)
0 = PP*Vau,, (2.164)

gdzie 1, jest wektorem tempa przyspieszenia, w,, tensorem tempa wirowania,
o, tensorem tempa Scinania, a 6 skalarem tempa ekspansji materii. Pochodna

kowariantna predkosci materii wyraza sie przez nie nastepujaco
1
Vi, = —u,ny + wyw + 0 + gPM,F). (2.17)

Modelami tta, ktoérych zaburzenia chcemy badaé, sa modele kosmologiczne
Friedmanna—Lemaitre’a, dla ktérych jedyna nieznikajaca wielkoscia kinematycz-
ny jest ekspansja. Oznaczajac ja przez 0, dla predkosci materii niezaburzone;
many

1
3 Db (2.18)

W zwiazku z tym, zgodnie z liniowym podejsSciem perturbacyjnym, dla modelu

V., =

zaburzonego zakladamy rozktad ekspansji
0=0+60, |66] < 10), |0,00] < 10,0, (2.19)

gdzie wielko$¢ 60 nazywamy zaburzeniem ekspansji, a o pozostalych wielkosciach
kinematycznych (1, wuy, ouy) 1 ich pochodnych zakladamy, ze sa male. Po-
szczegblne wielkosci kinematyczne wyrazaja sie nastepujaco poprzez zaburzenia

predkoéci i metryki

n = (@P,” — P,/ u")Vu,, (2.20a)
Wy = %(ﬁf’?ﬁ — PP, Vsva, (2.20D)
Oy = %(RBE“ + PP, — 20,4, 777 Vsva

+ %(ﬂ“%h,w — PPV, (@ hga) — POV, (T hsa)) (2.20¢)

1— _ 1
— P (V%Q — VP (@ hga) + §ﬂﬁV5haa),

w

_ _ 1 .—
60 = V4 — VP (@ hga) + §Hﬁ Vih®s. (2.20d)
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Informacje o mechanicznych wlasnoéciach materii sa niesione przez tensor
energii-pedu 7', poprzez wielkosci dynamiczne zdefiniowane wzgledem predkosci

materii jako

e = uPuT s, (2.21a)
g = —u’ P, Tpa, (2.21b)
1
Ty = (Plﬁpya - gpwPﬁo‘)Tga, (2.21c)
1
p= gpﬁ“Tﬁa, (2.21d)

gdzie € jest gestoScig energii, g, wektorem dyfuzyjnosci cieplnej, 7, tensorem
naprezen lepkosciowych, a p ci$nieniem materii. Tensor energii-pedu wyraza si¢

przez te wielkosci nastepujaco
T;,LV = Uy Uy€ + Up Qv + Upqyp + Ty + Pul/p~ (222)

W modelach Friedmanna-Lemaitre’a materia dana jest ptynem doskonatym, dla
ktorego zjawiska dyfuzji i lepkosci nie wystepuja. Tensor energii-pedu modelu

tla przyjmuje wiec forme
T, = € + Puup, (2.23)

gdzie przez € i p oznaczamy odpowiednio gestosé¢ energii i ciSnienie niezaburzonej

materii. Stad dla modelu zaburzonego mozemy zalozy¢ rozklady

€ =€+ Je, |0e| < €], |0,0¢| < |0,€l, (2.24)
p=7Dp+dp, |op| < [p, 10,,6p| < |0.p|. (2.25)

Przez de i dp bedziemy oznaczaé¢ zaburzenia odpowiednio gestosci i ci$nienia.
Pozostate wielkosci dynamiczne (g, m,,,) w modelu zaburzonym uzupelniaja
zbiér matych wielkoéci perturbacyjnych.

Zwiazek pomiedzy geometrig czasoprzestrzeni a wlasnosciami wypelniajacej

ja materii zadaja réwnania Einsteina
Gy + g = kT, (2.26)

gdzie G, jest tensorem Einsteina, A jest stala kosmologiczna, a stata sprzezenia

8nG

K= =3,

gdzie ¢ jest predkoscia Swiatta i G jest stala grawitacji. Linearyzacja

tych réwnan przy zalozeniu, ze model tta spelnia rownania Einsteina postaci
@}LU + g,uuA = HT#V? (227)

gdzie é;w jest tensorem Einsteina dla czasoprzestrzeni tla, doprowadzi do uzy-

skania poszukiwanych réwnan perturbacyjnych. W tym celu wyliczamy tensor
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Einsteina dla zaburzonej czasoprzestrzeni, uzyskujac
_ 1 _ _ _
G =G, + 5(—V°‘Vah,“, — Rhy +V, V%0 + V, VP,
+ R hye + RSP — Gu VP V%80 — 2R, hga (2.28)
+ G R %hgo — VNV + G VPV 5h%),
gdzie wielkosci R, Apvs Euv i R sa odpowiednio tensorem Riemanna, tensorem

Ricciego i skalarem krzywizny dla czasoprzestrzeni tta. Tensor Riemanna w cza-

soprzestrzeni tta dany jest w ogdlnosci tozsamoscia
Eﬁ)\}tl/ = 6}{Ap.l/ + ?n,ug)\l/ - gkaug)\u + y)\ugn,u - y)\,ugkwv (229)

gdzie ?W jest tensorem Schoutena danym przez

_ 1/— 1.

Suv = 5 (Buv = 53 R). (2.30)
a Cyauv jest tensorem Weyla. Dla modeli Friedmanna-Lemaitre’a, ktérych
czasoprzestrzen zadana jest metryka Robertsona—Walkera, tensor Weyla jednak

znika

Croxpw = 0. (2.31)

Réwnania Einsteina pozwalaja natomiast wyrazi¢ tensor Ricciego poprzez tensor
energii-pedu. Po tym zabiegu otrzymujemy ostatecznie ogdlne, niezmiennicze
wzgledem cechowania réwnania perturbacyjne dla malych zaburzen modeli

kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a
1 _ _ L _
= 5 (V* Vel = ViV hyo =V, Vo by + G VV%hgo + V.V, 0%,
— 1 1
— G VPV h%) + §h,w(m€ +A) - Egm,haa(nz + 3K — 2A)
1
— (uﬂvl, + v, — Ty — TWThua + 5@@/1%) (k€ + KP)
= k(W Ty € + Upqy + Uy Gy + T + Ppudp).  (2.32)

Rownania perturbacyjne w powyzej przedstawionej zwartej formie nie sa spo-
tykane w literaturze. Dotyczy to réwniez wyrazen (2.20) ukazujacych zwiazki
pomiedzy wielko$ciami kinematycznymi a zaburzeniami metryki i predkoéci
materii. Wynika to przede wszystkim z tego, ze zwyczajowo juz na poczatkowym
etapie rachunkéw perturbacyjnych w podejsciu Lifshitza dokonywany jest wybér
ukladu wspoélrzednych. W sytuacji, gdy gltéwna zmienna perturbacyjna, czyli
zaburzenie metryKki, jest zalezna od wyboru cechowania, przejscie do konkretnego
uktadu wspétrzednych jest wygodnym rozwigzaniem.® Umozliwia ono wprowa-

dzenie nowych zmiennych perturbacyjnych, ktore stuza nastepnie do zbudowania

5Nie jest jednak bezwzgledna koniecznoscia. Przyktad kowariantnego przeformulowania

podejscia Lifshitza mozna znalezé w pracy Vitentiego et al. [182].
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wielko$ci niezmienniczych wzgledem cechowania. Wezesny wybér uktadu wspél-
rzednych pozwala wéwczas upro$ci¢ w pewnym stopniu rachunki, a odbywa sie
to bez straty ogélnosci. Zalety wyprowadzenia formul perturbacyjnych w formie
niezaleznej od ukladu wspolrzednych mozna jednak dostrzec przy rozpatrywa-
niu zaburzen w postaci fal grawitacyjnych, co pokazemy w jednym z kolejnych

podrozdziatéw.

2.3 Klasyfikacja rodzajéw zaburzen

Postepujac wedlug klasycznego podejscia perturbacyjnego Lifshitza, w poszuki-
waniu nowych, niezmienniczych wzgledem cechowania wielkosci perturbacyjnych
dokonamy wyboru konkretnego uktadu wspélrzednych w modelu tta. W kon-
sekwencji doprowadzi nas to do wyodrebnienia trzech fizycznie réznych typow
zaburzen: skalarnych, wektorowych i tensorowych. Zaburzenia typu tensorowego
beda miaty bezpoéredni zwiazek z falami grawitacyjnymi.

Korzystajac z faktu, ze modele Friedmanna—Lemaitre’a dopuszczaja wprowa-
dzenie synchronicznego uktadu wspoétrzednych, ktéry réwnoczeénie wspotporusza
sie z materia, nakltadamy na sktadowe predkosci przeptywu materii i metryki tta

nastepujace warunki

Uy = —a, a, =0, (2.33)

goo = _a2a Jon =0, Gmn = a2/§\mn- (2.34)

Zalozenia te zachowuja warunek normalizacji wektora predkosci materii (2.9).
Wielko$¢ a jest nazywana czynnikiem skali i jest funkcja jedynie wspélrzednej
2% = 1, nazywanej czasem konforemnym. Natomiast wielkos¢ ﬁmn bedaca funkcja
wspoélrzednych 2™, zwanych wspélrzednymi przestrzennymi, jest metryka tréj-
wymiarowe]j przestrzeni maksymalnie symetrycznej, dla ktérej tensor Riemanna

Rilmn dany jest formula
Ritmn = K(Gkmin — Gknlim), (2.35)

gdzie stala K nazywana jest wskaznikiem krzywizny.6
Sktadowe zaburzen metryki i predkosci okre$lamy, wprowadzajac przy tym
nowe zmienne perturbacyjne zdefiniowane na hiperpowierzchniach stalego czasu

modelu tla

hoo = —2a>A, hon = —a’B,, P = 202 (Conn + Grmn D), (2.36)

6Stata krzywizny moze zawsze zostaé znormalizowana tak, by przybierata wartoéé £1 lub 0.

W tej pracy bedziemy ja jednak traktowac jako parametr ciagtly.
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Vg = —aA, Uy, = —aVy, (2.37)

gdzie skladowa czasowa zaburzenia predkosci wynika ze zwiazku (2.12). Syme-

tryczna i bezsladowa pomocnicza wielko$é¢ C,,p,
Cmn - Cnm; Caa = Oa (238)

rozklada sie na czesci nazywane odpowiednio poprzeczna-bezsladowa, solenoidal-
na i podtuzna
Coin = Con + V(mcn) + ﬁmnC, (2.39)

gdzie V,, jest pochodna kowariantna kompatybilna z metryka Emn, operator

pomocniczy V,,, dany jest

= = =~ 1~ = =
Vinn = Vi Vi, — ggmnvava, (2.40)
oraz zachodzi
Con = Comy C% =0,  ViCpa=0, VC,=0. (2.41)

Powyzsze warunki wyznaczaja wielkos¢ C), z dokladnoscia do rozwigzania rownan
%(an) =0, czyli do wektora Killinga, a wielko$¢ C' z dokladnoécia do rozwia-
zania rownan %mnX = 0. Wielkos¢ B,, rozktada si¢ z kolei na czgsé¢ solenoidalna
i podtuzna

B, = B, + V, B, (2.42)

gdzie zachodzi
V*B, = 0. (2.43)

Wielkoéé B jest wyznaczona z dokladnoécia do rozwigzania réwnan V, X = 0,
czyli do stalej. Podobnie rozklada si¢ zwiazana z zaburzeniem predkosci wielkosé
Vn

VoV, = 0. (2.45)

Poniewaz wektor dyfuzyjnosci g, i tensor naprezen lepkosciowych 7, sa ortogo-
nalne do predkosci, w wybranym ukladzie wspétrzednych ich sktadowe czasowe

znikaja, natomiast skladowe przestrzenne rozkladaja sie nastepujaco

~

VoY, =0, (2.47)

oraz

~

moo = 0, Ton = 0, Tn = Wpn + v(mHn) + VIl (248)
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Moy = My, % =0, VoI, =0,  V°II, = 0. (2.49)

Zdefiniowane powyzej wielkosci perturbacyjne na hiperpowierzchniach stalego
czasu modelu tta sa systematyzowane w oparciu o ich zachowanie przy zamianach

wspoélrzednych przestrzennych. Wprowadzono nastepujaca klasyfikacje:

o Wielkosci A, B, C, D, V, e, Y, I, i dp, transformujace si¢ jak skalary,
nazywane sg skalarnymi wielko$ciami perturbacyjnymi, a zaburzenia z nich
zbudowane — zaburzeniami skalarnymi. Fizycznie zaburzenia skalarne

opisuja perturbacje pola grawitacyjnego oraz ruchu i rozkladu materii.

o Wielkosci B,,, Cy, Vi, Y, i1, transformujace sie jak solenoidalne wekto-
ry, nazywane sa wektorowymi wielkosciami perturbacyjnymi, a zaburzenia
z nich zbudowane — zaburzeniami wektorowymi. Fizycznie zaburzenia

wektorowe opisuja perturbacje pola grawitacyjnego oraz ruchu materii.

o Wielkoéci Chp, 1 Iy, transformujace sie jak poprzeczne, bezsladowe, sy-
metryczne tensory drugiego rzedu, nazywane sg tensorowymi wielko$ciami
perturbacyjnymi, a zaburzenia z nich zbudowane — zaburzeniami tensoro-
wymi. Fizycznie zaburzenia tensorowe opisuja wytacznie perturbacje pola

grawitacyjnego, czyli czyste fale grawitacyjne.

Nie wszystkie z powyzszych wielkosci perturbacyjnych posiadaja jednak
bezpoérednie znaczenie fizyczne, poniewaz w ogdélnosci mogg one zaleze¢ od
wyboru cechowania. Zgodnie z lematem Stewarta—Walkera [163] wielkosci Y,,, YV
oraz Il,,,, IL,, IT sa niezmiennicze wzgledem cechowania, poniewaz dyfuzyjnosé
ilepko$¢ w modelu tta znikaja. Zachowanie pozostalych wielkosci perturbacyjnych
pod dzialaniem transformacji cechowania sprawdza sie bezposrednim rachunkiem,
rozwazajac zamiang zmiennych (2.5) z generatorem transformacji roztozonym

w wybranym uktadzie wspélrzednych nastepujaco

~

&= —a’T, &, =a*(L,+V,L), (2.50)
VL, = 0. (2.51)

Dla zaburzen metryki, transformujacej sie wedlug (2.6), otrzymujemy wowczas

A— A+T+ %T, (2.52)

B, — B,—L,, B—B+T-1L, (2.53)

Crn — Con, Cn, — Cn+ Ly, C —C+L, (2.54)
D-—D+ %T ¥ é%“%aL. (2.55)
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Poprzez kropke nad symbolem wielkosci bedziemy oznaczaé¢ pochodna wzgledem
czasu konforemnego. Jak widzimy wielkos¢ C,,,, jest niezmiennicza wzgledem
cechowania. Jest to zrozumiale, jesli zauwazymy, ze transformacja cechowania
ma charakter wektorowy i w zwiazku z tym nie moze wprowadzi¢ zmian do
poprzecznych, bezsladowych, symetrycznych tensoréw drugiego rzedu. Z pozo-
stalych zaleznych od cechowania wielko$ci wektorowych i skalarnych, poprzez
wziecie ich odpowiednich kombinacji liniowych, konstruuje sie nowe wielkosci
perturbacyjne, ktére sa juz niezmiennicze wzgledem cechowania.
Wykorzystywany w podejéciu Lifshitza podziat zdefiniowanych na hiperpo-
wierzchniach stalego czasu wektoréow i tensoréw drugiego rzedu na czeéci ma
réwniez zastosowanie do samych réwnan perturbacyjnych. W wyniku takiego
podziatu sktadowa czasowo-przestrzenna réwnan perturbacyjnych rozklada sie
na czes¢ solenoidalng i podtuzna, natomiast ich skladowa przestrzenna rozklada
si¢ na cze$¢ poprzeczna-bezsladowa, solenoidalna, podtuzna i §ladowa. Jedno-
znaczno$¢ tego rozkladu powoduje, ze kazda ze wspomnianych czeéci réwnan
perturbacyjnych staje sie odrebnymi réwnaniami. Wynika stad, ze poszczegdlne
rodzaje zaburzen propaguja sie niezaleznie od siebie nawzajem. W pracy [83] Hu
pokazal, jak mozna doj$¢ do tych wnioskéw, postugujac sie¢ metodami teorii grup.
Buniy i Kephart [22] wykazali, ze zjawisko rozsprzegania sie zaburzen zachodzi

tylko dla rozmaitosci einsteinowskich.

2.4 Zaburzenia w postaci fal grawitacyjnych

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy, ze obie wielkosci perturbacyjne C,,,
i IL,,,, charakteryzujace tensorowe zaburzenia modeli kosmologicznych Friedman-
na—Lemaitre’a sa niezmiennicze wzgledem wyboru cechowania z samej swej
konstrukeji. Stad wielkoSci te niosa w sobie fizyczna informacje o deformacjach
czasoprzestrzeni w postaci stabych fal grawitacyjnych. Réwnanie opisujace pro-
pagacje zaburzen tensorowych dane jest poprzez poprzeczna-bezsladows czesé
sktadowej przestrzennej ogdlnych réwnan perturbacyjnych (2.32). Wyglada ono

nastepujaco

Corun + 2gc'mn (VN — 2K)Crp = &1L (2.56)

W sposéb oczywisty réwnanie to jest niezmiennicze wzgledem wyboru cechowania.

W toku dalszych rozwazan bedziemy zajmowaé sie swobodnymi zaburze-
niami tensorowymi, zakladajac, ze wielkos¢ Il,,, reprezentujaca lepkos¢ fal
grawitacyjnych, a pelniaca w powyzszym réwnaniu role zrédel znika. Zapiszmy

jawnie posta¢ réwnania propagacji swobodnych zaburzen tensorowych modeli
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Friedmanna-Lemaitre’a
C’mn + 2gcmn - (vava - 2K)Cmn = 0 (257)

Roéwnanie to jest réwniez powszechnie nazywane rownaniem propagacji pier-
wotnych fal grawitacyjnych ze wzgledu na fizyczny aspekt zagadnienia, ktére
opisuje, a mianowicie globalne zaburzenia modeli kosmologicznych Friedmanna—
Lemaitre’a o charakterze slabych fal grawitacyjnych, ktérych domniemanym
zrodlem byla poczatkowa osobliwosé. Jest to jednorodne, liniowe réwnanie réz-
niczkowe czastkowe w czterech zmiennych, drugiego rzedu. Wspolczynniki tego
réwnania zaleza tylko od jednej zmiennej, od czasu konforemnego. Zmienng
zalezna jest poprzeczny, bezéladowy, symetryczny tensor drugiego rzedu. W tej
czesci przedstawimy standardowy schemat rozwiazywania tego réwnania poprzez
redukcje zagadnienia metoda separacji zmiennych niezaleznych.

Forma réwnania (2.57) pozwala na rozdzielenie zmiennej czasowej 1 i zmien-

nych przestrzennych x™ poprzez wyboér

gdzie wielko$é p, nazywana niekiedy amplituda,” jest funkcja wylacznie czasu
konforemnego, natomiast wielko$¢ Q. jest funkcja zmiennych przestrzennych

i spelnia warunki
Qmn = Qnm, Q% =0,  VQn.=0. (2.59)

W wyniku tego podstawienia z réwnania (2.57) otrzymujemy dwa odrebne

rownania, odpowiednio dla wielkosci @, oraz dla amplitudy u

)

(Ve
i

Pierwsze z powyzszych réwnan jest tensorowym réwnaniem Laplace’a na tréj-

a— Q)Qmn =0, (2.60)

10— 2K>,u —0. (2.61)

Sl q

wymiarowej przestrzeni o statej krzywiznie. Drugie natomiast jest nazywane
réwnaniem czasowej ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych w modelach ko-
smologicznych Friedmanna-Lemaitre’a i poszukiwaniom rozwigzan tego wlasnie
réwnania bedzie po$wiecona kolejna czes¢ tej rozprawy. Przez ) oznaczamy
stala separacji, ktora pelni role tensorowej wartosci wlasnej operatora Laplace’a
dzialajacego na tréjwymiarowej przestrzeni maksymalnie symetrycznej. Tenso-

rowe widmo operatora Laplace’a na trojwymiarowej przestrzeni maksymalnie

"Podkreslamy w tym miejscu, ze stowo ,amplituda” petni tutaj role jednie nazewnicza.

Funkcja p nie jest amplituda fali w Scistym tego slowa znaczeniu.
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symetrycznej jest ciaggte dla przestrzeni o ujemnej, badz zerowej krzywiznie

i dyskretne dla przestrzeni o dodatniej krzywiznie

(—o0, 3K), gdy K <0,
Q € (—OO, 0)7 gdy K = 0; (262)
{—-(n?* =3)K:3<neN}, gdy K >0

Zostalo ono zapostulowane juz przez Lifshitza [104], a pdzniej potwierdzone
w pracach Jantzena [92], Rubina i Ordéneza [148] oraz Kalninsa i Millera [94, 93].

Poprzeczne, bezsladowe, symetryczne wielko$ci @y, spelniajace uktad réwnan
(2.59) i (2.60) nazywane sa harmonikami tensorowymi. Stanowia one tensorowe
funkcje wlasne operatora Laplace’a dzialajacego na tréjwymiarowej jednorodnej
i izotropowej przestrzeni. Warunki (2.59) ograniczaja ich liczbe stopni swobody
do dwdch, stad posiadaja one dwa wzajemnie ortogonalne stany parzystosci. Dla
réwnan harmonik tensorowych (2.60) istnieja wiec dwa geometrycznie niezalezne
rozwiazania, o ktorych méwimy, ze moga reprezentowaé¢ dwa odmienne stany
polaryzacyjne fal grawitacyjnych.

Jawna postaé¢ funkcyjna harmonik tensorowych dla przestrzeni o dodatniej
krzywiznie zostala podana przez Gerlacha i Sengupte [59] oraz Sandberga [153],
a uzupelniona dla przestrzeni o ujemnej krzywiznie przez Tomite [170]. Ponizej
przedstawiamy je w zwartej formie, ktéra dopuszcza dowolna krzywizne prze-
strzeni. Wybieramy taki uktad wspélrzednych {z™}, w ktérym kwadrat elementu
liniowego tréjwymiarowej przestrzeni maksymalnie symetrycznej przybiera na-
stepujaca forme

sin® (VK x)

Toa daz’ dz® = dx* + T(dﬁz + sin? 9 dp?). (2.63)

Dla K < 0 zakres zmiennosci wspélrzednych jest nastepujacy
X € [0, 00), ¥ € [0, 7], v € [0, 2m), (2.64)
natomiast dla K > 0 mamy

X € {0, 9el0,n, pelo,2m). (2.65)

vd
K )
Réwnania harmonik tensorowych rozwiazujemy, postugujac sie metoda separacji

zmiennych. Pierwszemu rozwiazaniu przypisujemy parzystos¢ ,plus”

Q11 = 73 Pl(g) P (cos¥) Fn (),

1 d 1 d
Q2= 2 ! dx {ff ch(g)} P

T [P7"(cos 9)] Fin (),



m\»—A

1 .., d . d
@i = 7 g [ Ph9)] PPeost) - (P,

P!
@n =g (g e |/ dy R0 - 1Pk

x % [P (c0s9)] Fun()

+ 1212 (dx {fdx {f% PZ(Q)H - (12 - Z) fe PZ(Q))

x P"(cos) Fm(ga)
Qa3 = 12% (122 T dy [f [f% Q(Q)H - f_% P2(9)>
1

410,

X sir119i { ! Pm(cosﬂ)}
dp

sin

Q%= iy (o 2 [ [ k)| 71k

2
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X (Pl (cos9) dd 5 [Fm(p)] +sind cosd % [P} (cos¥)] Fip, ((p))

by (7o [reb)] - (2= 5) Pl

x sin® 9 P7" (cos ) F (o),

natomiast rozwiazaniu drugiemu parzysto$¢ ,krzyz”

1 d
X _ £~ 35 pl m
12 — f Pk(g) nd Pl (COS 19) d(P [Fm(@)] )

Q3=—f"72 Pl (g) sin® % [P7"(cos¥)] F
2

% d 3 d m
Q%22 = 79 dx {J%PZ(Q)} 70 [P COS#]
V= gy o [1r40)] (o P%osm—z[ ()]
25_l2_%dx k9 sin dp? 4
d d
— sin” 9 i Llrln? dd [Pm(COSﬁ)]] (¢)> ’
o 2 d 3
Q 33——12_%a{f2})§c(9)}
0 | P osd)| 2 Fn(o)]

gdzie pomocniczo wprowadzilisSmy funkcje

f = Sin(\/\/g)d7 9= COS(\/EX)v

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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oraz przedefiniowaliSémy stala separacji (przy K # 0)

2 _ Q
k=3 . (2.69)

Funkcje P}*(2) i F,,(2) spelniaja nastepujace réwnania rézniczkowe

d? d 1 m

2 2 m —

(1-2 )@—225+(z —7)—7]131 (2) =0, (2.70)
— + mQ}Fm(z) =0, (2.71)
natomiast dozwolone wartosci parametréw k, [, m zaleza od krzywizny przestrzeni.

Dla K < 0 moga one przyjmowa¢ wartosci ze zbiorow

ke iR\ {0}, (2.72a)
5 7 9
le {ﬁ:§7 *5, £, } (2.72b)
1
m € Z\{0} A Im| < || — 3 (2.72¢)

a dla K > 0 moga przybiera¢ wartosci

ke Z\ {0, £1, £2}, (2.73a)
5 7 .9 1
SO <kl - =, .
le{iQ,iQ,iz, } NN (2.73b)
1
m € Z\ {0} A Im| < \l|f§. (2.73¢)

Rozwiazania dla harmonik tensorowych przy K = 0 uzyskuje si¢ z powyzszych

przy wykorzystaniu nastepujacych tozsamosci

lim f =X, (2.74)
11(@01’2(9) o x2Ji(V=Q), (2.75)

gdzie funkcja J;(z) spelnia réwnanie rézniczkowe

2

[22% + 22% + 22— (12 - %)}J[(Z) =0, (2.76)

a parametry [, m przyjmuja wowczas wartoéci takie same jak dla przypadku
K < 0. Bezpoérednim rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze niezaleznie od wartosci

statej krzywizny zachodzi
Q" Q" = 0. (2.77)

czyli istotnie oba przedstawione rozwiazania dla harmonik tensorowych do

réznych standéw parzystosci sa wzajemnie ortogonalne.
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2.5 Kowariantna definicja stabych fal grawita-
cyjnych w modelach kosmologicznych Fried-

manna—Lemaitre’a

Perturbacje modeli kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a w postaci stabych
fal grawitacyjnych opisywane sa przez zaburzenia tensorowe. Ten typ zabu-
rzen jest charakteryzowany poprzez dwie wielkosci perturbacyjne: poprzeczna,
bezsladowsg, czeé¢ sktadowej przestrzenno-przestrzennej zaburzenia metryki i ana-
logiczna czedé¢ tensora naprezen lepkosciowych. Podobnie jak inne wielkosci
perturbacyjne definiowane w podejéciu Lifshitza sg one okreslone na hiperpo-
wierzchniach stalego czasu czasoprzestrzeni tta, w ktorej wybrano synchroniczny,
wspolporuszajacy sie z materia uklad wspélrzednych. Jak widzieliémy, wlasnosci
tych wielkosci perturbacyjnych sprawiaja, ze sa one niezmiennicze wzgledem
transformacji cechowania bezposrednio, bez koniecznosci wykonywania dodat-
kowych konstrukcji. Otwiera to mozliwo$¢ zaproponowania definicji stabych
fal grawitacyjnych w modelach Friedmanna-Lemaitre’a w formie kowariantnej,
niezmienniczej wzgledem wyboru ukladu wspétrzednych w modelu tta. Taka
definicja pozwoli réwniez podaé kowariantne rownanie ich propagacji.

Jako pierwszy kowariantne warunki charakteryzujace zaburzenia modeli ko-
smologicznych Friedmanna-Lemaitre’a w postaci stabych fal grawitacyjnych
podal Hawking [76]. Postuzyl sie w tym celu czescia elektryczng i magnetycz-
ng tensora Weyla. Jego idee zostaly wykorzystane przez Dunsby’ego, Bassetta
i Ellisa [40] do analizy rozchodzenia sie stabych fal grawitacyjnych na podstawie
rownan propagacji tych wielkosci. Zainspirowaly one rowniez Maartensa, Ellisa
i Siklosa [112] do doprecyzowania kryteriéw istnienia stabych fal grawitacyjnych
i ich zredefiniowania jako opisanych przez tensor Weyla i lokalnie swobodne
czesci jego pochodnej kowariantnej.® Inne réwnowazne podejsciu Hawkinga,
niezmiennicze wzgledem cechowania warunki definicyjne dla stabych fal grawita-
cyjnych byly podawane przez Niedre [126] i Goodego [67]. Przeglad probleméw
zwiazanych z definicja gwarantujaca istnienie stabych fal grawitacyjnych mozna
znalezé u Osany [133]. Warto dodaé, ze réwnolegle z podej$ciem kowariantnym
prowadzone byly prace nad tlumaczeniem jego wynikéw na jezyk spinoréw.

Najwazniejsze publikacje na ten temat to prace Hawkinga [77], Changa, Janisa

8Tensor Weyla jest lokalnie swobodny w tym sensie, ze nie jest on punktowo okreslony przez
tensor naprezen materii (poprzez réwnania Einsteina). W pracy [112] pokazano, ze niektére
czedci jego pochodnej mozna uznaé za lokalnie swobodne w tym znaczeniu, ze nie sg one
okreslone ani przez tensor naprezen, jego pochodna, ani przez sam tensor Weyla (poprzez

tozsamosci Bianchiego).
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i Niedry [28, 127] oraz praca Pareji i MacCalluma [135] bezposrednio odnoszaca
sie do pracy Maartensa, Ellisa i Siklosa [112].

Tutaj podajemy inng niz dotychczas stosowane, kowariantng definicje stabych
fal grawitacyjnych w modelach kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a. Jej
zarys pochodzi z pracy Lyubushina [110], ktéry jednak nie usystematyzowal
swoich idei. Zgodnie z nia zaburzenia modeli kosmologicznych Friedmanna—

Lemaitre’a w postaci slabych fal grawitacyjnych sa okreslone wylacznie przez:

e ortogonalna wzgledem przepltywu (u®h,, = 0) i poprzeczng (V*h, = 0)

cze$¢ zaburzenia tensora metrycznego,

e poprzeczna (Vo = 0) cze$é tensora naprezen lepkosciowych (ktéry sam
w sobie jest niezmiennicza wzgledem cechowania wielkoscia perturbacyjna
i z definicji jest ortogonalny wzgledem przepltywu (u®m, = 0) i bezéladowy
(%, =0)).

Rozpatrujac przy tych warunkach wielkosé

_ 1_
0 =7"V°hg, = —50h%, (2.78)

uzyskujemy, ze poprawka do metryki jest dodatkowo bezsladowa (h%, = 0).
Mozna sie tatwo przekonaé¢ bezposrednim rachunkiem, ze cze$¢ zaburzenia tensora
metrycznego o wyzej wymienionych wlasnosciach jest rowniez niezmiennicza
wzgledem cechowania. Stad narzucone warunki efektywnie eliminuja z rozwazan
zaburzenia skalarne i wektorowe, pozostawiajac jedynie zaburzenia tensorowe.
Woéwczas zaburzenie pola metrycznego pelni role potencjatu dla tensora $cinania

oraz elektrycznej i magnetycznej czesci tensora Weyla

—_

Ouy = 7‘avahuua (279)

[\]

E, = uBuaCﬂgm
le— | oo o 1- — 1
= —ZV Vahu — 7 V(@ Vahuy) — gﬁu Vahu, + ghW(’“ +A),
(2.80)

(2.81)

gdzie My, jest efektywnym elementem objetosci na hiperpowierzchniach ortogo-

nalnych wzgledem przepltywu w modelu tla zdefiniowanym jako

Mapy = _Eaﬁ)\/_waa (282)
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a Teauw jest tensorem catkowicie antysymetrycznym (alternujacym). Mozna

sprawdzié, ze tensory te sa poprzeczne
V%, =0, V®E,, =0, V*H,o =0. (2.83)

Zwiazki te koresponduja z definicja dla stabych fal grawitacyjnych podang przez
Hawkinga.

Dla zdefiniowanych w ten sposob perturbacji zlinearyzowane tozsamosci
Bianchiego sa trywialnie spetnione. Natomiast zlinearyzowane réwnania Einsteina
(2.32) prowadza do kowariantnego réwnania propagacji stabych fal grawitacyjnych

w modelach kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a
j E— 1 _
- §V Vahu + ghu,j(li€ +A) = Kkmp,. (2.84)

W zastosowaniach praktycznych ewentualne naprezenia lepkosciowe sa zwykle
pomijane (7, = 0) i wtedy stabe fale grawitacyjne bedace zaburzeniami modeli
kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a nazywane sa dodatkowo swobodnymi.
Skrétowo i dla podkreslenia ich kosmologicznego charakteru i pochodzenia okresla
sie je mianem pierwotnych fal grawitacyjnych. Trzeba jednak przyznaé, ze zalo-
zenie o zaniedbaniu lepkosci jest bardzo mocnym ograniczeniem. Uproszczenie
to jest podyktowane wylacznie faktem, ze jak na razie nie potrafimy modelowaé

lepkosci kosmologicznych fal grawitacyjnych.






Rozdziat 3

Rownanie ewolucii

pierwotnych fal

grawitacyjnych

W tym rozdziale zajmiemy sie réwnaniem ewolucji pierwotnych fal grawita-
cyjnych w modelach kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a. Przedstawimy
znane w literaturze rozwiazania tego réwnania, po czym przejdziemy do po-
szukiwan jego nowych analitycznych rozwiazan. Stawiamy sobie dwa podstawo-
we kryteria ograniczajace, wedtug ktoérych bedziemy prowadzi¢ poszukiwania.
Pierwsze dotyczy formy samego rownania rézniczkowego i wiaze sie z zaweze-
niem klasy rozwazanych modeli kosmologicznych. Bedziemy rozpatrywa¢ modele
Friedmanna-Lemaitre’a zawierajace stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzy-
wione i wypelnione ptynem kosmicznym o liniowym, barotropowym réwnaniu
stanu. W szczegdlnosci przeanalizujemy modele napedzane pylem, promienio-
waniem, $cianami domenowymi, materig ultralekka i materia sztywna. Jak sie
okaze, po przejéciu w zmiennej niezaleznej z czasu konforemnego na czynnik skali,
réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych dla takich modeli staje sie
jednorodnym, liniowym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, drugiego rzedu,
posiadajacym wymierne wspotczynniki w zmiennej niezaleznej. Dla tego typu
rownan rézniczkowych istnieje rozbudowana klasyfikacja oparta na wlasnosciach
ich punktow osobliwych, z ktérej bedziemy korzystac.

Drugie kryterium poszukiwan jest zwiagzane z funkcyjna postacia rozwia-
zan réwnan rézniczkowych opisujacych ewolucje pierwotnych fal grawitacyjnych
w wybranych modelach kosmologicznych. Beda nas interesowaé rozwiazania wy-

razajace sie¢ poprzez tak zwane funkcje liouville’owskie. Sa to funkcje posiadajace
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jawna, zamknietg forme, zlozone ze skoniczonej liczby operacji algebraicznych,
operacji catkowania tak konstruowanych wyrazen oraz operacji potegowania tych-
ze. Bedziemy ich szukaé¢ za pomocg klasycznej metody pochodzacej od Hermite’a
i Darboux, ktora jest niezwykle uzyteczna w zastosowaniach fizycznych. W otrzy-
manych rozwiazaniach pojawia si¢ skomplikowane calki eliptyczne i elementarne,

ktérych wyliczeniu po$wiecimy ostatni podrozdzial tej czesci pracy.

3.1 Przeglad rozwigzan znanych w literaturze

W tym podrozdziale zestawimy znane do tej pory w literaturze rozwiazania
rownania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych. Pokrétce je scharakteryzujemy
i przedstawimy metody, jakimi je uzyskano.

Dla modeli Friedmanna—Lemaitre’a wypelnionych pojedynczym plynem ko-
smicznym o liniowym, barotropowym réwnaniu stanu znanych jest szereg roz-
wiazan réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych. Dla modeli bez stalej
kosmologicznej, przestrzennie plaskich rozwigzanie ogdlne dla dowolnej wartosci
wykladnika adiabaty plynu podal Grishchuk [72]. Wyrazil je on w czasie kon-
foremnym, postugujac sie funkcjami Bessela. Z kolei dla modeli przestrzennie
zakrzywionych rozwiazania szczegdlne w przypadku pytu lub promieniowania
zostaly podane juz przez Lifshitza [104, 105]. Jego rozwiazania wyrazaja sie
w czasie konforemnym poprzez kombinacje funkcji trygonometrycznych i hiper-
bolicznych. Rozwigzanie ogblne dla modeli przestrzennie zakrzywionych podali
natomiast de Garcia Maia i Lima [37]. Rozwiazanie to wyrazone jest w czasie

konforemnym za pomoca funkcji hipergeometrycznych dla dowolnej wartoséci wy-
2(2k+1)
3(2k—1)°
fizycznie interesujacych przypadkéw warunek ten w szczegdlnosci nie zachodzi

kladnika adiabaty plynu spelniajacej warunek v # gdzie k € Z (sposrdd
dla materii sztywnej). Dla modeli z niezerowa stala kosmologiczna, przestrzennie
ptaskich znane jest tylko jedno rozwiazanie szczegélne dla materii pylowej, ktére
znalezli Perjés et al. [140]. W przypadku tym dokonali oni uprzedniego przeksztal-
cenia réwnania rézniczkowego, przyjmujac za zmienng niezalezna czynnik skali,
a nastepnie w celu znalezienia rozwiazania wykorzystali algorytm Kovacica [100].
Dla modeli przestrzennie zakrzywionych szczegdlne rozwiazanie w przypadku
strun kosmicznych znalezli Fabris i Gongalves [52, 53]. Ich rozwigzanie w czasie
konforemnym przedstawione jest poprzez funkcje hipergeometryczne. Nalezy jed-
nak tutaj dodaé, ze w istocie rozwigzanie to daje sie wyprowadzi¢ z rozwiazania
de Garcia Maii i Limy [37], bowiem na poziomie réwnania Friedmanna i réwnania
ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych materia w postaci strun kosmicznych

jest nieodréznialna od krzywizny przestrzeni.
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Dla modeli Friedmanna-Lemaitre’a wypelnionych mieszanina nieoddzialuja-
cych ptynéw o liniowym, barotropowym réwnaniu stanu znanych jest zaledwie
kilka szczegblnych rozwiazan rownania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych.
Dla modeli bez stalej kosmologicznej, przestrzennie plaskich rozwiagzanie szcze-
gbélne w przypadku mieszaniny materii pytowej i promienistej znalezli Koranda
i Allen [98]. Przyjmujac za zmienna niezalezna odpowiednio dobrana funkeje
czynnika skali, uzyskali oni rozwiazanie wyrazone poprzez funkcje sferoidalne.
Dla modeli zakrzywionych natomiast trzy szczegdlne rozwiazania w przypad-
ku mieszaniny strun kosmicznych z kolejno pytem, promieniowaniem i materia
sztywna znalezli Fabris i Gongalves [52, 53]. Swoje rozwigzania otrzymali w czasie
konforemnym, w przypadku pylu i materii sztywnej za pomoca funkcji hiper-
geometrycznych, a w przypadku promieniowania — funkcji hiperbolicznych.
Rozwiazania dla pytu i promieniowania nie sa jednak zupelnie nowe, gdyz z po-
woddéw identycznych jak przy poprzednio wspomnianym rozwiazaniu Fabrisa
i Gongalvesa daja sie one wywies¢ z ogdlnego rozwiazania de Garcia Maii i Limy
[37].

Na marginesie tego zestawienia warto odnotowaé prace Forda i Parkera [55],
w ktorej autorzy podali rozwigzanie réwnania ewolucji pierwotnych fal grawi-
tacyjnych dla modeli bez statej kosmologicznej, przestrzennie zakrzywionych
przy zalozeniu, ze czynnik skali jest potegowa funkcja czasu wspdlporuszajacego
sie.! Tymczasem trzeba zauwazy¢, ze nie istnieja modele bez statej kosmologicz-
nej, zakrzywione przestrzennie, wypelnione ptynem o liniowym, barotropowym
rownaniu stanu, dla ktérych czynnik skali spelnialby owy warunek. Stad fizycz-
ne zastosowania takiego rozwiazania sa w oczywisty sposéb dos$¢ ograniczone.
Przyklad ten pokazuje, ze rownanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych nie

powinno by¢ rozwiazywane w oderwaniu od rownania Friedmanna.

3.2 Zamiana zmiennej niezaleznej

Réwnanie opisujace ewolucje pierwotnych fal grawitacyjnych (2.61) jest jed-
norodnym, linfowym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, drugiego rzedu.
W réwnaniu tym zmienna niezalezng jest czas konforemny. Samo réwnanie zalezy
jednak od czasu konforemnego tylko posrednio, poprzez czynnik skali. Stwarza to
mozliwos¢ dogodniejszego wyboru zmiennej niezaleznej poprzez przejécie w niej
7z czasu konforemnego na znormalizowany czynnik skali. W tym celu wprowadza-

my nastepujace funkcje czasu konforemnego zwyczajowo wykorzystywane przy

1Czas wspélporuszajacy sie jest taka wspélrzedna czasows, przy ktérej sktadowe czasowo-

przestrzenne metryki znikaja, a jej skladowa czasowa wynosi —1.
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analizie modeli Friedmanna-Lemaitre’a

H=c—, —H, r = —a, 3.1
a2 HO ap ( )
gdzie H jest parametrem Hubble’a, Hy jego wartoscia w chwili obecnej, h
nazywamy znormalizowanym parametrem Hubble’a, ag jest obecna wartoscia
czynnika skali, a £ nazywamy znormalizowanym czynnikiem skali.? Ponadto
wprowadzamy nowe stale bezwymiarowe

4c%(Q — 2K) 2K 2\

@ ) K agHgv A SHgv

3.2
a3 (3.2)

gdzie {2y nazywamy obecna wartosciag parametru gestosci energii statej kosmo-
logicznej, 2k obecna wartodcia parametru gestosci energii stalej krzywizny,
a przez o bedziemy oznaczaé obecna wartosé parametru falowego.? Zauwazmy,
ze wielko$¢ o w zaleznosci od obecnej wartos$ci parametru gestosci energii statej

krzywizny moze przyjmowaé wartoséci z nastepujacych zbiorow

(4QK7 00)7 gdy QK > 07
ac€ (07 00)7 gdy QK = 07 (33)
{74(77,271)91(2 3<77JEN}, gdy Qg < 0.

Stosujac powyzsze podstawienia, przeksztalcamy réwnanie ewolucji amplitudy
(2.61) do postaci

4h2 /

4t h? " 4 2(x*h?) '’ — <2M - oc)u =0, (3.4)

gdzie prim oznacza pochodna wzgledem znormalizowanego czynnika skali. Dla

przypadkéw przestrzeni hiperbolicznych lub sferycznych (2x # 0) wygodnie

bedzie dodatkowo zdefiniowaé bezwymiarowa wielkosé N nazywang liczba falowa?*

«
N2=1-— 3.5
o (3.5)

ktéra moze przyjmowaé nastepujace wartosci
Z(Oa OO), gdy QK > Oa

N € (3.6)
{n:3<neN}, gdy Qx <0.

20znaczajac chwilg obecna przez ng, mamy ag = a|n=n, oraz Ho = H|p=n,.

3W ogélnoéci parametry gestoéci energii i parametr falowy definiuje sie jako funkcje czasu
kosmicznego, wigc oznaczeniom ich obecnych wartosci nalezatoby przypisa¢ indeks 0. Nie
czynimy tego ze wzgledu na lepsza przejrzysto$é¢ formut.

4Poréwnanie formut (2.69) i (3.5) pokazuje, ze w istocie k = N. Nie bedziemy jednak

uzgadniaé tych oznaczen.
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Nalezy zwroci¢ uwage, ze przeprowadzona powyzej zamiana zmiennej nieza-
leznej w réwnaniu ewolucji amplitudy jest ogélna w tym sensie, ze nie ogranicza
sie tylko do przypadkéw, w ktorych czynnik skali jest monotoniczna funkcja
czasu. Pozwala ona na bezposrednie wykorzystanie zwiazku pomiedzy parame-
trem Hubble’a a czynnikiem skali w modelu tla. Zwiazek ten mozna uzyskacé

z rOwnania Friedmanna, ktére opisuje ewolucje czynnika skali w czasie

A
a® — Seat — Sat + Ka? = 0. (3.7

3 3
Zastosowanie do réwnania Friedmanna wspomnianych wyzej podstawien daje

relacje
B = S Oy 4 g (3.8)
= ——€ —_. .
3H? AT 2

Po jej wstawieniu do réwnania ewolucji amplitudy (3.4) uzyskujemy je w naste-

pujacej formie

43:2(627%@%24_9 .I‘2—|—QK)MH+2(C27K(E$4)/+4Q $3+QQKJ?>’U/
3H? A 3H2 A
Ak (ext)
~(25E 8022 + 40K — ) —0. (3.9
( 3H§ - + 32" + 4 —a ) (3.9)

Dla ogdélnych modeli kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a nie ma bezpo-
$redniego zwiazku pomiedzy gestodcia energii ptynu a czynnikiem skali. Sa one

natomiast zwigzane wspdélnie z ciSnieniem plynu poprzez réwnanie cigglosci
1.
P+ea+ gEa =0. (3.10)

Réwnanie ciggloéci moze postuzy¢ do wyprowadzenia zwiazku pomiedzy gestoscia
energii a czynnikiem skali, jesli zostanie ustalony zwiazek pomiedzy ci$nieniem
a gestoscia energii plynu, na przyklad poprzez réwnanie stanu. Oczywiscie wybor
réwnania stanu nieuchronnie bedzie wiazal sie z zawezeniem ogdlnosci modelu
tla. W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé szczegdlne modele Friedmanna—
Lemaitre’a z plynem barotropowym o liniowym réwnaniu stanu. W ponizszym
wyprowadzeniu beda jednak ujete takze ogdlniejsze modele wypelnione mieszani-
na nieoddzialujacych plynéw kosmicznych o liniowym, barotropowym réwnaniu
stanu. Tego rodzaju modele stanowia podstawe standardowego modelu kosmo-
logicznego i w ich ramach interpretuje si¢ wspdlczesne obserwacje o znaczeniu
kosmologicznym.

Zakladamy wiec, ze ciSnienie i gesto$¢ energii ptynu w modelu tla sa sumami
cisnienl p; 1 gestosci energii €; poszczegdlnych plynéw wchodzacych w sklad

mieszaniny, numerowanych indeksem j

p=)_pp €=) & (3.11)
j i



38

Ponadto zakladamy, ze poszczegdlne plyny skladowe nie oddzialuja ze soba
(méwiac $cidlej, oddzialuja jedynie grawitacyjnie) i dla kazdego z nich z osobna
spelnione jest rownanie ciaglosci postaci
1.
@y+Qm+§@a=Q (3.12)

oraz ze kazdy z plynéw posiada liniowe, barotropowe réwnanie stanu postaci

p; = (v — Vg, (3.13)

gdzie stala 7, poprzez analogie termodynamiczng nazywamy wykladnikiem
adiabaty j-tego ptynu. Wielkos¢ «; jest parametrem ciggltym, przy czym niektére
jej szczegblne wartosci odpowiadaja fizycznie wyréznionym rodzajom plynéw,
ktérymi sa:

e prézmia lub stata kosmologiczna (y = 0),

e $ciany domenowe (y = 1),

e struny kosmiczne lub stala krzywizny (y = 2),
e pyl lub materia bezci$nieniowa (v = 1),

e promieniowanie lub materia ultrarelatywistyczna (v = %),

e materia ultralekka (y = %),

e materia sztywna (v = 2).
Scatkowanie warunku cigglosci przy zakladanym réwnaniu stanu dla poszczegdl-
nych plynéw prowadzi do zwiazku
€ = on.ifi&ﬁ, (3.14)
gdzie €y ; jest obecng wartoscia gestosci energii j-tego ptynu. Zwiazek ten pozwala
wprowadzi¢ nowa staly bezwymiarows €);

2 KEQ
Q; = J 3.15
J 3 Hg ? ( )

nazywang obecna wartoscig parametru gestosci energii j-tego ptynu i w konse-
kwencji przepisa¢ réwnanie Friedmanna (3.8) do postaci
1
h? =) Qa1 + Qp + Qx —. 3.16
Z ' + Q7 + K3 ( )
J
Zauwazmy, ze réwnanie to, wziete w chwili obecnej, implikuje staly zwiazek

pomiedzy obecnymi wartosciami parametréow gestosci

D+ 0k +Q =1 (3.17)
J
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Przy poczynionych zalozeniach réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawita-
cyjnych w modelach kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a (3.9) dla modeli
wypelnionych mieszaning nieoddziatujacych plynéw barotropowych o liniowym

rownaniu stanu przyjmuje postaé
Az? (Z ij2*3w L Qu + QK) "
J

+ 20304 = 37,)Q52% % + 40?4 20 )

J
- (2 3 (4 - 3y;)Q2% 30 4 8Q0a” + 405 — a)u —0. (3.18)

J

W takiej formie rownanie to jest bardzo ogbélnym réwnaniem rézniczkowym, za co
odpowiada wystepowanie wielkoéci v; w wykladnikach poteg zmiennej niezaleznej.
Widoczne jest jednak, ze w przypadkach, gdy wyrazenia 3v; beda liczbami
catkowitymi, wéweczas wspdlczynniki réwnania (3.18) stana sie wyrazeniami
wymiernymi w zmiennej niezaleznej. W takich przypadkach mozliwe bedzie
dokladne sklasyfikowanie réwnania rézniczkowego na podstawie ilosci i analizy
charakteru jego punktéw osobliwych. Teorie takiej klasyfikacji wprowadzono dla
funkcji specjalnych i zostala ona przedstawiona na przyklad w ksiazce Slavyanova
i Laya [157]. Opiera sie ona na wlasnosciach, okreslanych poprzez tak zwane
wykladniki charakterystyczne, lokalnych rozwiazan réwnania rézniczkowego
w otoczeniu jego punktéw osobliwych, ktére zaleza od rzedu osobliwodci w danym
punkcie. Streszczenie podstawowych definicji wypracowanych na potrzeby tej
klasyfikacji umiesciliémy w dodatkach (A) i (B) rozprawy.

W kolejnych podrozdziatach pracy bedziemy poszukiwaé jawnych, analitycz-
nych rozwiazan réwnania rézniczkowego (3.18) posiadajacych zamknieta forme.
Funkcje majace tego rodzaju wlasnosci nazywane sa funkcjami liouville’owskimi
[97, 156]. Sa one zbudowane ze skoriczonej liczby operacji algebraicznych, ope-
racji brania funkcji pierwotnej z wyrazen algebraicznych oraz operacji brania
eksponenty z calek wyrazen algebraicznych. Do klasy funkcji liouville’owskich
naleza miedzy innymi funkcje wykladnicze, trygonometryczne i hiperboliczne, ich
funkcje odwrotne, czyli funkcje logarytmiczne, cyklometryczne i area, a takze cal-
ki eliptyczne. Podstawowsa zaleta rozwiazan zapisanych w formie liouville’owskiej
jest ich jawnos$¢ i waznos¢ w calej dziedzinie réwnania rézniczkowego. Z tym
wigze sie mozliwosé bezposredniego wgladu w globalne analityczne wtasciwosci
rozwigzan oraz perspektywa bezproblemowej manipulacji takimi rozwiazaniami.
O réwnaniach rézniczkowych posiadajacych rozwiazania liouville’owskie méowi
sie, ze sg calkowalne przez kwadratury, natomiast o réwnaniach, ktére takich

rozwiazan nie posiadaja, ze sa niecatkowalne. Liouville’owskich rozwiazan réw-
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nania ewolucji amplitudy (3.18) dla fizycznie wyréznionych wartosci wykladnika
adiabaty bedziemy poszukiwac, postugujac sie klasyczng metoda pochodzaca od

Hermite’a 1 Darboux.

3.3 Ansatz Hermite’a—Darboux

W tej czesci przedstawimy metode poszukiwania liouville’owskich rozwiazan
jednorodnych, liniowych, zwyczajnych rownan rézniczkowych drugiego rzedu,
posiadajacych wymierne wspolczynniki w zmiennej niezaleznej, zaproponowanag,
przez Hermite’a i Darboux. Jej najwczesniejsze opisy pojawiaja sie w wykladach
Hermite’a z lat 1872-1873 [184, 158] w kontekécie badan réwnania Lamégo.
Pierwsze powazne jej zastosowanie zostalo przedstawione przez Darboux [34]
przy okazji poszukiwan rozwigzan pewnego szczegdlnego rownania Heunego.
O fakcie tym przypomnial Valent w pracy [181]. Dalej metode te rozwineli
Lindemann [107] i Stieltjes [164, 165], wykorzystujac ja do analizy rozwiazan
ogblnego rownania Mathieu. Ich wyniki zostaly podsumowane w ksiazce Whitta-
kera i Watsona [184]. Metoda ta réwniez wspélczesnie znalazla zastosowanie do
réwnania Lamégo na przyktad w pracach Greene’a et al. [71] oraz Maslova i Sha-
galova [116], lub takze do ogdlniejszego réwnania Hilla w pracy Koutvitsky’ego
i Maslova [99].

Tutaj odpowiednio zaadaptujemy metode Hermite’a—Darboux na potrzeby
rozwazanego réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych. W tym miejscu
warto zaznaczy¢, ze nadal prowadzone sa prace nad glebszym zrozumieniem
i uzasadnieniem metody Hermite’a-Darboux. Jest to wazne, poniewaz metoda ta
jest dos¢ szeroko stosowana w wielorakich zagadnieniach praktycznych, zwlaszcza
w fizyce, a o jej uzytecznosci swiadczy jej niewatpliwa skutecznosé. Temat ten
jest rozwijany miedzy innymi przez Smirnova [159, 160] i Takemure [168, 169],
wciaz jednak wymaga dalszych wnikliwych badan.

Stosujac podejscie Hermite’a—Darboux, postulujemy, Ze rozwigzania réwnania

ewolucji amplitudy (3.4) daja sie przedstawi¢ w formie
uw= Av + Bv*, (3.19)

gdzie gwiazdka oznacza sprzezenie zespolone, A i B sa dowolnymi stalymi
zespolonymi oraz
x
VB dy)
v=evgexp|—i— [ == |, (3.20)
( 2 ) fg
1
gdzie zmienne f i g sa rzeczywistymi funkcjami znormalizowanego czynnika

skali, a e i 8 sa stalymi, przy czym S jest rzeczywista i dodatnia. Catkowanie
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w obecnej w ansatzu calce przebiega po znormalizowanym czynniku skali. Wybor
dolnej granicy catkowania nalezy do konwencji i tutaj ustalamy ja tak, aby catka
zerowata si¢ dla z = 1.

Po wstawieniu ansatzu (3.20) do réwnania (3.4) otrzymujemy pewne zespo-
lone réwnanie rézniczkowe. Obie jego czesci, rzeczywista i urojona, musza by¢
spelnione niezaleznie, poniewaz zaktadamy, ze obie nowo wprowadzone zmienne
w (3.20) sa rzeczywiste, a 8 > 0. Czes¢ urojona tego réwnania daje nastepujace

proste rownanie na zmienna f

f=0, (3.21)

ktorego rozwiazaniem jest
f=ah, (3.22)

przy czym zalozylidmy, ze f|,—1 = 1. Zauwazmy, ze w zwiazku z tym dla elementu

catkowania w (3.20) zachodzi

dx dx agHy
= = d 3.23
f x2h c 4 (3.23)

co oznacza, ze efektywnie wielko$é % jest catkowana po bezwymiarowym czasie
konforemnym. Jest to charakterystyczna cecha metody Hermite’a—Darboux,
ze efektywna zmienna calkowania w ansatzu (3.20) jest ta zmienna niezalezna,
w ktérej réwnanie rézniczkowe dla rozwazanej zmiennej zaleznej przyjmuje postaé
normalng (bez pierwszej pochodnej).

Cze$¢ rzeczywista wspomnianego réwnania zespolonego mozemy z kolei zapi-

sa¢ w formie

(;L‘4h2)/ B

B = 22*h%gg" — z*h2g™ + (z*h?) gg’ — (2 0[)927 (3.24)

gdzie wykorzystaliSmy juz znajomos¢ postaci zmiennej f. Jest to w istocie formula,
za pomoca ktérej przy znajomodci zmiennej g mozliwe jest wyliczenie stalej 5.
Roéwnanie rézniczkowe dla samej zmiennej g uzyskujemy ze zrézniczkowania

powyzszej formutly

4h2 /
20 02" + 3(x h2) " + ((x4h2)” _ 4(55 ) i 2a)g’
S YN (z*n?) _
2x<(:c B — )g—O. (3.25)

Za zmienna g mozna przyja¢ dowolne rozwiazanie powyzszego rownania. Znale-
zienie jednego z nich jest réwnoznaczne z rozwigzaniem réwnania wyjsciowego
(3.4). Z oczywistych wzgledéw réwnanie rézniczkowe (3.25) jest trudniejsze od

oryginalnego i nie istnieje ogdlny przepis znajdowania jego rozwiazan. Znany
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jest jednak fakt, ze dla wielu interesujacych klas rownan rézniczkowych dru-
giego rzedu rozwiazania tego rownania maja posta¢ wymierna. Tutaj bedziemy
ich poszukiwaé¢ dla konkretnych modeli kosmologicznych metoda Frobeniusa
w postaci szeregéw Laurenta, jesli okaze sie to mozliwe, skonczonych. Rzecza
warta uwagi jest, ze uzyskane zwyczajne rownanie rézniczkowe trzeciego rzedu
dla zmiennej g jest liniowe i jednorodne. Wynika to z wlasnosci samego an-
satzu Hermite’a—Darboux i nie zalezy od szczeg6low rozwazanego wyjsciowego
réwnania rézniczkowego drugiego rzedu.

Stala e nie jest istotna przy poszukiwaniu samych rozwigzan, wprowadzamy
ja jednak, aby méc ujednolici¢ rozwiazania znalezione. Czynimy to poprzez

narzucenie na rozwiazania nastepujacego warunku normalizacyjnego
vt — o =2ivV—(Q — 2K). (3.26)

Warunek ten implikuje, ze (znak wybieramy tak, by e byto dodatnie)

e= (g) (3.27)

i jest jednoznaczny w tym sensie, ze nie zalezy od wyboru stalej multiplikatywnej

przy zmiennej g.

3.4 Rozwigzania ré6wnania ewolucji amplitudy

W tej czesci przedstawimy nowo znalezione liouville’owskie rozwiazania réw-
nania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych w modelach kosmologicznych
Friedmanna—Lemaitre’a (3.18) i szczegélowo oméwimy metody ich wyprowadze-
nia. Beda to rozwiazania dla wybranych szczegélnych modeli z obecna stala
kosmologiczna i krzywizna przestrzenna, wypelnionych pojedynczym, barotropo-
wym plynem kosmicznym o liniowym réwnaniu stanu. W miare koniecznosci, gdy
ogllne rozwiazania nie beda istniaty, bedziemy réowniez rozpatrywacé zawezone
podprzypadki tych modeli. Rozwazymy plyny najbardziej interesujace z fizyczne-
go punktu widzenia, ktore zostaly wyszczegdlnione na przedstawionej wczedniej
lidcie, czyli pyt, promieniowanie, Sciany domenowe, materie ultralekka i mate-
rie sztywna. Nie bedziemy osobno rozpatrywaé¢ prézni ani strun kosmicznych,
bowiem w réwnaniu rézniczkowym (3.18), dzigki uprzedniemu wprowadzeniu
parametru falowego «, sa one wtasciwie nieodréznialne od odpowiednio statej
kosmologicznej i statej krzywizny. Zwracamy uwage, ze w obliczeniach konse-
kwentnie postugujemy si¢ bezwymiarowymi parametrami gestosci energii, ktére
moga by¢ bezpoérednio wyznaczane dzigki obserwacjom astronomicznym. Wszyst-
kie podane w tym podrozdziale rozwigzania liouville’owskie sa nowe, nieznane

wcezesniej w literaturze.
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3.4.1 Modele wypelnione pytem

Dla modeli ze stata kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypetnionych

pytem (y = 1), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje nastepujaca forme
1 1
h? = Q) + Qx— + Qu—;, Qr =1-Qp — Qq, (3.28)
x x

gdzie przez )y oznaczamy obecna wartos¢ parametru gestosci energii pytu.
Stad réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli

przyjmuje postaé

22 (QAxS + Qgz+ Qq)p" + 296(49,\363 +2Qgx + Qq) 1/
— (8Q2% — (a — 40k )z + 2Q4)p = 0. (3.29)

Réwnanie to posiada pie¢ punktéw osobliwych (w tym jeden w nieskoniczonodci),
z ktérych wszystkie sg regularne, nalezy wobec tego do réwnan rézniczkowych
klasy Fuchsa. Rownania rézniczkowe posiadajace pieé¢ regularnych punktéow
osobliwych byly analizowane miedzy innymi przez Crowsona [30]. Ogdlne warunki

calkowalnosci dla tego typu réwnan nie sg znane w literaturze.

Tabela 3.1: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.29). Oznaczono vo =

1 1 1

103 3 403 3 403 3
(\/Hmfszg“) ‘( 1+mf93‘1> 1”1—(\/1+zm§‘n3+1> +
403
( 1+27QAI§251>

ol

W=

punkt osobliwy rzad | wykladniki charakterystyczne
0 1 {1, -1}
~ () w0 1 {40}
%( A)? 0 +iv3u) | 1 1,0}
L) o —ivBu) | 1 1.0}
00 1 {2, -1}

Roéwnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a—Darboux dla

rozwiazan réwnania (3.29) przyjmuje postaé

2% (Qa2® + Qg + Qa)g" + 322 (4QA333 +2Qkx + Qa)g”
—22(2Qx2° — (o — 30k )z + 2Q4) g’ — 2(8Qn2° — Qq)g = 0. (3.30)

Jak pamietamy, potrzebujemy znalezé¢ jedno nietrywialne rozwiazanie powyzszego

réwnania. Poszukujemy go metoda Frobeniusa, zaktadajac, ze w otoczeniu
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pewnego punktu xy ma ono postaé szeregu potegowego

9= ({E - ir())s Z Cs,n(m - xO)ny (331)
n=0

gdzie wspoétczynniki szeregu ¢, oraz wyktadnik s sg statymi. Tutaj bedziemy
rozpatrywaé punkt xg = 0, ktéry jest regularnym punktem osobliwym réwnania
(3.29). Po podstawieniu tego zalozenia do réwnania rézniczkowego uzyskujemy

trzy dopuszczalne wartosci, jakie moze przyjmowaé wyktadnik pomocniczy s

1
se {2, ) 71}, (3.32)
stad do dyspozycji bedziemy mieli trzy szeregi. Ponadto otrzymujemy nastepujaca
relacje rekurencyjna dla wspélczynnikéw szeregu
_2s(a+ (s —2)(s +2)Q)
5,1 = 5,0 3.33
LT T o5+ 2) (25 + 1)Qg 0 (3:33a)
23+ D(a+(s—1)(s+3)Qk)
5,2 = 5,15 3.33b
€s,2 s(s+3)(2s + 3)Qq Co.l ( )
2n+s—1D(a+(n+s—=3)(n+s+ 1)QK)C
(n+s—2)(n+s+1)(2n+2s—1)Qy smt
_ 2(n+s—=5)Q .
(2n+2s —1)Qy ~"%

cs,n -

(3.33¢)

ktora jest zdefiniowana dla
n=23 A (n+s—2)(n+s+1)(2n+2s—1)#0.

Wspélczynnik ¢, o mnozy wszystkie pozostate wspdtczynniki i zakladamy o nim
jedynie, ze jest niezerowy. W tym miejscu przyjrzymy sie blizej relacji rekuren-
cyjnej, aby sprawdzié, czy mozliwe jest urwanie przynajmniej jednego z tych
szeregéw 1 uzyskanie rozwiazania w zamknietej formie. Widoczne jest, ze ograni-
czenia na dziedzine relacji rekurencyjnej powoduja, ze jeden ze wspolczynnikow,
mianowicie c_; 3, pozostaje nieokreslony. Szereg dla wyktadnika s = —1 posiada
takze inne ciekawe wiasno$ci. Po pierwsze wspdtczynnik c_q 2 tozsamosciowo
znika. Po drugie wspélczynnik c_; ¢ zalezy jedynie od wspétczynnika c_; 4. Te
dwa fakty sprawiaja, ze wszystkie wspélczynniki poczawszy od c_1 5 efektywnie
sa wielokrotno$cia wspoétczynnika c_; 4. Ten z kolei zalezy od wspéiczynnika

c—1,1 1 nieokreslonego c_; 3. Wybierajac

€-13 = wc—l,o, (3.34)
zerujemy wspOtczynnik c_j 4 i wszystkie nastepne, urywajac w ten sposéb szereg
dla wykladnika s = —1. Wobec tego za rozwiazanie réwnania (3.30) mozemy
przyjac

1
g =40 (a — 3Qk)2? + a(a — 3Qk) + Qaar—. (3.35)
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Nastepnie, korzystajac z formuly (3.24), wyliczamy stala 8 wystepujaca w an-

satzu Hermite’a—Darboux
B =ala—40k) (a(a — 3Qk)? + 27Q,03). (3.36)

Widoczne jest, ze w zaleznosci od wartosci poszczegdlnych parametréw znak statej
B moze si¢ zmieniaé¢. Dla 3 < 0 rozwiazanie oscylacyjne® w postaci Hermite’a—
Darboux formalnie nie bedzie obowiazywaé. Analiza wyrazenia (3.36) pokazuje,
ze generalnie f < 0 moze wystapi¢ dla modeli, dla ktérych Q) < 01 Qg =
0. Dla takich modeli istnieje minimalna obecna warto$¢ parametru falowego,
ponizej ktorej propagacja swobodnych zaburzen tensorowych jest niedozwolona.
Dla pozostalych modeli, w szczegdlnosci dla fizycznie interesujacych modeli
7z obecnymi warto$ciami parametréw gestosci energii z zakresu (24, Q4) € (0, 1) x
(0, 1), dla kazdej dozwolonej obecnej wartosci parametru falowego zachodzi 5 > 0.
Rozwiazanie réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.29) przyjmuje

wowczas postaé

B VAQu (@ — 3Qk)22 + o — 3Qk) + Qqal
Vi —4Qx) (a(a — 3Qk)? + 27Q,Q2)

N i r \/a(a—4QK)(a(a—SQK)2+27QAQi)ydy
ol ] )

a—30k)y? + ala — 3QKk)y + Qda)\/y(QAy3 + Qry + Q)
(3.37)

Obecna w rozwigzaniu catke mozna wyrazi¢ jawnie za pomocg catek eliptycznych.

Zostalo to przedstawione w podrozdziale (3.5.1) pracy.

3.4.2 Modele wypelnione promieniowaniem

Dla modeli ze stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypetnionych
promieniowaniem (y = %), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje nastepujaca
forme

1 1

hQZQA—I—QK?—I—QTj, QD =1-—0Qx — Q,, (338)
x i

gdzie przez (), oznaczamy obecng warto$¢ parametru gestosci energii promienio-
wania. Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli

przyjmuje postac

A(Qpxt + Qra® + Q. )y + 42 (2Q02° + Q) i/
— (8Q2® — (o —4Qk))pu = 0. (3.39)

5Poprzez funkcje oscylacyjna na zadanej krzywej bedziemy rozumieé funkcje, ktéra na tej

krzywej posiada nieskoniczenie wiele punktéw zerowych [157].
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Réwnanie to nalezy do réwnan rézniczkowych klasy Fuchsa z piecioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.2: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.39). Oznaczono vo =

19574 ; —
VI- e o=y e

punkt osobliwy | rzad | wykltadniki charakterystyczne
(4Q’A)11(v°+wl) 1 {10}
_(4 A)f(vo—wl) 1 {%,0}
() o i) | 1 (3.0}
(3e5) * (o —ivy) | 1 {3 0}
00 1 {2, -1}

Rownanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a—Darboux dla

rozwigzan réwnania (3.39) przyjmuje postaé

(QAa:4 + Qg+ Qr)g’” + 3x(ZQAx2 + QK)g"
— (2027 — (o — 3Qk)) g’ — 8 2g = 0. (3.40)

Rozwiazania powyzszego réwnania tak jak poprzednio poszukujemy metoda
Frobeniusa, zakladajac, ze ma ono postaé szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu
punktu zg = 0, ktéry jest punktem zwyczajnym réwnania (3.39). W wyniku wsta-
wienia tego szeregu do rownania rézniczkowego otrzymujemy trzy dopuszczalne

wartoéci dla wyktadnika szeregu s

c {2, 1, 0}, (3.41)

przy ktorych poczatkowe wspolczynniki szeregu oraz relacja rekurencyjna przyj-

muja nastepujaca forme

c2,1 =0, (3.42a)
o a— 30
C22 = “ 100, 2,0 Cl2 = —TTKCL(L (3.42Db)
a+(s—1)(s+3)Qxk
53 = — ) 3.42
o8 s+2)(s+3)0 (8.42¢)

a4 (n+s—4)n+ )%

Csp = — (n + 5 — 1)(n—|— S)Qr Com=2 (3 42d)
_(nts—6)(n+s-3)% |
(s =2 nra=1)0, "

gdzie dziedzing relacji rekurencyjnej jest zbior

nz4 N (n+s—2)n+s—1)(n+s)#0.
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Nieokreslone pozostaja wspoélczynniki: ¢z o, koniecznie niezerowy, ¢i 01 ¢1,1, z kt6-
rych co najmniej jeden jest niezerowy, oraz co 0, co,1 1 co,2, z ktérych réwniez
przynajmniej jeden jest niezerowy. Z postaci relacji rekurencyjnej widoczne jest,
ze wspolczynniki parzyste i nieparzyste w szeregach sa od siebie niezalezne.
Z punktu widzenia mozliwosci urwania szeregu interesujacy jest wiec jedynie
szereg dla wykladnika s = 0. Dla tego szeregu kazdy parzysty wspolczynnik
poczawszy od coe zalezy efektywnie tylko od wspoéteczynnika cg 4. Aby uzy-
skac¢ z niego skofczony szereg, nalezy wyzerowaé wspoétczynnik cg 4 1 wszystkie
wspoélczynniki nieparzyste, wybierajac

40
00’2 = TACQO? 0071 = 0 (343)

W ten sposéb otrzymujemy jedno z rozwiazan réwnania (3.40)
g =40x2% + . (3.44)

Dla naszych celow wynik ten jest jednak wystarczajacy. Jest rzecza interesujaca,
ze uzyskane rozwiazanie nie zalezy ani od parametru Qg , ani ,.. Stala 8

wyliczamy na podstawie formuly (3.24), otrzymujac
B = a(ala —4Qk) + 16Q2,9Q,). (3.45)

Dla modeli z 2y <01 Qg =~ 01ub Q, <0i Qx ~ 0 dla pewnych obecnych war-
toéci parametru falowego moze wystapi¢ § < 0. Wowczas rozwigzanie réwnania
ewolucji amplitudy traci swoj oscylacyjny charakter i propagacja zaburzen jest
niemozliwa. Dla pozostalych modeli, w szczegdlnosci dla modeli z zakresem obec-
nych wartoéci parametréw gestosci energii (2., Q4) € (0, 1) x (0, 1), dla kazdej
dozwolonej obecnej wartosci parametru falowego zachodzi f > 0 i rozwiazanie

réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.39) przyjmuje postaé

VAQpz? + o
Va(a —4Qk) + 162, 9,

X exp (— \/a(a(a — 40k ) +16Q2,Q,.) dy
2 (4 + )Vt + Qx? + Q.

). (3.46)

Obecna w rozwiazaniu catka zostala wyrazona za pomoca calek eliptycznych
w podrozdziale (3.5.2) pracy.

Jak zauwazyliSémy, relacja rekurencyjna (3.42) zawiera w sobie dwie wza-
jemnie rozlaczne serie, jedna obejmujaca wyrazy parzyste i druga z wyrazami
nieparzystymi. Dzieje sie tak, poniewaz dla réwnania rézniczkowego (3.39) istnie-
je kwadratowa transformacja zmiennej niezaleznej upraszczajaca forme rownania.

Co wiecej okazuje sig, ze przeksztalcenie zmiennych postaci

Qx 9

o 1
QQlelx , w=2z"f, a € {5, O}, (3.47)

z=-
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gdzie pomocnicze stale wynosza

40,0,
a2

40,0,
a2

w; =14 /1 wog=1—4/1 (3.48)
a f jest funkcja zmiennej z, obniza liczbe punktéw osobliwych tego réwnania
z pieciu do czterech i sprowadza je do réwnania rézniczkowego klasy Heunego.

Stad w tym przypadku rozwiazania réwnania (3.39) mozemy zapisaé nastepujaco

3 3 1 1—N2 w1 QK
= Az H (7707 5 50 5 7) - 2)
=208 9% 909 Touy wel 20,
111 N2_w1‘
2’2727 2’[00’11)0

+ BH, (17 wle), (3.49)

Ok
2Q,
gdzie wielko$é N, zwana liczba falowa, dana jest formula (3.5), a A i B sa
dowolnymi stalymi zespolonymi. Funkcja Hy(a, b, ¢, d; ¢; o] z) jest ogdlna funkcja
Heunego, ktéra jest zdefiniowana jako rozwiazanie réwnania rézniczkowego

Heunego

dzHg+(c d n e )ng+ abz — q

dz? F dz 2(z—=1)(z — o)

H, =0 3.50
z z—1 z-—o & ’ ( )

gdzie e = 1+ a + b — ¢ — d, ktére odpowiada zerujacemu sie wykladnikowi
Frobeniusa w regularnym punkcie osobliwym z = 0 [158]. Ogélne warunki
catkowalnosci réwnania Heunego nie zostaly do tej pory zupelnie poznane.
Ostatnie, niepelne wyniki na ten temat mozna znalezé w pracy Duval i Loday-
Richaud [43]. Rozpatrzony tutaj przypadek okazuje sie by¢ jednym z tych, dla

ktorych réwnanie Heunego posiada rozwiazania liouville’owskie.

3.4.3 Modele wypelnione scianami domenowymi

Dla modeli ze stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypetnionych
Scianami domenowymi (y = #), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje nastepu-
jaca forme

1

o
2

h2:QA+Qw%+QK Qe =1—Qp — Q, (3.51)

gdzie przez {2, oznaczamy obecng wartos¢ parametru gestosci energii Scian
domenowych. Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych

modeli przyjmuje postaé

42 (QAx2 + Qux + QK),u” + 2x(4QAx2 + 3Qux + 2QK),u’
— (82 2% + 6Qx — (o — 4Qk))p = 0. (3.52)
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Tabela 3.3: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.52). Oznaczono vo =

1 _ 4229k
a3,

punkt osobliwy | rzad | wykladniki charakterystyczne

0 1 {i\/ﬁ—l, —i\/ﬁ—l}

—sg=(L—wo) | 1 {3, 0}
—s=(1+wo) | 1 {30}
00 1 {2, -1}

Rownanie to nalezy do rownan rézniczkowych klasy Fuchsa z czterema regu-
larnymi punktami osobliwymi. Réwnania tego typu nazywane sa réwnaniami
rézniczkowymi klasy Heunego [157].

Réwnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a-Darboux dla

poszukiwanych rozwiazan réwnania (3.52) przyjmuje postaé

222 (QAx2 + Quz + QK )g" + 3:v(4QA:52 + 3Quz + 2Qk ) g”
—2(2Qp2% 4+ 3z — (o — 3Qk)) g’ — 2(82z + 32, )g =0. (3.53)

Rozwiazan powyzszego rownania poszukujemy metoda Frobeniusa w postaci
szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu punktu xy = 0, ktéry jest jednym
z regularnych punktéw osobliwych réwnania (3.52). Wykladnik pomocniczy s
moze przyjmowaé nastepujace dopuszczalne wartosci wyznaczajace trzy odrebne
szeregi

s € {o, 2N, —QN}, (3.54)

gdzie wielko$é N, nazywana liczba falowa, zdefiniowana dla Qg # 0, dana jest
réwnaniem (3.5). Z kolei relacja rekurencyjna, jaka otrzymujemy dla wspélczyn-

nikéw szeregu, jest nastepujaca

(s—2)(s+3)(2s+ 1)y
s+ 1)(s+1—2N)(s+1+2N)Qx
 (n+s=3)(n+s+2)(2n+25—-1)Q,
Com = 2(n+s)(in+s—2N)(n+ s+ 2N)Qk Con—1

m+s—4n+s—1)(n+s+2)Qn
(n—&—s)(n—i—s—2N)(n—|—s—|—2J\7)QKC5"”_27

Cs,05 (3.55a)

Cs1 =

(3.55b)

gdzie
nz2 A (n+s)(n+s—2N)(n+s+2N)#0.

Przypadek Qi = 0 bedziemy zmuszeni rozpatrywaé¢ osobno. Teraz natomiast

rozwazymy, czy istnieje mozliwo$¢ urwania jednego ze wspomnianych szeregéw
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przy Qi # 01 uzyskania w ten sposéb rozwiazania réwnania (3.52) w zamknietej
formie. Dla szeregu z wykladnikiem s = 0 formalnie nieokreslony pozostaje
wspotczynnik co _on, przy ustalonym —2N € N, oraz wspdtczynnik cpon, przy
ustalonym 2N € N. Nalezy zauwazy¢, ze to, ktéry wspdleczynnik w szeregu
jest nieokreslony, zalezy tutaj od parametru falowego «, ktérego fizycznie do-
puszczalne wartoéci zadane sa przez réwnanie (3.3). Warunki nieokreslonosci
wspOlczynnikow szeregu narzucane tutaj na wielko$¢ N moga by¢ potencjalnie
spetnione jedynie przy Qg < 0, kiedy to 3 < N € N.% Nieokreélono$é¢ wspétezyn-
nika ¢ 2y skutkuje jednakze redukcja relacji rekurencyjnej (3.55) dla n < 2N,
ktéra prowadzi do warunku cg o = 0. W ten sposéb wspoétczynniki poprzedzajace
wspoétezynnik cpon zeruja sie, natomiast wszystkie nastepne zaleza wytacznie
od niego. Stad urwanie szeregu z wykladnikiem s = 0 nie jest mozliwe. Dla
szeregu z wyktadnikiem s = 2NN formalnie nieokredlony pozostaje wspotczynnik
CaN,—2N, przy ustalonym —2N € N, oraz wspoélczynnik can —an, przy ustalonym
—4N € N. Ze wzgledu na ograniczenie 3 < N € N wspomniane warunki narzu-
cane na wielko$¢ N nigdy nie wystapia, stad urwanie szeregu z wykladnikiem
s = 2N réwniez nie jest mozliwe. Z kolei dla szeregu z wykladnikiem s = —2N
formalnie nieokreslony pozostaje wspélczynnik c_on 25, przy ustalonym 2V € N,
oraz wspoélczynnik c_on an, przy ustalonym 4N € N. Przy 3 < N € N poza
wspoétezynnikiem c_on,0 W szeregu moga wiec wystapi¢ dwa dodatkowe nie-
okreslone wspdélczynniki. Ich nieokreslono$é pociaga jednak za soba redukcje
relacji rekurencyjnej (3.55) do warunkéw c_onon = 01 c_an,0 = 0, ktére zeruja
wspolczynniki poprzedzajace wspétczynnik c_on an, a wspélezynniki nastepne
czynia zaleznym tylko od niego. Nie ma wiec mozliwosci urwania réwniez szeregu
z wyktadnikiem s = —2N. Podsumowujac przeprowadzona analize, nalezy stwier-
dzi¢, ze réwnanie rézniczkowe (3.52) nie posiada liouville’owskich rozwiazan
w formie Hermite’a—Darboux z funkcja g w postaci skonczonego szeregu Lauren-
ta w zmiennej z. Wynik ten znéw stanowi pewien szczegdlny wkilad w ogdlne

zagadnienie catkowalnosci réwnania Heunego [43].

Rozwigzania réwnania rézniczkowego (3.52) mozemy jedynie podaé, postugu-

jac sie funkcjami specjalnymi

1 1-N 2N Q
H=A:ENHg(2+N’—(1—N),1+2N,f;—( )3+ ).E’_ L)

2 wo ' Wo 2QK1U11‘
1 1+N)(3—-2N Quw
+BzN Hg(z—J\L —(1+N), 1-2N, = _ @+ N)( ). ﬂ‘ ——wlx),
2 wo wol 20k

6Dla Qg > 0 mamy bowiem N € (0, co).
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gdzie wprowadziliémy stale

40,0 [ 40,0
wy =1+ 1—%, wo=1- 1—%, (3.57)

oraz funkcja Hy jest ogdlna funkcja Heunego (3.50), liczba falowa N zdefiniowana

jest réwnaniem (3.5), a A i B sa pewnymi stalymi zespolonymi.

Przypadek bez krzywizny przestrzennej

Dla modeli ze stala kosmologiczna, bez krzywizny przestrzennej (Qx = 0),
wypelionych $cianami domenowymi (y = %), réwnanie Friedmanna (3.16)
przyjmuje forme

hQ:QA+Qw§, Qp =1—Q. (3.58)

Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych dla tych modeli (3.18) prayj-

muje wiec postac

423 (QAQ: + Qw)u” + 222 (4QAa: + 3Qw),u'
— (8Qp2% +6Qz —a)p =0. (3.59)

Réwnanie to posiada trzy punkty osobliwe, dwa regularne i jeden nieregularny
rozgaleziony rzedu % Nalezy ono do klasy zredukowanych, pojedynczo konflu-

entnych réwnan rézniczkowych Heunego [157].

Tabela 3.4: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.59). Dolnym indeksem
przy parach wyktadnikéow charakterystycznych w nieregularnym punkcie osobliwym

bedziemy oznaczaé ich stopien (zobacz dodatek (B)).

punkt osobliwy | rzad wyktadniki charakterystyczne
0 5100} {iy/ai. —iy/ass by
—ar 1 {3, 0}
00 1 {2, -1}

Ro6wnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a—Darboux dla

rozwigzan réwnania (3.59) przyjmuje postaé

22% (Qpz + Q) " + 32° (402 + 30) 9"
—2(2052% 4+ 3Quz — a)g’ — 2(8Qz 4+ 3Q,)g = 0. (3.60)

Sprawdzamy, czy powyzsze réwnanie posiada rozwiazania w postaci skonczonego

szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu punktu g = 0, ktéry jest nieregularnym



52

rozgalezionym punktem osobliwym rzedu % réwnania (3.59). Okazuje sie, ze

wykladnik pomocniczy s moze przyjmowaé tylko jedna dopuszczalng wartosé
s =0. (3.61)

Dla wspoélczynnikow szeregu otrzymujemy natomiast nastepujaca relacje reku-

rencyjna
30
Co,1 = Tco}o, (3.62a)
(n—=3)(n+2)(2n — 1), (n—4)(n—1)(n+2)Qp
Con = — Co,n—1 — Co,n—2;
2na na
(3.62Db)

gdzie n > 2. Wyznaczony w ten sposob szereg nie urywa sie w sposéb samoczynny,
ani nie posiada nieokreslonych wspoétczynnikéw, co réwniez nie stwarza zadnych
innych mozliwo$ci jego urwania. Uzyskujemy wiec, ze réwnanie rézniczkowe (3.59)
nie posiada liouville’owskich rozwiazan w formie Hermite’a—Darboux z funkcja g
w postaci skoniczonego szeregu Laurenta w zmiennej x.

Formalne, asymptotyczne rozwigzania réwnania rézniczkowego (3.59) w po-
blizu punktu zg = 0, ktéry jest jego rozgalezionym nieregularnym punktem
osobliwym rzedu %, mozna skonstruowaé za pomoca subnormalnych szeregow
Thomégo [157] (zobacz réwniez dodatek (B)). Podstawiajac do réwnania réz-
niczkowego zalozenie

o

s 251 2 n
w=z° exp(— xl//2 > Zana: /2, (3.63)
0

gdzie s i 81/ sa statymi nazywanymi wykladnikami Thomégo, otrzymujemy

nastepujace warunki dla wyktadnikow charakterystycznych

e e
51/2 S {Z m, —1 m}, So = 0, (364)

oraz relacje rekurencyjna dla wspétczynnikow szeregu

_ ZQAS%/Q - 3Qw

__Aasiy — 9t 3.65
ay 2Qw81/2 ao, ( a)
QAsf -Q Q
2~ Hu A
_ _ 3.65b
as 2Qw81/2 aj 4Qw aOJ ( )
. 774QA3f/2+(n—3)(n+2)Qwa 7@
n = n—1 ap—2
4an81/2 2n 2, (3 650)
_(n=5)(n+1)Q
4Ny 512 e

gdzie n > 3. Dwa liniowo niezalezne rozwiazania wyznaczone sa przez dwie

dopuszczalne wartosci wykladnika s /5.
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Przypadek bez stalej kosmologicznej

Dla modeli bez stalej kosmologicznej (254 = 0), przestrzennie zakrzywionych,

wypelionych $cianami domenowymi (y = z), réwnanie Friedmanna (3.16)

1
3
przyjmuje forme

1 1
hQ:Qw;+QKﬁ7 Qx =1 — Q. (3.66)

Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli przyj-

muje postaé

422 (Qu,z + QK),u" + Qx(Swa + QQK)M’
— (697 — (0 — 4Qk))p =0.  (3.67)

Réwnanie to posiada trzy regularne punkty osobliwe, nalezy wobec tego do klasy

réwnai rézniczkowych Gaussa [157].

Tabela 3.5: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.67).

punkt osobliwy | rzad | wyktadniki charakterystyczne
0 L | {iyfaie L iy e — 1)
1 {2, 0}

1 3, -1}

7

8

Ro6wnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a—Darboux dla

potencjalnych rozwiagzan réwnania rézniczkowego (3.67) przyjmuje postaé

222 (Quz + Q) 9" + 32 (3 + 2Qk ) g"
—2(3Quz — (o — 3Qk))g" — 6,9 =0. (3.68)

Rozwiazan powyzszego rownania poszukujemy metoda Frobeniusa w postaci
szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu punktu zy = 0, ktéry jest jednym
z regularnych punktéw osobliwych réwnania (3.67). Wykladnik pomocniczy s

moze przyjmowacé nastepujace dopuszczalne wartosci

. (0% . «
s € {07 21,/m—1, _22‘/@_1}' (3.69)

Relacja rekurencyjna, jaka otrzymujemy dla wspolczynnikow szeregu, jest naste-
pujaca

(n+s—3)(n+s+2)(2n+2s — 1),
2n+s)(a+ (n+s—2)(n+s+2)Qk)

Csn—1, (370)

Cs,n =
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gdzie mamy
nzl AN (n+s)(a+n+s—2)(n+s+2)Qk)#0.

Uzyskana relacja rekurencyjna jest jedynie dwuskladnikowa, a dany wspoétczyn-
nik w szeregu zalezy od wspélczynnika bezposrednio go poprzedzajacego. Dla
wykladnika s = 0 szereg urywa sie samoczynnie, poniewaz wspétczynnik cg 3
zeruje sie, a z nim wszystkie nastepne. Stad jednym z rozwiazan réwnania (3.68)
jest
g =902 2% + 3Q,0z + a(a — 3Qk). (3.71)
Stala 8 wyliczamy, korzystajac z formuly (3.24)
B =a*(a—4Qk)(a — 3Qk)>. (3.72)

Widoczne jest, ze niezaleznie od znaku obecnej wartoéci parametru gestosci energii
stalej krzywizny stala 8 jest dodatnia. Stad postulowane rozwigzanie w formie
Hermite’a—Darboux zawsze bedzie miato charakter oscylacyjny. Ostatecznie
rozwigzanie réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.67) mozemy

zapisa¢ w postaci

L, V92 22 4 30, az + ala — 3Qk)
Vala —4Qk) (a — 3Qk)?

X exp (—; j o Va?(a —40x) (0 —30x) dy ) (3.73)

902 42 + 3,0y + ala — 30Kk )V QY + Ok

Obecna w rozwiazaniu calka jest elementarna i wyraza sie poprzez funkcje
cyklometryczne i area. Zostala ona jawnie wyliczona w podrozdziale (3.5.3). Po-
wyzsze rozwiazanie obejmuje réwniez szczegdlny przypadek modeli wypelnionych
Scianami domenowymi, bez statej kosmologicznej i bez krzywizny przestrzenne;j.

Poniewaz w rozwazanym przypadku réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawi-
tacyjnych (3.67) nalezy klasy réwnan rézniczkowych Gaussa, jego rozwiazania

mozemy podaé, postugujac si¢ funkcja hipergeometryczna. Otrzymujemy

u:AxNGg(?’”N, —(1-N), 1+2N‘ f%x)
Qg
32N Q
-N _ _ _ v
+ B Gg< s —(1+ ), 1 QN‘ QKI), (3.74)

gdzie liczba falowa N zdefiniowana jest réwnaniem (3.5), natomiast A i B
sa dowolnymi stalymi zespolonymi. Funkcja Gg(a, b, c| z) jest ogdlng funkcja

hipergeometryczna (Gaussa), ktora jest zdefiniowana jako rozwiazanie réwnania

rézniczkowego Gaussa

d? Gg (f d )ng+ ab
dz? dz z2(z—1)

St Gy =0, (3.75)
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gdzie d = 1+ a + b — ¢, ktére odpowiada zerujacemu si¢ wykltadnikowi Frobe-
niusa w regularnym punkcie osobliwym z = 0 [33]. Zauwazmy, ze twierdzenie
Kimury [95, 120]7 dotyczace zagadnienia catkowalnosci réwnania Gaussa istotnie
przewiduje, ze wystepujace w powyzszych rozwiazaniach funkcje hipergeome-
tryczne sa liouville’owskie. Tutaj jawnie skonstruowaliSmy te rozwiazania poprzez

kwadratury.

3.4.4 Modele wypelnione materig ultralekka

Dla modeli ze stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypetnionych
materia ultralekka (y = %), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje nastepujaca

forme
1

1
hZZQA—FQKﬁ—FQuE, QD =1—0Qp — Qy, (376)

gdzie przez §2, oznaczamy obecna warto$¢ parametru gestosci energii materii
ultralekkiej. Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych

modeli przyjmuje postac

422 (QAa:5 + Qpad + Qu),u” + 2.’L‘(4QASL’5 + 20k — Qu);/
— (822° — (a — 4Qk)z* — 2, ) = 0. (3.77)

Réwnanie to nalezy do klasy réwnan rézniczkowych Fuchsa z siedmioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.6: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.77). Punkty z; (i =
1, 2, 3, 4, 5) stanowia poszczegdlne pierwiastki réwnania algebraicznego Qaz° 4 Q KT+

Q, =0.

punkt osobliwy | rzad | wykladniki charakterystyczne
0 L {1, 3}
T1,2,3,4,5 1 {%’ 0}
00 1 { 2, -1 }

Roéwnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a-Darboux dla

potencjalnych rozwiazan réwnania (3.77) przyjmuje postaé

223 (QAIS + Qpad + Qu)g'" + 322 (4QAI5 +2Qxa% — Qu)g”
— 22 (2Q2° — (a — 30k )z® — 3Q,) g' — 2(802° 4+ 3Q,)g = 0. (3.78)

"Przy tej okazji zwracamy uwage, ze definicja funkcji hipergeometrycznej uzyta w [120] jest

niekompatybilna z podanym tam twierdzeniem Kimury.
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Rozwiazan powyzszego réwnania poszukujemy metoda Frobeniusa w postaci
szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu punktu zo = 0, ktéry jest jednym
z regularnych punktéw osobliwych réwnania (3.77). Wykladnik pomocniczy s

szeregu moze przyjmowacé nastepujace dopuszczalne wartosci

3
se {2, = 1}. (3.79)
Dla wspolczynnikéw szeregu otrzymujemy natomiast nastepujaca relacje reku-
rencyjna
c21 =0, 3721 =0, (3.80a)
cs2 =0, (3.80Db)
25 (a4 (s —2)(s+2)Qk)
Cs3 = Cs.0, 3.80c
ST (s 228 8 (3:50¢)
2(s +1)(+ (s = 1)(s + 3)Qk)
5,4 = — 5,15 3.80d
R GGr2)(s+3)(2s+5)Q ! (3.80d)
. 2(n+s=3)(a+(n+s—5)(n+s— I)QK)C
e m+s—2(n+s—1)2n+2s—3)Q, " °

2(n+s—T7)(n+s—4)Q (3.80e)

(n+s—2)(2n+2s — 3)Q, Comn=5;

gdzie n > 5, a wspolezynniki ¢, o 1 ¢1,1 pozostajg nieokreslone. Zaden z szeregéw
do poszczegdlnych wartosci wyktadnika s nie urywa sie samoczynnie. Dwa
pierwsze szeregi nie posiadaja dodatkowych nieokreslonych wspotczynnikéw, co
nie stwarza mozliwosci urwania zadnego z nich. Ponadto szereg do wykladnika
s = 1, mimo nieokreslono$ci wspétczynnika ¢y 1, réwniez nie daje sie¢ urwac.
Whioskujemy stad, ze réwnanie (3.77) nie posiada liouville’owskich rozwiazan
w formie Hermite’a—Darboux z funkcja g w postaci skonczonego szeregu Laurenta
w zmiennej x.

Lokalne rozwiazania réwnania rézniczkowego (3.77) w otoczeniu regularne-
go punktu osobliwego zy = 0 mozemy podaé¢ za pomoca szeregéw Frobeniusa.
Podstawiajac do réwnania rézniczkowego zalozenie o nastepujacej postaci roz-

wigzania
= (@ —20)" Y _ tpn(z — z0)", (3.81)
n=0

otrzymujemy dwie dopuszczalne wartosci dla wykltadnikéw Frobeniusa p

pe {1, %} (3.82)

ktore wyznaczaja dwa liniowo niezalezne rozwigzania, oraz relacje rekurencyjna

dla wspoétczynnikow szeregu

ap1 =0, (3.83a)
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ap2 =0, (3.83b)
a+4(p-1)(p+ 1)k
0,;073 = 2(]) T 2) (2p n 5)Qu apv(), (383(3)
ap.a =0, (3.83d)
at+4n+p—4)(n+p—2)Qx
Qpn = — Qpn—3
2(n+p—1)2n+2p — 1), (3.83¢)

2(n+p—06)(n+p—3)Q "
(n+p—1D@2n+2p—1)Q, 2"

gdzie n > 5. Szeregi (3.81) sa zbiezne (na plaszczyznie zespolonej zmiennej x)
w kole o §rodku w punkcie xg = 0 i promieniu réwnym odlegloéci do najblizszego
punktu osobliwego. Ze wzgledu na to, ze réwnanie algebraiczne wyznaczajace
polozenie punktéw osobliwych jest tutaj nieredukowalnym réwnaniem piatego
stopnia, nie mozemy jawnie wypisaé jego pierwiastkéw. Stad nie mozemy réwniez

jawnie podaé promienia zbieznosci uzyskanych szeregéw Frobeniusa.

Przypadek bez krzywizny przestrzennej

Dla modeli ze stala kosmologiczna, bez krzywizny przestrzennej (2x = 0),
wypelnionych materig ultralekka (y = %), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje

forme
1

h% = Qp + s, Qr=1-9Q,. (3.84)

Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli przyj-

muje wiec postac

422 (QAx5 + Q)" + 236(4(2,\965 — Q)
- (SQAx5 —azd — 2Qu)p =0. (3.85)

Réwnanie to nalezy do klasy réwnan rézniczkowych Fuchsa z siedmioma regular-
nymi punktami osobliwymi.

W poréwnaniu do rozwazanego wyzej przypadku z niezerowa krzywizna
przestrzenng typ réwnania rézniczkowego opisujacego ewolucje pierwotnych
fal grawitacyjnych nie ulega tutaj zmianie. Podobnie jak wtedy dochodzimy
do wniosku, ze réwnanie (3.85) nie posiada liouville’owskich rozwiazan w for-
mie Hermite’a—Darboux z funkcja g w postaci skonczonego szeregu Laurenta
W zmiennej .

Dwa liniowo niezalezne rozwigzania lokalne réwnania rézniczkowego (3.85)
w otoczeniu regularnego punktu osobliwego x¢ = 0 dane sa szeregami Frobeniusa
(3.81) do wykladnikéw (3.82), w ktérych wspélezynniki szeregu spelniaja relacje

rekurencyjna (3.83) z Qx = 0. Promien zbieznosci tych szeregéw mozemy podaé
1
tutaj wprost i wynosi on r = (g—x) E
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Tabela 3.7: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.85).

punkt osobliwy rzad | wykladniki charakterystyczne
0 1 {1,
1

M (3.0}

(5 i 35‘/51)(91)51 1 {2, 0}
SR -2 @) | (3.0}
—3 (5t i 35“_51)(%:)15 1 {2, 0}
LG58 i 2E) (3t | 1 (1.0)
00 1 {2, —1}

Przypadek bez stalej kosmologicznej

Dla modeli bez stalej kosmologicznej (2 = 0), przestrzennie zakrzywionych,
wypelnionych materig ultralekka (v = %), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje

forme
1

U e
xd

1
h? =Qg— +9Q Qx =1—Q,. (3.86)
X

Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli przyj-

muje postaé

4z (QKxg + Qu)u” + 2.1‘(29}(583 — Qu)u’
+ (0 — 4Qk)2® +2Q,)p = 0. (3.87)

Réwnanie to nalezy do klasy réwnan rézniczkowych Fuchsa z piecioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.8: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.87).

punkt osobliwy rzad | wyktadniki charakterystyczne
0 1 {1, 3}

(1) {30}

Wl

L1+iv3)(2)* | 1 {10}
M- i) (&) | 1 {10}
00 1

{iase -1 —iyas: — 1

Réwnanie rézniczkowe (3.87) nie jest jednak nieredukowalne ze wzgledu

na liczbe punktéw osobliwych. Dokonujac potegowej transformacji zmiennej
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niezaleznej przy réwnoczesnej zamianie zmiennej zaleznej postaci

Q 11
z= ——Kars, w=2zf, a€ {3’ 6}’ (3.88)

gdzie f jest funkcja nowo wprowadzonej zmiennej niezaleznej z, mozemy prze-

ksztalci¢ je do rownania rézniczkowego Gaussa, ktére posiada trzy regularne

punkty osobliwe. Stad rozwigzania réwnania (3.87) mozemy podaé jako

1+N 1-N 7 1957
/J/:Ang(T’ T’é —mx3>

142N 1-2N 5| Qg ,

= ,6—Q—ux), (3.89)

+ Bz G

gdzie funkcja Gg jest ogdlng funkeja hipergeometryczng (3.75), liczba falowa N
zdefiniowana jest réwnaniem (3.5), a A i B sa pewnymi stalymi zespolonymi.
Przypominamy, ze dla Qx > 0 mamy N € (0, co), natomiast dla Qx < 0
zachodzi N € {n: 3 <n € N}.

Twierdzenie Kimury [95, 120] zastosowane do funkcji hipergeometrycznych
wystepujacych w uzyskanych rozwiazaniach, przy uwzglednieniu dopuszczalnych
wartosci jakie w zaleznosci od krzywizny moze przyjmowacé wielkos¢ N, przewidu-
je, ze rozwiazania te maja postac liouville’owska jedynie dla krzywizny dodatniej
poza przypadkami, gdy N € {3n: 1 < n € N}. Ich jawng forme mozemy znaleZ¢,
postugujac sie metoda Hermite’a-Darboux. Poczatkowa analiza zmierzajaca do
wyznaczenia wystepujacej w ansatzu funkcji g przebiega analogicznie jak dla
przypadku z niezerowsa stala kosmologiczna. W jej wyniku uzyskujemy te same
dopuszczalne wartosci dla wykladnika pomocniczego (3.79) i relacje rekurencyjng
(3.80) z 25 = 0.

Tym razem obserwujemy, ze uzyskana relacja rekurencyjna jest dwusktad-
nikowa i dany wspolczynnik w szeregu zalezy jedynie od trzeciego z kolei po-
przedzajacego go wspolczynnika. Ten fakt ma bezposredni zwiazek z istnieniem
wykorzystanej wyzej szesciennej transformacji zmiennej niezaleznej obnizajacej
liczbe punktéw osobliwych réwnania rézniczkowego. Szereg do wykladnika s =1
zawiera dwie wzajemnie niezalezne serie, z ktérych ta inicjowana wspoélczyn-
nikiem c;,; jest tozsama z szeregiem do wyktadnika s = 2. Wystepuja dwie
generyczne sytuacje, w ktérych dochodzi do samoczynnego urwania jednego
z uzyskanych szeregéw. Pierwsza, gdy N € {3n + 1: 1 < n € N}, wéwczas w sze-
regu do wykladnika s = 2 zeruje sie¢ wspdlczynnik cp on41 1 wszystkie nastepne.
Z druga taka sytuacja mamy do czynienia, gdy N € {3n +2:1 < n € N},
woéwczas w szeregu do wyktadnika s = 1, przy ustalonym c;; = 0, zeruja si¢

wszystkie wspétczynniki poczawszy od ¢ any2. Stad za rozwigzanie réwnania
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rézniczkowego na funkcje g dla N € {3n + 1: 1 < n € N} mozemy przyjaé

=57 2y (242N
_ o (359, C5). 9k a\n
g==x ; () (%) ( Quw), (3.90)
gdzie przez (z), = F(lfg)z) oznaczamy symbol Pochhammera, natomiast dla
N € {3n+ 2: 1 < n € N} przyjmujemy
& (., 059, 2
o e, e

Wryliczenie dla powyzszych funkeji g statej 8, przy wykorzystaniu formuly (3.24),

prowadzi do wniosku, ze w obu przypadkach mamy
p=0. (3.92)

Okazuje si¢ wigc, ze w tych przypadkach rozwiazania réwnania ewolucji pier-
wotnych fal grawitacyjnych (3.87) sa algebraiczne lub sa calkami z wyrazen
algebraicznych i nie maja charakteru oscylacyjnego. Fizycznie oznacza to, ze
w rozwazanych modelach propagacja swobodnych zaburzen tensorowych charak-
teryzowanych wspomnianymi warto$ciami liczby falowej N jest niedozwolona.
Dopuszczalne sa jedynie zaburzenia w postaci fal stojacych.

Ze wzgledu na zerowanie sie statej 5 metoda Hermite’a-Darboux daje nam
tutaj jedynie jedno rozwiazanie. Przy jego znajomosci drugie liniowo niezalezne
rozwiazanie moze by¢ znalezione metoda obnizania rzedu réwnania rézniczkowego
oméwiona na przyklad u Ince’a [86]. Dla przykladu podamy jawne rozwiazania
réwnania rézniczkowego (3.87) dla dwéch najnizszych wartosei liczby falowej N,
przy ktorych rozwigzania naleza do klasy funkcji liouville’owskich. Dla N = 4

mamy

p= Az(10Qx 2> + 7Q,)

dy
1/ Y(10Qxy3 + 70)2Vy( Uy’ + Q)

+ Bz(10Qx2® + 7Q,) (3.93)

z kolei dla N =5 otrzymujemy

pw=AVr(Qrr® + Q,)(14Qx 2> +50,) + BV 2(Qxa® + Q,)(14Qx 2 +5Q,)

dy
X b
1/ (Qry3 + Q) (14Q kY3 + 5Qu)2\/y(QKy3 + Q)

(3.94)

gdzie A i B sa dowolnymi stalymi zespolonymi.
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Przypadek bez krzywizny przestrzennej i bez stalej kosmologicznej

Dla modeli bez stalej kosmologicznej (25 = 0) i bez krzywizny przestrzen-
nej (Qx = 0), wypelnionych materig ultralekka (y = 3, Q, = 1), réwnanie
Friedmanna (3.16) przyjmuje forme

1
h? = = (3.95)
Stad réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli
przyjmuje postaé

dz?p" — 2ap’ + (aa® +2)pu = 0. (3.96)

Roéwnanie to posiada dwa punkty osobliwe, jeden regularny w zerze i jeden
nieregularny rozgaleziony rzedu % w nieskonczonoéci. Nalezy ono wobec tego do

klasy zredukowanych, bikonfluentnych réwnan rézniczkowych Heunego [157].

Tabela 3.9: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.96).

punkt osobliwy | rzad wyktadniki charakterystyczne
0 {1, 3}

o0 {0’ 0}0’ {07 0}1 27 {0’ 0}1’ {i@, _.@}3 2

—_

Nt

Rzad punktu osobliwego w nieskonczonosci moze zostaé¢ obnizony poprzez za-
stosowanie odpowiedniej transformacji potegowej zmiennej niezaleznej. W wyniku
zamiany zmiennych postaci

a -
z = *7I3

R ae{l 1}, (3.97)

376

gdzie f jest funkcja nowej zmiennej niezaleznej z, sprowadzamy réwnanie (3.96)

do zredukowanego, pojedynczo konfluentnego réwnania rézniczkowego Gaussa,

ktére posiada regularny punkt osobliwy w zerze i nieregularny rozgaleziony
3

punkt osobliwy rzedu 5 w nieskoniczonoéci. Stad rozwiazania réwnania (3.96)

mozemy zapisaé jako

= AxGSC(g, 0’ - ;‘—6:1:3) +B\/:EGSC(2, o‘ - oo ) (3.98)

gdzie A1 B sa pewnymi stalymi zespolonymi. Funkcja G (¢, s|z) jest pojedynczo
konfluentna funkcja hipergeometryczna (Gaussa), ktéra jest zdefiniowana jako

rozwiazanie pojedynczo konfluentnego réwnania rézniczkowego Gaussa

PGy e \dGe 1-—s&
dz? (z + s) dz  z Gee =0, (3.99)
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ktére odpowiada zerujacemu si¢ wyktadnikowi Frobeniusa w regularnym punkcie
osobliwym z = 0 [32]. Zagadnienie calkowalnosci konfluentnych réwnan réznicz-
kowych Gaussa poprzez funkcje liouville’owskie bylo badane przez Martineta
i Ramisa [115] i zostalo podsumowane w pracy Duval i Loday-Richaud [43].
Wyniki tych badan wskazuja, ze uzyskane wyzej rozwigzania nie majg postaci

liouville’owskiej.

3.4.5 Modele wypelnione materig sztywna

Dla modeli ze stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypelnionych
materia sztywna (7 = 2), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje nastepujaca

forme

1 1
h2:QA+QKﬁ+QSE, Qr =1—Q — Qs (3.100)

gdzie przez )s oznaczamy obecng warto$¢ parametru gestosci energii materii
sztywnej. Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych

modeli przyjmuje postaé

422 (QAx6 + Qrat+ Qs)u” + 41‘(2(2/\3:6 + Qgat — QS),L/
— (80242° — (o — 490k )z" — 4Q)p = 0. (3.101)

Réwnanie to nalezy do klasy rownan rézniczkowych Fuchsa z oémioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.10: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.101). Oznaczono

403 3 403 3 403
vy = < 1+ 7279{95 + 1) — < 1+ 7279?\%5 — 1) oraz v; = ( 1+ 7279;{‘93 +
1

1 1
3 403 3 5 [i ] 302
1) +< 1+27§22‘I§2_1> ,aponadtox;,—ﬁ(%%s)bvo( 1—|—%]21—|—1+
2 Qs
. 1 31)% 1 o 1 20, é 1 3'0% 1 . 1 311% 1
i Jr?f » e = —5 5G] vo +¥+ -1 +¥* )

— * — *
Ir5 = Ty, T = T3.

punkt osobliwy | rzad | wykladniki charakterystyczne
0 1 {1, 1}
i) g | {0}
—i(5) U | 1 {3, 0}
34,56 1 {3, 0}
00 1 {2, -1}
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Pod dzialaniem potegowej transformacji zmiennej niezaleznej liczba punktow
osobliwych réwnania rézniczkowego (3.101) moze zostaé obnizona. W wyniku

zamiany zmiennych postaci

gdzie f jest funkcja nowej zmiennej niezaleznej z, réwnanie (3.101) przechodzi
w nowe rownanie rézniczkowe posiadajace pie¢ regularnych punktéw osobliwych.
Zabieg ten nie jest jednak pomocny dla znalezienia liouville’owskich rozwiazan
réwnania (3.101), bowiem warunki catkowalnosci dla réwnarii rézniczkowych klasy
Fuchsa z piecioma punktami osobliwymi nie sg znane w literaturze. Postuzymy
sie zatem ponownie metoda Hermite’a—Darboux.

Ro6wnanie rézniczkowe na zmienna g w ansatzu Hermite’a—Darboux dla

potencjalnych rozwiazan réwnania (3.101) przyjmuje postaé

8 (QA:EG + Qpzt+ Qs)g'" + 322 (QQAJC6 + Qpat — Qs)g”
—z(2Q52° — (a — 3Qk)2* — 70)g" — 8(2® +Q,)g=0. (3.103)

Rozwiazan powyzszego rownania poszukujemy metoda Frobeniusa w postaci
szeregu potegowego (3.31) w otoczeniu punktu xy = 0, ktéry jest jednym
z regularnych punktéw osobliwych réwnania (3.101). Wykladnik pomocniczy s

szeregu moze przyjmowaé jedynie jedna (potréjna) dopuszcezalng warto$é
s=2, (3.104)

a wspoélczynniki szeregu spelniajg nastepujaca relacje rekurencyjna

c21 =0, (3.105a)
c2,2 =0, (3.105b)
ca3 =0, (3.105¢)
«
C24 = —ﬁCgo, (3105(1)
ca5 =0, (3.105¢)
) — 4)nQ —6)(n—3)Q
Con = — (n Jo+(n ) (n=6)(n—3) A627n_6, (3.105f)

C2n—4 —
n3Q, n2Q,

gdzie n > 6. Widoczne jest, ze ze wzgledu na istnienie kwadratowej transformacji
zmiennej niezaleznej obnizajacej liczbe punktéw osobliwych réwnania rézniczko-
wego wszystkie nieparzyste wyrazy uzyskanego szeregu sie zeruja. Szereg ten nie
urywa sie samoczynnie, ani nie posiada dodatkowych nieokreslonych wspétczyn-

nikéw, ktére moglyby stworzy¢ mozliwosé jego urwania. Stad mozemy stwierdzic,
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ze réwnanie rézniczkowe (3.101) nie posiada liouville’owskich rozwiazan w for-
mie Hermite’a—Darboux z funkcja g w postaci skoriczonego szeregu Laurenta
w zmiennej z.

Lokalne rozwiazania réwnania rézniczkowego (3.101) w otoczeniu regularnego
punktu osobliwego zy = 0 mozemy podaé za pomoca szeregéw Frobeniusa.
Zakladajac postaé¢ rozwiazania w formie szeregu (3.81), otrzymujemy jedna

(podwdéjna) dopuszezalng wartosé dla wyktadnika Frobeniusa p
p=1, (3.106)

oraz nastepujaca relacje rekurencyjna dla wspotczynnikow

ain =0, (3.107a)
aj2 =0, (3.107b)
a3 =0, (3.107c)
o'
ai4 = —GTQSGI,O; (3.107d)
ais =0, (3.107e)
a+4(n—4)(n—2)Q n—6)(n—3)~Q
alp = — ( 477,2){(25 ) K A1,n—4 — ( 7)1(295 ) Aalm_g, (3107f)

gdzie n > 6. Poniewaz uzyskany wykladnik Frobeniusa jest podwdjny, drugie

liniowo niezalezne rozwiazanie zawiera czlon logarytmiczny i ma postaé
o0 o0
p=zlnx E a1 2" + E b1 ", (3.108)
n=0 n=0

gdzie wspélezynniki aq,, dane sg relacja rekurencyjna (3.107), natomiast wsp6l-

czynniki by ,, spelniaja nastepujaca relacje

b170 = O7 (3109&)
by =0, (3.109D)
bl’g = 07 (3109(3)
bis =0, (3.100d)
o — 16QK
b1’4 = WGLO, (31096)
b1 5 =0, (3.109f)
a+4(n—4)(n—2)Qk (n—6)(n—3)Qx
b1y =— 5 bi—a — 5 bin—6
4n2Q, n2Q, (3.1098)
a—4(3n — 8)Qx 9(n — )04 e
SREION A1n—q — Tgsal,n—ﬁa

gdzie n > 6. Szeregi w rozwigzaniach Frobeniusa (3.81) i (3.108) sa zbiezne

w kole o $rodku w punkcie g = 0 i promieniu réwnym odlegltosci do najblizszego
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punktu osobliwego réwnania rézniczkowego (3.101). Najblizej punktu xg = 0
rozlozone sg punkty 3456, stad promien zbieznoSci tych szeregéw wymnosi
1

2.1
= %(2(% ) 59 (1—|— 3;—’;) 4 gdzie pomocnicze wielkosci vy i v1 zostaly zdefiniowane
0
w tabeli (3.10).

Przypadek bez krzywizny przestrzennej

Dla modeli ze stala kosmologiczna, bez krzywizny przestrzennej (Q2x = 0),
wypelnionych materia sztywna (v = 2), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje

forme
1

B = Q) + Q=

Qp=1-Q,. (3.110)

Stad réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli

przyjmuje postaé

42 (QAxG + Q)" + 4x(QQAx6 — Qo)
— (82p2° — az? —4Q,)p=0. (3.111)

Réwnanie to nalezy do klasy réwnan rézniczkowych Fuchsa z odmioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.11: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.111).

punkt osobliwy rzad | wykladniki charakterystyczne
0 1 {1, 1}

i) |1 {3.0)

i)t {4.0)

LB+ ()0 | 1 {40}

—SB-i(E) | (3.0)

VB | 1 {.0)

LVB-i(8)t | 1 {0}
1

{2 -1}

Z porownania charakterystyk punktéw osobliwych rownan rézniczkowych
(3.101) i (3.111) widoczne jest, ze analiza réwnania (3.111) bedzie jakosciowo
przebiegala podobnie jak dla réwnania (3.101). Réwniez w tym przypadku
istnieje kwadratowa transformacja zmiennej niezaleznej, ktéra obniza liczbe
regularnych punktéw osobliwych réwnania rézniczkowego z oémiu do pigciu.
Poszukiwanie rozwiazan liouville’owskich réwnania (3.111) metoda Hermite’a—

Darboux daje rezultat negatywny méwiacy, ze réwnanie to nie posiada takich
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rozwiazan w formie Hermite’a—Darboux z funkcja g w postaci skonczonego
szeregu Laurenta w zmiennej x.

Dwa liniowo niezalezne rozwiazania lokalne réwnania rézniczkowego (3.111)
w otoczeniu regularnego punktu osobliwego zy = 0 dane sa szeregami Frobeniusa
(3.81) (do wykladnika (3.106)) oraz (3.108), ktérych wspdlczynniki spelniaja
relacje rekurencyjne (3.107) i (3.109) z zerujacym si¢ parametrem gestosci energii
statej krzywizny (Qx = 0). Promieni zbieznosci tych szeregdw na plaszczyznie

1
zespolonej zmiennej x wynosi r = (SA )e.

Przypadek bez stalej kosmologicznej

Dla modeli bez stalej kosmologicznej (24 = 0), przestrzennie zakrzywionych,
wypelnionych materia sztywna (v = 2), réwnanie Friedmanna (3.16) przyjmuje

forme

1 1
h? =Qx— +Q—, Qr =1-Q,. (3.112)
X X

Stad réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli

przyjmuje postaé

22 (QK:E4 +Q)p" + 4(E(QKLE4 - Q)
+ ((a — 49k )2* +4Q)p = 0. (3.113)

Réwnanie to nalezy do klasy réwnan rézniczkowych Fuchsa z szeScioma regular-

nymi punktami osobliwymi.

Tabela 3.12: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.113).

punkt osobliwy | rzad | wykladniki charakterystyczne
0 1 {1, 1}
L)t | {40}
S z>(9;)f 1 {30}
A+ (ge)" | 1 {30}
La-i(E)t | 1 {%,o}
0 1o \/4QK - Tox 1}

W réwnaniu rézniczkowym (3.113) mozliwe jest przeprowadzenie potegowej
transformacji zmiennej niezaleznej, ktéra obniza liczbe punktéw osobliwych

réwnania z szesciu do trzech. Dokonujac zamiany zmiennych postaci

Q ,
QK o, p=zif, (3.114)

z=—
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gdzie f jest funkcja nowo wprowadzonej zmiennej niezaleznej z, przeksztalcamy
réwnanie (3.113) do réwnania rézniczkowego Gaussa. Dla tego réwnania wyklad-
niki charakterystyczne w regularnym punkcie osobliwym w zerze sa identyczne,
podobnie jak mialo to miejsce dla réwnania oryginalnego (zobacz tabele (3.12)).
Stad jedno z jego liniowo niezaleznych rozwiazan bedzie zawieralo czlon logaryt-

miczny. Rozwiazania réwnania rézniczkowego (3.113) mozemy wiec przedstawié

nastepujaco
1+N 1—-N 1957
(M 5| -
/.L ng 4 ) 4 9 QS'T
1+N 1-N Q > "
—|—B<xlnng(4, — 1‘ — QIS($4) +1:nE:0b17nm ), (3.115)

gdzie funkcja Gg jest ogdlng funkcja hipergeometryczna (3.75), liczba falowa N

zdefiniowana jest réwnaniem (3.5), a A i B sa pewnymi stalymi zespolonymi.

Ponadto wspétczynniki by , w wystepujacym w rozwiazaniach szeregu dane sa

formula (3.109) z zastrzezeniem, ze zeruje sie parametr gestosci energii stalej

kosmologicznej (24 = 0). Promien zbieznosci tego szeregu na plaszczyznie
&)%

QK :

Zastosowanie twierdzenia Kimury [95, 120] do funkcji hipergeometrycznej

zespolonej zmiennej x wynosi r = (

wystepujacej w otrzymanych rozwiazaniach pokazuje, ze rozwiazania te maja
postaé liouville’owska tylko dla dodatniej krzywizny przestrzennej, gdy N € {2n+
1: 1 < n € N}. Jawna forme tych rozwiazan znajdziemy, wykorzystujac metode
Hermite’a—Darboux. Postepujac podobnie jak w przypadku z niezerowa stala
kosmologiczna, wystepujaca w ansatzu funkcje g staramy sie wyznaczy¢ w postaci
szeregu potegowego, poshugujac sie metoda Frobeniusa. Stad uzyskujemy jedng
(potrdjna) dopuszczalna warto$é dla wyktadnika pomocniczego (3.104) oraz
relacje rekurencyjna dla wspélezynnikéw szeregu (3.105) z Q4 = 0.

Otrzymana w ten sposdb relacja rekurencyjna jest dwuskladnikowa. Poniewaz,
jak pamietamy, dla rozwazanego réwnania rézniczkowego istnieje przeksztatcenie
potegowe czwartego stopnia zmiennej niezaleznej redukujace je do réwnania
Gaussa, dany wspolczynnik w szeregu zalezy wyltacznie od czwartego z kolei
go poprzedzajacego. Widoczne jest, ze w sytuacji, gdy N € {2n + 1: 1 <
n € N}, dochodzi do samoczynnego urwania szeregu, bowiem wéwczas zeruje
sie wspélczynnik cp oy 42 1 Wszystkie nastepne. Stad za rozwigzanie réwnania

rézniczkowego na funkcje g dla N € {2n + 1: 1 < n € N} mozna przyjaé

ST (1) (LN (1N n
g:xznz:% (2)n( ?n'))g( 2 )n (—%—I:x‘l) . (3.116)

Wryliczajac dla powyzszej funkcji g stala 8 za pomoca formuly (3.24), otrzymu-
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jemy w rezultacie
B =0. (3.117)

Mozemy stad bezposrednio stwierdzi¢, ze w przypadkach, gdy N € {2n+1: 1 <
n € N}, rozwigzania réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.113) sa
algebraiczne lub sa catkami z wyrazen algebraicznych. Nieoscylacyjny charakter
tych rozwiazan oznacza, ze fizycznie opisywane nimi zaburzenia maja jedynie
posta¢ fal stojacych i nie moga sie one propagowac.

Dla porzadku podajemy ponizej jawne rozwiazania rownania rézniczkowego
(3.113) dla dwoch najnizszych wartoscei liczby falowej N, przy ktérych rozwiazania
naleza do klasy funkcji liouville’owskich. Z powodu zerowania sie stalej 3, drugie
liniowo niezalezne rozwiazanie jest tutaj wyznaczane metoda obnizania rzedu

réwnania rézniczkowego. Przy N = 3 mamy
= AzVQxat 4+ Q,
\/ 4 dy
+ BxVQgx® +Q, (3.118)
/y(

QKy4 + Qs) \% QKy4 + Qs7
natomiast dla N = 5 otrzymujemy

p = Ax(3Qrxt +20Q,)

dy
Y3yt + 20,02Vt + Q)

x
+ Bz (3Qrxt +29,) / (3.119)
1

gdzie A i B sa dowolnymi stalymi zespolonymi.

Przypadek bez krzywizny przestrzennej i bez stalej kosmologicznej

Dla modeli bez stalej kosmologicznej (25 = 0) i bez krzywizny przestrzennej
(Qx = 0), wypelnionych materia sztywna (v = 2, Qs = 1), réwnanie Friedmanna

(3.16) przyjmuje forme
1

2—7
W=

(3.120)

Réwnanie ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych (3.18) dla tych modeli przyj-

muje w zwiazku z tym postac
422" — dap’ + (az* +4)p = 0. (3.121)

Réwnanie to posiada dwa punkty osobliwe, jeden regularny w zerze i jeden
nieregularny nierozgaleziony rzedu 3 w nieskoniczonoéci. Nalezy ono wobec tego

do klasy bikonfluentnych réwnan rézniczkowych Heunego [157].
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Tabela 3.13: Charakterystyka punktéw osobliwych réwnania (3.121).

punkt osobliwy | rzad wyktadniki charakterystyczne
0 1 {1,1}
oo 3 {00} {0.0},, {ig" —iF},

Podobnie jak w rozwazanym poprzednio analogicznym przypadku modeli
wypelnionych materia ultralekka, réwniez tutaj istnieje potegowe przeksztatcenie
zmiennej niezaleznej, ktore obniza rzad punktu osobliwego w nieskonczonoéci.

Pod dziataniem zamiany zmiennych postaci
@

z= —@ﬁ, L= 21f, (3.122)
gdzie f jest funkcja nowej zmiennej niezaleznej z, réwnanie (3.121) przechodzi
w zredukowane, pojedynczo konfluentne rownanie rézniczkowe Gaussa, posiadaja-
ce regularny punkt osobliwy w zerze i nieregularny rozgaleziony punkt osobliwy
rzedu % w nieskonczonosci. Poniewaz wykladnik charakterystyczny w punkcie
osobliwym w zerze jest podwdjny, drugie z rozwiazan bedzie posiadalo czlon
logarytmiczny. Jako rozwiazania réwnania rézniczkowego (3.121) otrzymujemy
wiec

@

uw= Az Gsc(l7 O’ — 6—4x4>

+ B(JI Inz Gy (1, 0) — %x4) + i b17nx"), (3.123)
n=0

gdzie funkcja Gy jest pojedynczo konfluentna funkcja hipergeometryczna (3.99),
a A i B sa pewnymi stalymi zespolonymi. Wspétczynniki by ,, w wystepujacym
w rozwiazaniach szeregu dane sa formula (3.109) z uwzglednieniem warunkéw
Qp =0, Qg =01 Qs = 1. Promien zbieznosci tego szeregu na plaszczyznie
zespolonej zmiennej z wynosi r = co.

Zgodnie z wynikami badai Martineta i Ramisa [115, 43] dotyczacymi warun-
kow catkowalnosci konfluentnych rownan rézniczkowych Gaussa poprzez funkcje

liouville’owskie uzyskane wyzej rozwiazania nie maja postaci liouville’owskiej.

3.5 Calki wystepujgce w rozwigzaniach

W tym podrozdziale podamy jawne formy calek wystepujacych w uzyskanych
liouville’owskich rozwiazaniach réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyj-

nych. Beda to catki kolejno dla modeli pytowych, promienistych i wypelnionych
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Scianami domenowymi. W pierwszych dwéch przypadkach calki te wyrazaja sie
poprzez calki eliptyczne, natomiast w ostatnim przypadku catka jest elementarna
i wyraza sie poprzez funkcje cyklometryczne i funkcje area.

Wyliczenie tych calek jest swego rodzaju dopelnieniem formalnego procesu
znajdowania rozwiazan rozwazanego réwnania rézniczkowego. Dla dozwolonych
wartosci parametru falowego, przy obecnych warto$ciach parametréw gestosci
energii z fizycznie interesujacego zakresu® wyrazenia podcatkowe w tych catkach
nie zmieniaja znaku na przedziale z € (0, 0o). Stad calki te sa monotonicznymi
funkcjami czynnika skali. W zwiazku z tym ich wklad w wewnetrzna strukture
rozwiazan jest raczej subtelny, sprowadza sie jedynie do kontrolowania oscylacji
i nie ma wptywu na globalny trend rozwigzan. Mimo to ich obliczenie jest nadal
ciekawe z poznawczego punktu widzenia. W szczegdlnosci rozwazania nad catka
dla modeli pytowych doprowadzily nas do badan nad transformacja zespolonej
charakterystyki dla calki eliptycznej trzeciego rodzaju. W ich konsekwencji roz-
szerzylidémy zakres bezposredniej stosowalnosci tejze transformacji, co okazato
si¢ konieczne, by uzyskac¢ rozwiazanie w jawnej, zwartej formie. Ponadto doko-
naliSmy odkrycia nowej, nieznanej wczeéniej tozsamosci dla tej calki specjalnej,
o czym piszemy w dodatku (C) rozprawy.

W obliczeniach bedziemy postepowaé wedtug procedury dobranej odpowied-
nio do charakteru calek, z ktorymi mamy do czynienia, postugujac sie przy
tym metodami zaczerpnietymi z klasycznych podrecznikéw i tablic [54, 68, 24].
Poczatkowo bedziemy rozktadaé¢ obecne pod catka wyrazanie wymierne na utam-
ki proste. Nastepnie, po znalezieniu i wykonaniu podstawienia odpowiednio
aranzujacego wyrazenie podpierwiastkowe, bedziemy wydziela¢ z nowo uzy-
skanego wyrazenia wymiernego czesci skladowe, kolejno catkowita, parzysta
i nieparzysta. Ostatecznie tak wyodrebnione sktadniki bedziemy juz catkowaé
bezposrednio. Zwracamy uwage, ze aby utrzymaé prostote rachunkéw, dolne
granice catkowania w rozwazanych catkach zostaly wybrane inaczej niz wybrano
je w przedstawieniach poszczegdlnych rozwiazan réwnania ewolucji pierwotnych

fal grawitacyjnych.

3.5.1 Modele wypelnione pytem

Rozklad calki pojawiajacej sie w rozwiazaniu réwnania ewolucji pierwotnych fal
grawitacyjnych w modelach ze stata kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych,

wypelnionych pylem (3.37) przedstawia sie nastepujaco

8Dla rozpatrywanych tutaj modeli pytowych przyjmujemy, ze jest to zakres (Qgq, Q) €
(0, 1) x (0, 1), dla modeli promienistych (€, 25) € (0, 1) x (0, 1), a dla modeli wypelnionych

$cianami domenowymi Q. € (0, 2).
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x

ydy
0/ (494 (o = 3212 + a(a — 30k )y + Qac) Vy(Qny® + Uy + Qa)

= ho(I + ), (3.124)

gdzie
1 1 a—>
I :—aui(arccn m) — (—b) L1+ 1 )7 3.125a
1 \/%r_ﬁ)*al (y|m) atb o | (111 12) ( )
au; _ a=b,
by = b __atb (3.125b)
at+b ax
1 “atb T ar (55)° +aag +
I, = ey o (arccn(y|m) — — (I21 + 122)),
\/ab(m) +a1m + ap a+b+d0
(3.126a)
_ (@) O+ SR + 2050
do = Gz a0 aur g , (3.126b)
(ﬂ) T 44 avb 200
L 2P (b - 20,
1= au au ’
(Z35)° + a1 g + ao (3.126¢)
Gt S dsy + (55) %0
’ (35)% + a1 535 + ao
oraz
h ! ! b (3.127a)
= , 127a
0T T/ \ 2 Quala —30k)2) @ +1

1 2
1 Qda 3 1 Qda 31
_ = = -—) = 127b
“ 2<QA(0<—3QK)) a0 “ 2(91\(04—391()) a0’ 3 )

ala —30k)? ¢ ala — 30k )? ¢
= 1+ —>5—+1 — 1+ —5— -1 12
1 (\/ T MCTIONG? » (3127¢)

a ponadto

a—bm_ auy
y = merb7 (3.128a)
o _ au
a+b
1 2
a=\ig,  b=y2uf+u,  m=3 “1;b“0, (3.128b)
Q, \*? 1/40,\% 1
=== = (==) — 3.128
Uup (QQA) o, Uo Z(QA) %’ ( c)
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Wynikle w ten sposéb cztery calki skladowe przyjmuja po wyliczeniu nastepujace

formy
I1 = bon I (arccos y|lm, n), (3.129)
gdzie
_ (3.130)
Sy '
oraz

112 =N

#arcan m-n 17y2
e arct < 1—m(\/1—y2)>’ (3.131)

a nastepnie

2

Iy = ————
0172 — 0271

1
X ((617'2 + e202) (arcen(y|m) + vy I (arccos y|m, ny) + py — (arctan z; + c))
v

1
— (e1m1 + 6201)(arccn(y|m) + vy I (arccos y|m, ng) + ps—— artanh zg)>,
V2

(3.132)
gdzie (1 =1, 2)
0, L= >0,
1
MC(:S?JJFQJ L= =0, i1=m(1-y%>0,
S 1
ﬂ({arc;osyJ+2>’ 1—p =0, il—ul(l—y2):0,
. 1 (3.133a)
27 eri, L= <0, i 1—m(l-y*) >0,
s
9 1
w(arifosy +2)’ 1= <0, i1—pu(l-y%) =0,
1
o {arccosy +)7 1—p1 <0, il—pm(1—y? <0,
T 2
7 1- 2
. ﬁg y _, (3.133b)
o —ta-Oted —  120(+c) g+ (- cad
21t -d7 7T 2 (4P -V -4
(3.133¢)
2
vl e (ng — 01)vs + 113 +O(n +o01 —2)u oL (3.133d)
2
o 2 1__2 i — 2 i_]' — 2 2
vy = —Halni F Gt = Dmi = ml2p — 1)) — (01 0a) (3.133¢)
(n; —01)* + 03
m 2 (m701)2+0%
. , _ymoo)?rd, 3.133f
Tyl 2 m(l —m) ) ( |
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o +02 :t\/ 0?+032 (1— 01)2Jro2 (m—o01)2+03

m(1—m)

s , (3.133¢)
, (m—o ) +03
1+ = G52
_ 2 —ci
oo l2t2o—d o Layie - (3.133h)
2(1+co)2—c? 2(1+c0)? =
oraz
4 _ 2
Iy = 90@
1 — 2
X (arctan( 2 5 ( £ + fl))
VAo = fEAVT=m(1—y?) 2
+ arctan< 2 > < \/? - fl))), (3.134)
Vifo - R\VI=m(1-y?) 2
gdzie
2(er — 2do) (1 m(l + co — c1dy))
_ , 3.135a
go c1(dco — 2)(1 = 2m(1 + co — c1dyp)) ( :
= —ci(c1 — 2dy)
(L= m(2+2c — )L = m(L+co - crdy))?’ (3.135b)

7(1 + Co — Cldo)
1—m(l+cy—crdy)’

fo=

Wiecej szczegdltow na temat calki Io; i tego, jak zostala wyznaczona, mozna
znalez¢ w dolaczonym do pracy dodatku (C) na temat transformacji zespolonej

charakterystyki dla catki eliptycznej trzeciego rodzaju.

3.5.2 Modele wypelnione promieniowaniem

Calka wystepujaca w rozwiazaniu réwnania ewolucji pierwotnych fal grawi-
tacyjnych w modelach ze stala kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych,
wypelnionych promieniowaniem (3.46) rozklada si¢ nastepujaco

x

d
/ Y = holl, (3.136)
(4QAy2 + oz)\/QAy4 + Qry? + Q,
gdzie
L1 (arcen(ylm) — (1~ bo)(In + 112)) (3.137a)
= rcen m) — — .
1 2\/%% P Yy 0)\411 12) )5
by = w7 (3.137b)
Uug — ao
oraz
1
ho (3.138a)

= oy
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@
— 1
ag T (3.138Db)
a ponadto
1‘2 — Up
= ; 3.139
y= 7 + ug ( 2)
2
uy
= — 3.139b
m= (3.130)

40,0\ T Qx Q,
- L S L 3.139
“ < 0 ) V' vams T Ve (3:139)

Wydzielone w ten sposéb dwie calki sktadowe po obliczeniach przyjmuja naste-

pujace formy

I11 = bon II (arccos y|lm, n), (3.140)
gdzie
1
= —F 3.141
"TI (3.141)
oraz
1 Vm—ny/T— g2
Iis =n— arctan( mon Y > (3.142)
Vi T—m(l—?)

Jak wida¢, uniwersalnos¢ procedury stosowanej do obliczania rozwazanych ca-
lek sprawia, ze powyzszy rezultat uzyskany w przypadku promieniowania jest

w formie bardzo zblizony do wyniku calkowania uzyskanego dla pytu.

3.5.3 Modele wypelnione $scianami domenowymi

Ponizej rozpatrujemy catke obecna w rozwigzaniu réwnaniu ewolucji pierwotnych
fal grawitacyjnych w modelach bez stalej kosmologicznej, przestrzennie zakrzy-

wionych, wypelnionych $cianami domenowymi (3.73), ktérej rozklad wyglada

nastepujaco

x

/ dy = ho(I + I),  (3.143)

y(992 42 + 3Quay + ala — 3Qk))Vuy + O oML 2 '
gdzie
1
I =-2 1 1 3.144
1 \/%uo—i—so( 11+ T12), ( a)
ug — So
by = , 3.144b
0 Ug + So ( )

ug + So — a1
(uo + 50)% — a1(ug + so) + ag

I, = 2\/% (121 + 122)7 (3.145&)
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dy = M’ (3.145D)
Ug + Sg — a1

a = —2(uo — s0)(uo + o) + 2a1u9 — 2ag
(v +0)% — ar(uo +50) +ao (3.145¢)
co = (uo — $0)? — a1(uo — so) + ao |
7 (uo +50)2 — a1 (uo + 50) + ap’
oraz
1
b 7 3.146a
0 VQua(a —3Qk) | )
o ala —3Qk)
a; = Ea Qo = T, (3146b)
a ponadto
_Zhuo =% (3.1472)
x4+ ug + So ’ .
o x>0,
w{e (3.147h)
——, Qg <0,
2
Q
o = i (3.147(3)

Zwracamy uwage, ze parametr so pelni tutaj role regularyzacyjna, a dzigki
jego wprowadzeniu mozliwe jest rownoczesne traktowanie rozwazanej calki i dla
modeli przestrzennie otwartych i zamknietych. Cztery calki sktadowe, ktore

pojawiaja sie po przeprowadzonym rozkladzie, przyjmuja nastepujace formy

artanh (W) , (3.148)

Ill = bon

1
vn—1
gdzie

1
n—

1 3.149
152 (3.149)

oraz

Iip = n% artanh(\/ﬁ\/ 1— yz), (3.150)

a nastepnie

2

Iy=——-—
01Tz — 02T

< ((e172 + e20) —=(arctan z) +¢) — (€171 + €20 )ia—— artanh 2, )
€172 €202 )41 ——(arctan z; c)—(e1T1 €901 ) U —— artann zs |,
Vv VT2

(3.151)
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gdzie (i =1, 2)

1*M1>07

1= =0, il—pu(l-y*) >0,

arccos 1
({ yJ 2>7 1—p=0,i1—pm(l—y?) =0,
2

arccos y J
b

C: (3.152a)
mk L e m <0 il (-7 >0,
9 1
arccos:y 5 1—p <0, il—p(1—y% =0,
1
{arc:rosy + 2)7 L= <0, i1—pm(l-y%) <0,
_ ViyV1- 42
o VI (3.152b)
1 —pi(1—y?)
e = lep — (14 ¢p)do o — 1200(1‘1‘00)_61 + (1= co)erdo
L= T o2 — 20 2 |
2 (14c)?-& 2 (1+c)?-d)io -4
(3.152c)
2
: = 2)p;
Oi = Wi, TP = w’ (8.152d)
02
M2 = (uf — (0 +03)), (3.152¢)
p12=1%4/(1—01)%+ 03, (3.152)
yol2vd Vi (3152
T2l e)2 - T2t o
oraz
YA
. 290@
X (arctan( (F+ fl))
Vifo- 17
2 fi
+arctan< (M_ )))’ (3.153)
Vif = JF ?
gdzie
2(01 - 2d0)
_ 2(c1 —2do) 3.154
go c1(4eo — i)’ ( i
f = —c1(c1 — 2d, )
) 1(e1 = 2do) (3.154b)

fO = —(1 +co — CldO)-

Zauwazmy, ze calki I i Iso obecne w powyzszych formutach dla modeli wypel-
nionych Scianami domenowymi stanowia graniczne przypadki odpowiednich catek
wystepujacych w formutach dla modeli wypelnionych pytem przy parametrze

m — 0.



Rozdziat 4

Zastosowania rozwigzan

rownania ewolucii

pierwotnych fal

grawitacyjnych

W tym rozdziale przedstawimy potencjalne zastosowania rozwiazan réwnania ewo-
lucji pierwotnych fal grawitacyjnych. Zaprezentujemy dwie sytuacje, w ktérych
wykorzystywane sa jawne rozwiazania tego réwnania. Pierwsza bedzie propagacja
pierwotnych fal grawitacyjnych przez przejscie fazowe w modelu kosmologicznym
zlozonym z dwoch nastepujacych po sobie epok dominacji dwéch réznych ply-
néw kosmicznych. W warunkach tych dochodzi do produkcji grawitonéw w tak
zwanym efekcie Grishchuka [72]. Drugi przyklad dotyczy badaf nad wplywem
matych niejednorodnosci o wysokiej czestotliwosci na globalna ewolucje modelu
kosmologicznego. Wypracowany przez Greena i Walda [69] schemat uéredniania
takich zaburzen na modelu tta wskazuje, ze efektywnie manifestuja sie one co

najwyzej jako promieniowanie.

4.1 Produkcja grawitonéw w efekcie Grishchuka

Kreacja grawitonow na przejsciu fazowym pomiedzy dwoma réznymi epokami
ewolucji modelu kosmologicznego jest stosunkowo najszerzej znanym efektem
towarzyszacym propagacji pierwotnych fal grawitacyjnych. Zjawisko to zostalo

po raz pierwszy opisane przez Grishchuka w pracach [72, 73, 74]. Badania

7
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nad jego konsekwencjami dla réznorodnych konfiguracji modeli tta, w tym
modeli inflacyjnych, byly prowadzone miedzy innymi przez Forda i Parkera [55],
Abbotta, Harariego i Wise’a [2, 1], Allena, Caldwella i Korande [5, 7, 6, 98],
Sahniego [152], Barrowa, de Garcia Maie i Lime [35, 36, 37], Henriquesa, Mendesa
i Moorhouse’a [79, 119, 117, 80], Ng [125] oraz Durrer i Rinaldiego [42]. Podobny
mechanizm kreacji czastek zostal zaproponowany dla pola fononowego przez
Lukasha [109, 108], a rozwiniety zostal przez Friemana, Siemieniec-Ozieblo,
Turnera i Woszczyne [56, 155], natomiast dla pierwotnych pdl magnetycznych
byl rozwazany przez Barrowa, Kandus, Tsagasa, Turnera, Widrowa i Yamamoto
[176, 175, 9].

Wspomniane wyzej analizy byly wykonywane gtéwnie w kontekscie poszuki-
wan widma i gestosci energii pierwotnych fal grawitacyjnych, a takze badan ich
wplywu na obserwowana anizotropie¢ kosmicznego mikrofalowego promieniowania
tla. Zadna z nich nie obejmowala ani modeli zawierajacych stala kosmologiczna,
ani modeli wypelnionych $cianami domenowymi. Znalezione przez nas oscylacyj-
ne liouville’owskie rozwigzania rownania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych
moga z powodzeniem postuzy¢ do rozszerzenia tychze analiz o tego typu modele
kosmologiczne.

Kreacja grawitonéw rozumianych jako czastki elementarne przenoszace od-
dzialywanie grawitacyjne jest zjawiskiem o naturze kwantowo-mechanicznej,
nieklasycznej.! Jego powszechnie przytaczana klasyczna interpretacja jako wzmac-
niania fal grawitacyjnych nie posiada, jak wskazujemy ponizej, zadowalajacego
uzasadnienia. Poniewaz niniejsza praca poswiecona jest klasycznemu ujeciu
teorii zaburzen kosmologicznych w ramach ogdlnej teorii wzglednosci, nie bedzie-
my rozpatrywaé szczegolow tego efektu, lecz ograniczymy sie jedynie do jego
jakosciowego scharakteryzowania.

Wieloepokowe modele kosmologiczne sg prostymi uogdlnieniami modeli wy-
pelionych jedna ustalona formg materii. Stanowia one ciagi nastepujacych po
sobie w czasie modeli, ktorych ewolucja napedzana jest odmiennymi rodzajami
plynu kosmicznego, i ktére w tym kontekécie nazywane sa epokami. Zaklada
sie, ze na granicach pomiedzy poszczegdlnymi epokami dochodzi do przejscia
fazowego i skokowej zmiany postaci rdwnania stanu ptynu wypelniajacego model.
Kryteria zszycia sasiednich epok na przejsciu fazowym wyznaczane sa przez wa-
runki Darmois-Tsraela [90, 91, 78]. Zadaja one ciagloéci pierwszej i drugiej formy
metrycznej na hiperpowierzchni dzielacej epoki. Dla modeli kosmologicznych

Friedmanna-Lemaitre’a zawierajacych zaburzenia wylacznie o charakterze pier-

17 tego powodu wspomnieliémy wyzej jedynie o rozwigzaniach oscylacyjnych, gdyz tylko te

sa normowalne i jako takie poddaja sie¢ kwantowaniu.
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wotnych fal grawitacyjnych warunki te pociagaja za soba konieczno$¢ ciaglosci
kosmicznego czynnika skali i jego pierwszej pochodnej wzgledem wspétrzednej
czasowej oraz ciaglo$¢ funkcji opisujacej czasowa ewolucje pierwotnych fal grawi-
tacyjnych i réwniez jej pochodnej czasowej. Poniewaz przejscie fazowe zachodzi
nie w przestrzeni, lecz w czasie, przestrzenne wtasnosci metryki nie ulegaja
zmianie. Podobnie funkcje opisujace przestrzenng zmienno$é pierwotnych fal
grawitacyjnych skladajace sie na harmoniki tensorowe w obu epokach pozostaja
takie same.

Rozwazmy dwuepokowy model kosmologiczny, w historii ktorego w chwili
1 doszlo do przejscia fazowego z epoki b do epoki a, w ktorym propaguje sie
ustalone, monochromatyczne, oscylacyjne zaburzenie w postaci swobodnej fali
grawitacyjnej. Czasowa ewolucja tego zaburzenia w poszczeg6lnych epokach dana
jest ogdlnym rozwigzaniem réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych
(2.61) dla tychze epok

py = Apvy + Bprp,  dlan <y,
p= (4.1)

ta = AaVa + Bavg, dlan >,
gdzie funkcje vy, i v, sa pewnymi rozwigzaniami szczegélnymi tego réwnania,
a Ay, By oraz A,, B, sa pewnymi stalymi zespolonymi. Zgodnie z warunkami
zszycia Darmois—Israela dla powyzszych funkcji w momencie przejscia fazowego

powinno zachodzié

/‘a|n:m = l‘b|n:n17 ﬂa|n:m = ﬂb‘n:m- (4.2)

Ze zwiazkow tych otrzymuje sie¢ nastepujace formuly dla wprowadzonych stalych
zespolonych w epoce a

. x . *
bVgq — bV
Aa — :u’ a /J“ a

. . )
ValVF — VgV n=nm

Vafty — Valhp

VaVa = VaV | p=p,

B, = (4.3)

a

Parom wspotczynnikow A i B w obu epokach nadaje sie ten sam sens fizyczny
poprzez ujednolicenie wyboru funkcji v w poszczegélnych epokach. Funkcje te
spelniaja jednorodne, liniowe réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu w postaci
normalnej, dla ktorego wronskian pary liniowo niezaleznych rozwigzan jest staty,
niezalezny od zmiennej niezaleznej. Stad naturalne jest odwolanie sie do tego

dostepnego kryterium normalizacyjnego i zadanie, by zachodzil warunek

Vol — Ul = Vplyy — Dl = const. (4.4)

Wéwczas state wspotezynniki przed funkcjami v nabieraja znaczenia zespolo-

nych amplitud. Warunki zszycia Darmois—Israela w polaczeniu z powyzszym
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warunkiem normalizacyjnym implikuja nastepujaca ogélna relacje dla amplitud
[Aal® = [Bal? = |As]* — | B|*. (4.5)

Rozwazmy dalej sytuacje szczegdlna, w ktorej w epoce b poprzedzajacej
przejscie fazowe zadane jest zaburzenie, ktérego propagacja w pelni opisana jest
fala o amplitudzie Ay, a amplituda By, znika. Wtedy w epoce a nastepujacej po
przejsciu fazowym zaburzenie staje sie superpozycja propagujacych sie naprzeciw
siebie fal o amplitudach A, i B,. W tym przypadku relacja (4.5) prowadzi do
nastepujacego wniosku

AP _ | |BaP
| Al | Ap[?

Widoczne jest, ze fala przechodzgca o amplitudzie A, zostaje wzmocniona w sto-

> 1. (4.6)

sunku do fali padajacej o amplitudzie A,. Wynik ten jest ogdlny i nie zalezy
od szczegdtow modelu kosmologicznego, zalezy juz jednak od nich ksztalt sa-
mego widma wzmocnienia. Fakt wystepowania wzmacniania pierwotnych fal
grawitacyjnych w tego rodzaju przypadkach jest podstawa dla sformulowania
kwantowo-mechanicznego procesu kreacji grawitonéw na przejéciu fazowym.
W tym podejsciu dokonuje sie standardowej kwantyzacji pierwotnych fal gra-
witacyjnych. Role wspélczynnikéw (4.3) przejmuja wspélczynniki Bogolubova,
a warto$¢ statej w warunku normalizacyjnym (4.4) zostaje podyktowana przez
kanoniczne relacje komutacyjne dla operatoréow kreacji i anihilacji. Istota zjawi-
ska zawarta jest w spostrzezeniu, ze z powodu ewolucji czasoprzestrzeni definicje
stanow czastkowych w epokach przed i po przejsciu fazowym sa nieréwnowaz-
ne, gdyz nieréwnowazne sa definicje stanu prézni w tych epokach. Przebiegowi
procesu nadaje sie wiec interpretacje kreacji czastek przez kosmiczna ekspansje
poprzez przejscie od stanu prézni do stanu czastkowego. Ostateczny rezultat
procesu charakteryzowany widmem powstatych czastek zalezy wprawdzie od
wyboru poczatkowego stanu prozni, ktéry jak wiadomo w niestatycznych czaso-
przestrzeniach nie jest jednoznacznie okreslony, ale tylko w wymiarze ilociowym,
a nie jakodciowym. Formalna i szczegdélowa analize tego mechanizmu mozna
znalez¢ w pracach Parkera [136, 137, 138] oraz ksiazce Birrella i Daviesa [12].
Zaprezentowany wyzej szczegélny przyklad wzmocnienia zaburzenia nie
uprawnia do stwierdzenia, ze w ramach klasycznego ujecia na przejsciu fa-
zowym dochodzi do wzmacniania pierwotnych fal grawitacyjnych w ogole. Nie
zostalo to do tej pory dostrzezone, a by sie o tym przekonaé, wystarczy odwrdcié
przedstawiona wczesniej sytuacje. Wybierajac w epoce a nastepujacej po przej-
$ciu fazowym dowolne zaburzenie opisane zupelnie falg o amplitudzie A4,, dla
ktoérego fala o amplitudzie B, nie wystepuje, mamy mozliwos¢ zadania pytania

o wlasno$ci tego zaburzenia w epoce b poprzedzajacej przejscie fazowe. Gdyby
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na przejsciu fazowym miato zachodzi¢ ogblne wzmacnianie zaburzen, nalezatoby
sie spodziewal, ze amplitudy fal skladajacych sie na zaburzenie w epoce b beda
mniejsze od amplitudy A,. Okazuje sie, ze tak jednak nie jest, bowiem relacja

(4.5) zastosowana do tego przypadku daje

ENE. 1+ |By|?

— 1 4.
AR T AE b (4.7

co jawnie pokazuje, ze fala o amplitudzie A, jest w istocie oslabiona w sto-
sunku do fali o amplitudzie A;. Stad z klasycznego punktu widzenia zjawisko
wzmacniania pierwotnych fal grawitacyjnych jest efektem sztucznym, warunko-
wanym odpowiednim przygotowaniem poczatkowego stanu zaburzenia. Podejscie
kwantowo-mechaniczne pozwala obej$¢ ten problem poprzez zalozenie, ze pier-
wotnie zaburzenia znajdowaly sie w stanie prézni. Czy takie zalozenie znajduje
uzasadnienie, pozostaje kwestia odrebng (zobacz na przyklad prace Agullo,

Navarro-Salasa i Parkera [4]).

4.2 Schemat usredniania zaburzen Greena—Walda

Problem usredniania maltych niejednorodnosci w modelach kosmologicznych jest
ostatnio jednym z intensywniej badanych zagadnien w kosmologii. Zasadnicza
kwestia, ktéra probuje sie rozstrzygnaé, jest odpowiedz na pytanie o zwrotny,
a wiec nieliniowy, wpltyw owych zaburzen na globalng ewolucje modeli kosmo-
logicznych. Omoéwienie podstawowych aspektow tego tematu mozna znalezé
u Ellisa [48]. Do tej pory zaproponowanych zostalo kilka podejsé¢ do problemu
uéredniania. Najwazniejsze z nich to podejscia Zalaletdinova [189], Bucherta
[20, 21] oraz Greena i Walda [69]. W warstwie swoich zalozen i stosowanych
metod obliczeniowych sa one wzajemnie nieréwnowazne, co niestety sprawia,
ze nie mozna dokonaé ich bezposredniego poréwnania. Ponadto ich kluczowe
wyniki czesto wzajemnie si¢ wykluczaja. W gléwnej mierze dotyczy to roli jaka
w réwnaniach Einsteina pelni stata kosmologiczna i préb jej wyjasnienia jako
efektywnego rezultatu usredniania maltych niejednorodnosci.

Sposréd wspomnianych ujeé¢ problemu uéredniania w kosmologii formalizm
Greena—Walda wyrdznia si¢ dobrze kontrolowanym rygorem matematycznym.
Jest on rozszerzeniem na czasoprzestrzenie nieprézniowe podejscia Burnetta
[23] dotyczacego krétkofalowych zaburzen czasoprzestrzeni prézniowych. Samo
podejécie Burnetta jest z kolei $cistym sformulowaniem prac Isaacsona [88,
89]. Schemat Greena—Walda oparty jest o dwie powiazane ze soba koncepcje.
Pierwsza z nich polega na wprowadzeniu nowego operatora, nazywanego staba

granica, usredniajacego tensory po zadanym parametrze, natomiast druga jest
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zalozenie o istnieniu jednoparametrowej rodziny czasoprzestrzeni, dla ktorej
staba granica réwnan Einsteina istnieje i jest skonczona. OczywiScie z punktu
widzenia zastosowan interesujace sa tylko takie przypadki czasoprzestrzeni, dla
ktorych staba granica réwnan pola jest nietrywialna, to znaczy nie sprowadza
si¢ do ich zwyklej granicy.

Usrednianie zaburzen czasoprzestrzeni w podejsciu Greena—Walda opiera sie
na braniu odpowiednio zdefiniowanej granicy réwnan Einsteina. Aby przedstawié¢
jakos$ciowo mechanizm dzialania tego schematu, rozwazmy na poczatek trywialny
przypadek zaburzenia liniowego. Niech zaburzenie to bedzie kontrolowane matym
parametrem ¢ < 1. W takim wypadku usrednianie réwnan Einsteina wzgledem
owego parametru mozna przeprowadzi¢ zgodnie z liniowa, teorig zaburzen w ogél-
nej teorii wzglednosci, postugujac sie zwyklym pojeciem granicy. W jego wyniku
uzyskujemy ciag réwnosci

lim kT, = il_I)I%) Guv(9) = Gy (lim g), (4.8)

e—0 e—0

gdzie pierwsza z nich wynika wprost z przepisania réwnan Einsteina (dla przejrzy-
stodci ewentualny czlon ze stala kosmologiczna wlaczamy do tensora naprezen).
Druga réwnosé oddaje natomiast istote przyjetego zalozenia o liniowoéci za-
burzenia opisanego parametrem e wzgledem réownan Einsteina. W przypadku
zaburzenia nieliniowego bedziemy si¢ tutaj spodziewaé pewnej dodatkowej, nie-
zerowej poprawki. Rozwazmy wiec teraz zaburzenie nieliniowe, kontrolowane
malym parametrem A\ < 1. Nieliniowo$¢ zaburzenia wzgledem réwnan Einsteina
w parametrze \ oznacza, ze zwykla granica tensora naprezen w tym parame-
trze nie istnieje. Przeprowadzenie udredniania réwnan Einsteina wymaga wtedy
wprowadzenia innego niz zwykla granica, adekwatnego do rodzaju nieliniowo$ci
operatora usredniajacego tensory. W wypadku schematu Greena—Walda jest nim
staba granica, oznaczana przez w-lim, a po jej Scista definicje odsytlamy do pracy
[69]. Jej dzialanie na réwnania Einsteina przedstawia sie nastepujaco

welim KT, = WA G (9) = Gy (v-lim g) — sty (4.9)

gdzie t,,, jest niezaleznym od parametru A, efektywnym tensorem naprezenl zwig-
zanym z zaburzeniem. Reprezentuje on zwrotny wplyw zaburzenia na globalnie
uéredniona czasoprzestrzen.

Wiasnosci efektywnego tensora naprezen zaburzenia zaleza od szczegdléw
definicji przejécia granicznego, od charakteru nieliniowosci zaburzenia, a takze od
wlasnoéci samej czasoprzestrzeni. Schemat Greena—Walda na wielko$é opisujaca

zaburzenie wybiera poprawke do tensora metrycznego zdefiniowana jako

By = Guy — W-lim g,,,. 4.10
p = v — Wl g, (4.10)
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Zaklada on, ze wielko$¢ ta jest mala w parametrze A (czyli limy_,o by, = 0),
co przektada sie no to, ze tensor metryczny jest liniowy w parametrze X i jego

usrednienia mozna dokonaé za pomoca zwyklej granicy

= L0 e = (11

O pochodnych poprawki h,, schemat zaklada jedynie, Ze s ograniczone w para-
metrze A (czyli limy_,o Vahy,, < 00), niekoniecznie male. Wreszcie zakltada sie

istnienie nastepujacego skorniczonego, gtadkiego pola tensorowego
N “;'EEH(VthAth,uU)' (412)

Pole to jest symetryczne w kazdej kolejnej parze wskaznikéw i dodatkowo jest

symetryczne ze wzgledu na zamiang dwéch ostatnich par wskaznikow

Hovedpy = H(00) (k) (uv) = HOipvr- (413)

Okazuje sie, ze za pomoca tego pola mozna wyrazi¢ efektywny tensor naprezen

zaburzenia,
1_ v Ba v B a ¥8 a L ga l s a
Kty = gg/w(_/‘ v B = W% + 20177 ga) + 5:“ phra — 5:“ Bu va

+ iﬂuvﬂaﬁa - iﬂuﬁuﬁaa - iﬂvﬂuﬁaa + %/‘Bﬁwaa - %ﬂﬁaul/ﬁw (4.14)
Green i Wald wykazali, ze efektywny tensor naprezen zaburzenia jest wielkoscig
niezmiennicza wzgledem transformacji cechowania i jest kwadratowy w poprawce
do tensora metrycznego. Przy dodatkowym zalozeniu, ze tensor naprezen cza-
soprzestrzeni spelnia staby warunek energetyczny, wykazali oni ponadto dwa
kolejne twierdzenia. Pierwsze moéwiace o tym, ze efektywny tensor naprezen
zaburzenia jest bezsladowy i drugie, ze spelnia on staby warunek energetyczny.
Twierdzenia te niosa wazne konsekwencje dla kosmologii, gdyz wynika z nich, ze
male niejednorodnosci nie moga imitowaé efektow zwiazanych ze stata kosmolo-
giczna, ani zadng inng hipotetyczna forma ciemnej energii.

Oryginalna praca Greena i Walda [69] jedynie zakladala, a nie zawierala
dowodu istnienia jednoparametrowej rodziny czasoprzestrzeni, dla ktorej wyste-
powalby nietrywialny efekt usredniania zaburzen. Pojawily sie obawy dotyczace
braku jasnej interpretacji parametru, po ktérym przeprowadza si¢ uérednianie
(Résanen [146]), oraz watpliwosci, czy schemat ten poprawnie oddaje efekty zwia-
zanie z urednianiem w skoriczonych obszarach przestrzeni (Ellis [48]). Jedynym
wowcezas znanym przykladem rodziny czasoprzestrzeni spelniajacej zalozenia
schematu Greena—Walda byl opisany przez Burnetta [23] przypadek plaskiej

fali grawitacyjnej. By pokazaé, ze procedura ta nie zaweza zbyt mocno klasy
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modeli, do ktérych moze by¢ stosowana, Green i Wald w pracy [70] zaprezen-
towali jej dzialanie na przykladzie czasoprzestrzeni Gowdy’ego. Tak w tym jak
i we wczesniejszym przykladzie rozpatrywane byly jednak czasoprzestrzenie
prézniowe. Pierwszego przykladu rodziny metryk rozwiazujacej nieprozniowe
réownania Einsteina dostarczyli Szybka et al. [167]. Byla to czasoprzestrzen
Wainwrighta—Marshmana wypelniona ptynem kosmicznym o sztywnym réwna-
niu stanu. Réwnoczesnie byt to pierwszy przyklad o potencjalnym znaczeniu
kosmologicznym.

Ponizej prezentujemy przyklad nieprézniowej czasoprzestrzeni wspierajacy
zalozenia schematu uséredniania niejednorodnosci w podejsciu zaproponowanym
przez Greena i Walda. Rozwazamy model kosmologiczny skonstruowany jako pyto-
wy model Friedmanna—Lemaitre’a zawierajacy pierwotne fale grawitacyjne. Jego
najwicksza zaleta jest to, ze jego model tla jest o wiele blizszy akceptowalnym mo-
delom Wszechéwiata niz dotychczasowe przyktady. Model ten, w przeciwienstwie
do nierealistycznego przyktadu zaburzonej czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera
z pracy Greena i Walda [70], posiada dobrze okreslone ugruntowanie fizyczne,
przy czym podobnie jak on zostal uzyskany metoda Synge’a. Tego typu modele
byly badane w przyblizeniu WKB przez Ehlersa, Prasanne i Breuera [46, 45, 143].
Tutaj do zdefiniowania zaburzenia wykorzystujemy znalezione przez nas $ciste

rozwigzania réwnania ewolucji pierwotnych fal grawitacyjnych.

4.2.1 Wysokoczestotliwosciowe pierwotne fale grawitacyj-
ne w pylowym modelu kosmologicznym Friedmanna—
Lemaitre’a

Rozwazmy model kosmologiczny, dla ktérego pole metryczne i pole predkosci

materii przyjmuja nastepujace formy

-1 0 0 0 -1
0 1+F 0 0 0
Gy = A? + , u, = A , (4.15)
0 1-F 0 0
0 0 0 1
gdzie pojawiajace sie wyzej funkcje dane sa formutami
a3H3 n? 397 (sin I5E 4 5 cos 152)
A=ag ‘)0201, F=¢ " (4.16)

ag
Wspolrzedna 7 jest wspolrzedna czasowa, x, y, z sa wspélrzednymi przestrzen-

nymi, a ich zakres zmiennoéci dany jest jako

n>0, 1-F?>0, z,y, 2 €R. (4.17)
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Powyzsze nieréwnosci wyznaczaja obszar, w ktérym wyznacznik rozwazanej

metryki jest $cisle ujemny, a czasoprzestrzen jest gtadka czasoprzestrzenia lo-

“Ofo A dolne ograniczenie na wspdlrzedna czasowy istnieje

w postaci funkcyjnej zaleznoéci od wspélrzednej przestrzennej z. Na tej hiper-

rentzowska. Dla ¢ < 3

powierzchni skalar krzywizny przyjmuje wartos¢ nieskonczona. Gesto$¢ energii

w tym modelu jest zawsze dodatnia, jesli tylko zachodzi € < 7“0510 A. Nie jest
to réwnoznaczne ze spelnianiem przez tensor energii-pedu tego modelu stabego
warunku energetycznego. Weryfikacja tego warunku dla dowolnego czasowego
pola wektorowego wymaga dokladniejszych badan. Z powodu pewnej sztucznosci
w konstrukcji tego modelu jego geometryczne cechy sa mocno skomplikowane.
Wsréd jego podstawowych wlasnoéci mozemy wymienié¢ brak pola przyspiesze-
nia, brak pola wirowos$ci oraz poprzeczno$é pola grawitomagnetycznego (czesci
magnetycznej pola Weyla). Nie znamy niestety jawnej postaci zadnego réwnania
stanu dla tego modelu. Z punktu widzenia schematu usredniania zaburzen nie
jest to jednak istotne, poniewaz powinien on pracowa¢ dla dowolnie zlozonych
czasoprzestrzeni, o ile tylko spelniaja jego zalozenia.

Dla € < 1 rozwazany model posiada interpretacje wypeinionego pylem, prze-
strzennie plaskiego, pozbawionego statej kosmologicznej modelu kosmologicznego
Friedmanna-Lemaitre’a zawierajacego geometrycznie szczegélne, stabe pole swo-
bodnej fali grawitacyjnej o dlugoséci A propagujacej si¢ w kierunku z. Mozna

latwo sprawdzié, ze pole perturbacyjne
huz/ = Guv — ?;w, (418)

rozwazane wzgledem pola metrycznego tla
gm/ = gli}% Guv = )1\15)% Guv (419)

istotnie jest ortogonalne wzgledem przeplywu, poprzeczne, bezéladowe i spelnia
réwnanie propagacji pierwotnych fal grawitacyjnych (2.84) (z 7, = 0).

Z drugiej strony jest widoczne, ze pole perturbacyjne h,, jest mate w dtugoéci
fali A, a jego pierwsze pochodne sa w tym parametrze ograniczone. Ponadto
istnieje dla niego skonczone pole pg, . zdefiniowane formuta (4.12), ktérego

niezerowe niezalezne sktadowe dane sg jako

Hnnrzze = —Hnnzzyy = Hnnyyyy = —Hnzzzze = Hnzzzyy = —HMnzyyyy
10 r76 4
ayg HS n
_ _ _ _ 2% 0
- /’[/ZZIIZIXE - _/’('zzxmyy - :uzzyyyy - E CG 512' (4'20)

Pozostale sktadowe tego pola wynikaja jego wlasnosci symetrii (4.13) lub zni-

kaja. Wymienione wlasnosci pola perturbacyjnego wspélnie wskazuja, ze dla
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rozwazanego modelu istnieje nietrywialna granica malych dlugosci fali. Wedtug
schematu usredniania zaburzen Greena—Walda efektywny tensor naprezen zabu-
rzenia t,,, w tej granicy moze zosta¢ wyznaczony za pomocy formuly (4.14) lub

bezposrednio z usrednionych réwnan Einsteina (4.9),% dajac

1 00 -1
2 1 0o 00 o

tyy =2 ——s—— 4.21

! afHz4sn* [ 0 0 0 0 (4.21)
-1 00 1

Efektywny tensor naprezen zaburzenia jest kwadratowy w poprawce perturba-
cyjnej, bezsladowy i spelnia slaby warunek energetyczny. Z punktu widzenia
rozwazanego modelu kosmologicznego zachowuje sie wiec jak plyn o promienistym
réownaniu stanu. Uzyskane wlasnosci efektywnego tensora naprezen zaburzenia sa
w pelnej zgodno$ci z twierdzeniami Greena i Walda. Stad model, ktéry rozwazy-
lismy, stanowi kolejng demonstracje trafnosci ich podejécia do efektéw zwrotnego
wplywu zaburzen w kosmologii. Jednoczeénie wykazaliSmy, ze pierwotne fale
grawitacyjne wysokich czestotliwosci nie moga odpowiadaé za dodatnia stata
kosmologiczng w obserwowanym Wszechswiecie.

W obliczeniach tego podrozdzialu wykorzystaliémy pakiety xAct [114] oraz
cegrg [185] dla $rodowiska Mathematica.

2Tutaj, inaczej niz dla przypadku przedstawionego w pracy [167], staba granica pola

naprezen T, nie sprowadza si¢ do zwyklej granicy.



Rozdziat 5

Podsumowanie

W tej czeséci dokonamy caloSciowego podsumowania uzyskanych rezultatow badan
i wykonanych przy ich okazji prac.

Znalezlismy wszystkie liouville’owskie rozwigzania rownania ewolucji pier-
wotnych fal grawitacyjnych dla modeli kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a
zawierajacych stata kosmologiczna, przestrzennie zakrzywionych, wypelnionych
plynem kosmicznym o liniowym, barotropowym réwnaniu stanu przy wykladniku

12445
» 39 3y 4y 39 3
Darboux (3.20) i dziela si¢ na dwie grupy: rozwiazan oscylacyjnych i rozwigzan

adiabaty ze zbioru v € {0 2}. Wystepuja one w formie Hermite’a—
nieoscylacyjnych.

Liouville’owskie rozwigzania oscylacyjne istnieja dla nastepujacych modeli:

e wypelnionych pytem, przestrzennie zakrzywionych, ze stala kosmologiczna:

1

H1,2
2l E’

2 1
. ‘ x 40 (o — 3Qk) + a(a — 3QK)E + Qo

B =ala —4Qk)(a(a — 3Qk)* +270,9Q2), (5.1)

e wypelnionych promieniowaniem, przestrzennie zakrzywionych, ze stala
kosmologiczna:
2 1
‘&‘ o 40 + a—,
a x

B =ca(ala—4QK) + 162,9Q,.), (5.2)

e wypelnionych $cianami domenowymi, przestrzennie zakrzywionych, bez
statej kosmologicznej:
2 1 1
‘&‘ o 992 + 3Q,a~ + a(a — 30) =,
a x x

B =ca?(a—4Qk)(a —3Qk)%.  (5.3)

87
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Wéroéd ich podstawowych wlasnosci nalezy wymienié¢ nastepujace:

e Zaburzenia, ktérych zachowanie sie w czasie reprezentuja, maja postac fal

biegnacych.

e Gdy 8 > 0, oba rozwiazania sa modami oscylacyjnymi. W szczegdlnosci
zachodzi to dla fizycznie interesujacych zakresow parametrow gestosci,
ktérymi tutaj sa odpowiednio (Q4, Qa) € (0, 1) x (0, 1), (2, Q) €
(0, 1) x (0, 1), oraz Q, € (0, 2).

e Gdy 5 < 0, oba rozwiazania sa modami eksponencjalnymi, jeden wzrasta-
jacym, a drugi opadajacym. Mozna zalozy¢, ze mod wzrastajacy powinien
by¢ odrzucony jako niefizyczny, a tylko mod opadajacy moze by¢ fizycznie
realizowany. Dla modeli, dla ktérych to zachodzi, istnieje pewna minimalna
warto$¢ parametru falowego, ponizej ktorej propagacja fal grawitacyjnych

jest thumiona.

e Mody oscylacyjne sa niewzrastajace. We wczesnych stadiach ewolucji ich
amplitudy konforemne! gwaltownie maleja w tempie kontrolowanym przez
parametr falowy i parametr gesto$ci pylu. W po6znych stadiach ewolucji
ich amplitudy konforemne stabilizuja si¢ na poziomie zdeterminowanym

przez parametry gestosci stalej kosmologicznej i $cian domenowych.
Liouville’owskie rozwiazania nieoscylacyjne istnieja dla nastepujacych modeli:

e wypelnionych materia sztywna, dodatnio przestrzennie zakrzywionych, bez

statej kosmologicznej:

( ) zz: (3), 2())71(2)”<_5;;:m4>”,

Ne{2n+1:1<neN}, (54)

e wypelnionych materig ultralekka, dodatnio przestrzennie zakrzywionych,

bez statej kosmologiczne;j:

(%)ZCX HZ:O (3,055 = ))?é) M) (_%Kxg)"

Ne{3n+1:1<neN}, (55)

ITym skrétowym okresleniem nazywamy wypisane tutaj amplitudy mierzone wielkoécia ‘ % ’,
ktéra charakteryzuje trend czasowej ewolucji poprawki do metryki trojwymiarowej przestrzeni

maksymalnie symetrycznej w modelu tla.
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> (5),(557)

)
>, Ca)

Qy
Ne{3n+2:1<neN} (56)

Ich podstawowe wlasnosci sa nastepujace:

Zaburzenia, ktérych zachowanie sie w czasie reprezentuja, maja postac fal

stojacych.

Dla tych rozwiazan g = 0. Drugie liniowo niezalezne rozwiazanie moze by¢

uzyskane metoda redukcji rzedu rownania rézniczkowego.

Postaé funkcyjna tych rozwiazan nie jest uniwersalna, zmienia sie ona wraz

z warto$cia liczby falowej.

Pierwsze rozwiazanie jest modem algebraicznym, drugie jest modem cal-
kowym, i oba rozwiazania sa opadajace. Wczesne stadia ich ewolucji sa
rzadzone przez parametry gestosci materii sztywnej i materii ultralekkiej.
Ewolucja modéw w poblizu fazy, gdy czasoprzestrzen osiaga swoje najwiek-
sze rozmiary, jest rzadzona przez parametr gestosci krzywizny. Wowczas

perturbacje przyjmuja swoje minimalne wielkosci.

Ponadto w toku prac uzyskaliSmy réwniez nastepujace wyniki:

SkonstruowaliSmy nowe narzedzie stuzace do przeprowadzania zamian

zmiennych w réwnaniach rézniczkowych w érodowisku Mathematica.

Zbudowaliémy narzedzie uniwersalnie porzadkujace sumy symbolicznych
nieskoriczonych szeregéow w Srodowisku Mathematica. Stuzy ono znajdowa-

niu rozwiazan réwnan rézniczkowych metodami Frobeniusa i Thomégo.

Podalismy jawne formuty dla wykladnikéw charakterystycznych Thomégo
w nieregularnych punktach osobliwych, nierozgatezionych rzedu 2, 3,1 4

oraz rozgalezionych rzedu %, %7 i %

Rozszerzylismy zakres bezposredniej stosowalnosci transformacji zespo-
lonej charakterystyki dla calki eliptycznej trzeciego rodzaju na dowolne

rzeczywiste wartosci argumentu.

Odkryli$my nowa wymierna transformacje charakterystyki dla catki elip-

tycznej trzeciego rodzaju.

Podali$my nowg kowariantna, niezalezng od wyboru uktadu wspélrzednych
w modelu tla, definicje zaburzen w postaci stabych fal grawitacyjnych

w modelach kosmologicznych Friedmanna—Lemaitre’a.
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e Wskazaliémy na zrédlo stabosci klasycznej interpretacji procesu kreacji
grawitonéw w efekcie Grishchuka jako wzmacniania amplitudy pierwotnych

fal grawitacyjnych na przejéciu fazowym.

e Zmnalezlismy nowy przyklad jednoparametrowej rodziny rozwiazan niepréz-
niowych rownan Einsteina zgodny z podejsciem Greena—Walda do problemu
usredniania zaburzen w modelach kosmologicznych. Jest nim pytowy model

Friedmanna—Lemaitre’a zawierajacy pierwotne fale grawitacyjne.

e Na wyzej wspomnianym jawnym przyktadzie modelu kosmologicznego wy-
kazalidémy, ze pole pierwotnych fal grawitacyjnych wysokich czestotliwosci

nie moze nasladowac statej kosmologicznej.



Dodatek A

Rownania rézniczkowe klasy
Fuchsa i rozwigzania

Frobeniusa

Ten dodatek poswiecimy zestawieniu podstawowych definicji i informacji na
temat réwnan rézniczkowych klasy Fuchsa. Zaprezentujemy réwniez konstrukcje
lokalnych rozwiazan tych rownan w otoczeniu ich punktéw osobliwych, ktore
nazywane sa rozwiazaniami Frobeniusa. Zawarte tu wiadomo$ci zostaly zaczerp-
niete z podrecznikéw [86, 132, 147, 157] i zmodyfikowane na potrzeby tego
krétkiego opracowania.! Nowoscia jest tutaj alternatywne ujecie punktu w nie-
skonczonosci, ktory dzieki zastosowaniu odpowiedniego podejécia jest w analizie
traktowany uniwersalnie razem z innymi punktami ptaszczyzny zespolonej. Takie
ujednolicenie jest szczegdlnie pomocne przy tworzeniu oprogramowania stuzacego
do klasyfikacji réownan rézniczkowych.

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie nastepujace jednorodne, liniowe réw-

nanie rézniczkowe zwyczajne, drugiego rzedu
Py(z)w" (2) + Pi(2)w'(2) + Py(z) = 0, (A1)

gdzie wspélezynniki Py(z), Pi(2) i Py(z) sa wielomianami w zmiennej z, a prim
oznacza rézniczkowanie wzgledem tej zmiennej. Za dziedzine tego réwnania
rézniczkowego przyjmujemy cala plaszczyzne zespolona wraz z doltaczonym
do niej punktem w nieskonczonosci, czyli tak zwana sfer¢ Riemanna. Zadane

punkty dziedziny réwnania rézniczkowego bedziemy numerowaé indeksem j, a ich

LPozycje [147, 157], choé bardzo cenne, zawieraja niestety wiele bledéw drukarskich. W tym

i nastepnym dodatku poprawiamy te bledy bez szczegélowego ich wymieniania.
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potozenie oznaczaé jako z;. Rézne od nieskonczonosci punkty dziedziny réwnania
rézniczkowego bedziemy numerowaé¢ indeksem 4, ¢ # 0, natomiast indeks 0
rezerwujemy dla punktu w nieskonczonoséci, a dla jego polozenia definiujemy zg =
0. Zabieg ten pozwala na systematyczne traktowanie punktu w nieskonczonosci
wspoélnie z pozostalymi punktami dziedziny réwnania rézniczkowego. Przenosi
sie on takze na zapis przyjmowany dla kolejnych nowo wprowadzanych funkcji
i wielkosci.

Podstawowa charakterystyka réwnania rézniczkowego (A.1) na plaszczyZnie
zespolonej (z # 0o0) opiera sie na analizie jego wymiernych wspélezynnikéw,
zdefiniowanych nastepujaco
_ ()

Py(2)

Aby badaé¢ charakter tego réwnania rézniczkowego w punkcie w nieskonczonosci

_ Pl(Z)
P2<Z)’

pi(2) qi(2) . (A.2)

(z = 00), analizie w punkcie z = 0 poddaje sie nastepujace funkcje
P(L Py (L
polz) = 2 - b P<<) SO 24;;5;2), (43)
ktére sa wymiernymi wspolczynniki réwnania rézniczkowego uzyskanego z orygi-
nalnego réwnania rézniczkowego poprzez zamiane zmiennej niezaleznej postaci

Punktami zwyczajnymi réwnania rézniczkowego (A.1) nazywane sa te punkty
zj, w ktérych funkcje p;(2) i g;(z) sa holomorficzne. Rozwijajac, naleza do nich
wszystkie punkty plaszczyzny zespolonej, w ktérych funkcje p;(2) i ¢;(z) sa holo-
morficzne, a punkt w nieskoriczonosci, jesli funkcje po(z) i go(2) sa holomorficzne
w punkcie z = 0.

Punktami osobliwymi réwnania rézniczkowego (A.1) nazywane sa te punkty,
ktére nie sa jego punktami zwyczajnymi. W praktyce naleza do nich punkty
zerowe wielomianu P5(z) oraz ewentualnie punkt w nieskoriczonosci.

Regularnymi punktami osobliwymi réwnania rézniczkowego (A.1) nazywane
sa te punkty osobliwe z;, w ktérych funkcje (2 — z;)p;j(2) i (z — 25)%q;(2) sa
holomorficzne. Innymi stowy sa to takie punkty osobliwe, w ktérych funkcja
p;(z) posiada biegun co najwyzej pierwszego rzedu, a funkcja ¢;(z) biegun co
najwyzej drugiego rzedu.

Nieregularnymi punktami osobliwymi réwnania rézniczkowego (A.1) nazywa-
ne sg te punkty osobliwe, ktére nie sg jego regularnymi punktami osobliwymi.

Réwnaniami rézniczkowymi klasy Fuchsa nazywane sa takie rownania réz-
niczkowe typu (A.1), ktére nie posiadaja nieregularnych punktéw osobliwych.

Dwa lokalne, liniowo niezalezne rozwiazania réwnania rézniczkowego (A.1)

w otoczeniu zadanego punktu zwyczajnego z; dane sg nast¢pujacymi szeregami
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potegowymi
w;i(z) = Z a;in(z—2)", (A4)
n=0

gdzie indeks [, I € {1, 2}, numeruje poszczegdlne rozwigzania oraz przyjmujemy,
ze aj1,1 = 01 ajo0 = 0. Szeregi te sa zbiezne w kole o srodku w punkcie
zj i promieniu réwnym odleglosci do najblizszego punktu osobliwego réwnania
rozniczkowego. Funkcje, ktére szeregi te reprezentuja w swoim obszarze zbieznosci,
moga zostaé jednoznacznie okre$lone na calej dziedzinie rozwazanego réwnania
rozniczkowego przy wykorzystaniu metody zwanej przedtuzeniem analitycznym.
Procedura ta jest szczegdlowo opisana miedzy innymi w podrecznikach [184, 161,
54].2

Na potrzeby dalszych rozwazan wprowadzamy nastepujace wielkosci pomoc-

nicze ( ) ( )
pjlz q;\z

g = res —r—2— i = Tes A5

Pjk r (Z—Zj)k+1’ qj,k T (Z—Zj)k-‘rl, ( )

z=z;j 2=z

gdzie k € Z, a przez res.—., f(z) oznaczamy residuum funkcji f(z) w punkcie
z = z;. Stanowia one k-te wspélczynniki rozwiniecia funkeji p; (2) i ¢;(2) w szeregi
Laurenta w pierscieniu wokdl punktu z; dziedziny réwnania rézniczkowego (A.1).
Wykladnikami charakterystycznymi (Frobeniusa) w regularnym punkcie oso-
bliwym z; réwnania rézniczkowego (A.1) nazywane sa pierwiastki nastepujacego

kwadratowego réwnania algebraicznego, zwanego réwnaniem wskaznikowym
2
80,40 T (i —1 — D)soj1 + ¢j—2 =0, (A.6)

gdzie indeks [, | € {1, 2}, numeruje poszczegélne pierwiastki. Pierwiastki te
umownie porzadkuje sie w ten sposob, ze Resp ;1 > Resg ;2. Wykladniki
charakterystyczne w regularnych punktach osobliwych réwnania rézniczkowego

klasy Fuchsa spelniaja nastepujacy warunek, nazywany tozsamoscig Fuchsa

2
Z ZSO’J‘J =N — 2, (A.7)
=1

J
gdzie indeks j przebiega po wszystkich regularnych punktach osobliwych réwnania
rézniczkowego, a wielko$¢ N jest ich calkowita liczba.

Dwa lokalne, liniowo niezalezne rozwiazania réwnania rézniczkowego (A.1)

w otoczeniu zadanego regularnego punktu osobliwego z; nazywane sg rozwigza-
niami Frobeniusa. Ich postaé zalezy od réznicy wyktadnikéw charakterystycznych
w tym punkcie

Ao j = 80,51 — 50,5,2- (A.8)

2Poniewaz jednak tutaj pracujemy na réwnaniu rézniczkowym, to aby znalezé jego rozwia-
zania w otoczeniu punktu spoza obszaru zbieznosci uzyskanych szeregéw, wygodniej jest na

nowo rozwiazaé rozwazane réwnanie rézniczkowe w otoczeniu owego interesujacego nas punktu.
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Jesli Ag ; ¢ N, to rozwigzania Frobeniusa przybieraja nastepujace formy
o0
wja(2) = (2= %)™ Y _ajin(z = 2)", (A.9)
n=0

gdzie indeks [, [ € {1, 2}, numeruje poszczegdlne rozwiazania. Jesli natomiast

Ag; € N, to drugie z rozwiazaii Frobeniusa moze zawiera¢ czlon logarytmiczny
(oo}
wii(2) = (2= 2))3 Y " aj1a(z —2)", (A.10a)
n=0
wj2(2) = Cjaln(z — 2j) w1 (2) + (2 — 2)°°97 Y bjon(z—2)",  (A.10D)
n=0

gdzie przyjmujemy, ze bj2 A, ; = 0. Szeregi wystepujace w rozwiazaniach (A.9)
i (A.10) sg zbiezne w kole o $rodku w punkcie z; i promieniu réwnym odlegtosci do
najblizszego punktu osobliwego réwnania rézniczkowego. Funkcje reprezentowane
przez te szeregi w ich obszarze zbieznosci moga zosta¢ w sposéb jednoznaczny

przedluzone analitycznie na cala dziedzine rozwazanego réwnania rézniczkowego.



Dodatek B

Wyktadniki
charakterystyczne Thomégo
w nieregularnych punktach

osobliwych niskich rzedéw

W tym dodatku podamy jawne formutly dla wykladnikow charakterystycznych

Thomégo w nieregularnych punktach osobliwych, nierozgatezionych rzedu 2, 3,
3 5
27 2
sa jednym z poje¢ stosowanych do celéw klasyfikacji jednorodnych, liniowych

i 4 oraz rozgalezionych rzedu i % Wykladniki charakterystyczne Thomégo
rownan rézniczkowych zwyczajnych, drugiego rzedu, posiadajacych wspotczyn-
niki bedace funkcjami wymiernymi w zmiennej niezaleznej. Pojawiaja sie one
w sytuacji, gdy rownanie rézniczkowe posiada nieregularne punkty osobliwe.
Wéwczas charakteryzuja one formalne, asymptotyczne rozwigzania réwnania
rozniczkowego w poblizu owych nieregularnych punktéw osobliwych. Rozwigza-
nia te nazywane sa rozwiazaniami Thomégo i zostaly szczegdélowo opisane na
przyktad w ksiazkach [132, 147, 157].

W odréznieniu od wykladnikéw charakterystycznych Frobeniusa w regular-
nym punkcie osobliwym, ktore spelniaja powszechnie znane rownanie wskazni-
kowe (A.6), ogélne réownania dla wyktadnikéw charakterystycznych Thomégo

w nieregularnym punkcie osobliwym nie sa obecne w literaturze.! Tutaj uzupeltnia-

W ksiazce [157] zostalty wprawdzie podane wzory dla wyktadnikéw charakterystycznych
Thomégo zerowego stopnia, ale tylko w przypadku, gdy réwnanie rézniczkowe zadane jest

w formie kanonicznej, naturalnej.
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my te luke, rozwazajac nieregularne punkty osobliwe niskich rzeddéw, z ktérymi
mamy do czynienia w tej rozprawie. W dodatku tym utrzymujemy ciagtosé
oznaczen przyjetych w dodatku poprzednim (A).
Rzad osobliwosci punktu z; dziedziny réwnania rézniczkowego (A.1) zdefi-
niowany jest nastepujaco
K
R; = max{Hj, %} (B.1)
gdzie H; jest krotnoscia punktu zerowego funkcji ﬁ w punkcie z;, a K; jest

krotnoscia punktu zerowego funkcji w tym samym punkcie, o ile funkcje

te sa okreslone. Zgodnie z ta definicja rzad osobliwosci punktu zwyczajnego
rownania rézniczkowego jest réwny zeru, natomiast rzad osobliwosci regularnego
punktu osobliwego réwnania rézniczkowego jest rowny jednosci.

Nierozgalezionymi nieregularnymi punktami osobliwymi réwnania réznicz-
kowego (A.1) nazywane sg te nieregularne punkty osobliwe z;, ktérych rzad
osobliwosci jest liczba naturalng wieksza od jednosci, R; € {n: 2 < n € N}.

Rozgalezionymi nieregularnymi punktami osobliwymi réwnania rézniczkowe-
go (A.1) nazywane sa te nieregularne punkty osobliwe z;, ktérych rzad osobliwosci
jest liczba poléwkowa wieksza od jednosci, R; € {n — 3: 2 < n € N}.

Istotnie nieregularnymi punktami osobliwymi réwnania rézniczkowego (A.1)
nazywane sg te nieregularne punkty osobliwe z;, ktérych rzad osobliwosci jest
nieokreslony, R; = oo.

Konfluentnymi réwnaniami rézniczkowymi nazywane sa takie réwnania réz-
niczkowe typu (A.1), ktére posiadaja przynajmniej jeden nieregularny punkt
osobliwy.

Zredukowanymi konfluentnymi réwnaniami rézniczkowymi nazywane sg takie
réwnania rézniczkowe typu (A.1), ktére posiadaja przynajmniej jeden rozgale-
ziony nieregularny punkt osobliwy.

Dwa formalne, asymptotyczne, liniowo niezalezne rozwigzania réwnania réz-
niczkowego (A.1) w poblizu zadanego nierozgalezionego nieregularnego punktu
osobliwego z; nazywane sa normalnymi rozwigzaniami Thomégo. W ogdlnosci

przybieraja one formy

Rj—

s - Smjl
wj,l(z) = (z — zj)<o,J,l exp< Z m - 732 ) Zaﬂ L n . n. (B.Q)
J

m=1

Z kolei dwa formalne, asymptotyczne, liniowo niezalezne rozwigzania réwnania
rézniczkowego (A.1) w poblizu zadanego rozgalezionego nieregularnego punktu

osobliwego z; nazywane sg subnormalnymi rozwigzaniami Thomégo. W ogdélnosci
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przybieraja one formy

2(Rj*1) o0
, 28m/2,5,1 2
wji(z) = (2—2;)°7! Cxp<— — ajin(z—2)"2 (B.3)
’ ’ n12:1 m(z — z;)™/? ,;) e

Indeks [, I € {1, 2}, numeruje poszczegélne rozwiazania. Wielkosci s, j; nazywa-
ne sa wykladnikami charakterystycznymi (Thomégo) stopnia m w nieregularnym
punkcie osobliwym z; réwnania rézniczkowego (A.1). Formuja one dwie se-
rie numerowane indeksem [, I € {1, 2}.2 W szczegdlnych przypadkach drugie
z normalnych rozwigzan Thomégo moze zawiera¢ czton logarytmiczny. Szeregi
wystepujace w rozwiazaniach (B.2) i (B.3) w ogdlnosci nie sa zbiezne, stad ich
formalny charakter. Funkcje (B.2) i (B.3) stanowia asymptotyczne reprezenta-
cje poszczegdlnych rozwiazan w sektorach |Arg (sry—1,.(z — zj)’(Rfl))| <3
zaczepionych w punkcie zj.?’

Wyktadniki charakterystyczne stopnia [2; —1 w nieregularnym punkcie osobli-
wym z; réwnania rézniczkowego (A.1) sg pierwiastkami pewnego kwadratowego
réwnania algebraicznego, zwanego réwnaniem wskaznikowym. Pierwiastki te
umownie porzadkuje si¢ w ten sposob, ze Resg; 1,51 = Resg,_1,5,2. Wyklad-
niki charakterystyczne nizszych stopni spelniaja natomiast liniowe réwnania
algebraiczne. Ponizej zestawiamy te rownania w przypadkach nieregularnych
punktoéw osobliwych niskich rzedéw. Wykladniki charakterystyczne zerowego
stopnia w punktach osobliwych konfluentnego réwnania rézniczkowego spetniajg

nastepujacy warunek, nazywany uogdlniong tozsamoscig Fuchsa
2
DD sogu= Ri-2 (B.4)
J =1 J
gdzie indeks j przebiega po wszystkich punktach osobliwych réwnania rézniczko-
wego.

Nierozgalezione nieregularne punkty osobliwe:

o rzedu R; = 2:
Sijvl + Ppj,—281,5,1 + qj,—4 = 0, (B5a)

2Poniewaz nie jest to wzmiankowane w literaturze, pozwolimy sobie w tym miejscu zauwazy¢,

ze w przypadku rozwigzan (B.2) mamy

d
Sm,j,l A% n
wj1(2) = exp /E (z—2; m+1>§ ajin(z —2)",

n=0
co daje zdecydowanie jasniejsza definicje wykladnikéw Thomégo. W przypadku rozwigzan

(B.3) sytuacja przedstawia si¢ analogicznie.
3Wynik ten nie pochodzi z cytowanej literatury. Podajemy go na podstawie wlasnych

obserwacji i w tym sensie jest on hipoteza.
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e rzedu R; = 3:

81,51

e rzedu R; = 4:

82,50 =

S140 =

80,51 =

,—1 — 2)81,5,0 +qj,—3
50,40 = — (p; o150+ i3, (B.5b)
281,50 + pj,—2
85 1+ Pj~35251 + 4j,—6 = 0, (B.6a)
_ _bj—252;11+ 3,5 (B.6b)
2821 +pj-3
s 83 51T Dj—25150+ (pj—1 = 3)s2,51 + ¢j,—a (B60)
0,5, — — . .
7 282,51+ Dj,—3
83 1+ Pj—45341 + 4j—s = 0, (B.7a)
_ Pj,—383,41 1 qj,—7 (B.7b)
283,51+ Pj,—4
B 5%,]‘71 + Dj,—382,5,1 + Dj,—253,51 + qj,—6 (B.70)
25351+ Dj—a ’
281515250 + Pj,—351,5,0  Pj,—252,50 + (Pj—1 — 4)$3,50 + ¢j,—5
283,51 + Dj,—a
(B.7d)

Rozgalezione nieregularne punkty osobliwe:

e rzedu RR; = %:
5%/2,3',1 +¢j,-3 =0, (B.8a)
2p; 1 —3
S041 === (B.8b)
e rzedu R; = %;
S%/2,j,l +¢j,-5 =0, (B.9a)
51,40 = —]%, (B.9Db)
2
81,50 T Pj,—281,50 + Gj,—4
=" B.9
51/2)J7l 283/27‘77[ ’ ( C)
4819518151+ 2pj —281/2.51 + (2pj—1 — 5)S3/9 4
S0l = — 1/2,5,151,5,1 D, 24 1/2,51 + (2pj,—1 ) 3/2,L (B.9d)
53/2,4,1
e rzedu R = %:
3%/2,;‘,1 +4q;,-7=0, (B.10a)
52,51 = ~bies (B.10b)
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2
S350+ P —35250 F Q56

83/2,5.0 = ; (B.10c)
285/2,4.1
283/2,5,152,4,0 + Pj,—353/2,51 + Dj,—255/2,
152,50 T Pj,—353/2,5,1 T Pj,—255/2,4,1
SLj1 =~ ; (B.10d)
285/2,4.1
2
53/9,5,0 T 251,3,182,5.0 + Pj~351,41 T Pj,—252,51 + qj,—5 (B.10¢)
8$1/2,5,0 = — .
/20 255/2,5.1 ’
50,51

_ As15u8s/2,50 + 481/2,5052,50 + 2P —351/2,50 + 2pj—253/2,50 + (2P,—1 — T)s5/2,50
485/2,j.1
(B.10f)

Powyzsze formuly dla wyktadnikéw charakterystycznych Thomégo zostaly
znalezione w $rodowisku Mathematica za pomoca specjalnie stworzonych narzedzi
stuzacych do poszukiwan rozwiazan rownan rézniczkowych w postaci szeregdéw.

Zostaly one szczegélowo opisane w dodatku (D) rozprawy.






Dodatek C

Transformacja zespolonej
charakterystyki dla catki
eliptycznej trzeciego

rodzaju

W tym dodatku przedstawiamy rozszerzenie zakresu bezposredniej stosowalnosci
istniejacych formul dla pewnych calek zawierajacych calki eliptyczne trzeciego
rodzaju z zespolonymi charakterystykami. Formutami, ktérymi bedziemy sie
zajmowad, sg calki 416.00-419.00 oraz 437.00-440.00 zawarte w klasycznych
tablicach calek eliptycznych Byrda i Friedmana [24]. Rozwazymy ponadto ich
przypadki graniczne, gdy charakterystyka jest wielkoscia rzeczywista. W konse-
kwencji uzyskujemy nowa wymierna transformacje charakterystyki i wigzemy ja
7z innymi znanymi szczegdlnymi relacjami. Wszystkie rozwazane tutaj tozsamosci
naleza do klasy transformacji zamieniajacych jedynie charakterystyke catki elip-
tycznej trzeciego rodzaju, a pozostawiajacych bez zmian jej modut i argument.

Przedstawione tutaj wyniki ukazaly sie w pracy autora [64].
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C.1 Wprowadzenie
Swoja uwage skupimy na calce 437.00 z tablic Byrda i Friedmana [24]
F(zlm)

_ €1 + ez €1 —1€2
)= / (o o ) T= o ) i) )

= (e1 + ieg) II(z|m, 01 + i02) + (e1 — ieg) II(z|m, 01 — i03),

gdzie wszystkie parametry ey, es, m, 01, 02, i 2 sa rzeczywiste, przy czym kwa-
drat modutu m jest ponadto ograniczony do przedziatu 0 < m < 1. Calki tego
typu sa spotykane przy okazji rozwazan réznorodnych probleméw fizycznych
jak na przyklad modelu napie¢ na powierzchniach kruchych cial stalych [145],
teorii wysokoczestotliwosciowej dielektrycznej odpowiedzi plazmy w tokamakach
[101], czy rozwazanej w tej rozprawie ewolucji amplitudy pierwotnych fal gra-
witacyjnych. Catka ta jest Scisle rzeczywista i jest mozliwe, a wrecz pozadane,
by wyrazié¢ ja za pomoca calek eliptycznych trzeciego rodzaju posiadajacych
rzeczywiste charakterystyki, jak rowniez wspolczynniki. Odpowiednie formuty
zostaly podane przez Bydra i Friedmana [24], jednakze wymagaly one pew-
nych poprawek, ktére zostaty naniesione przez Langa i Stevensa [103].! Ponizej

zestawiamy te formuly w nieznacznie zmienionej notacji

2

01T2 — 0271

I(z) =

X ((617’2 + 6202)(F(z\m) + v I(zlm, ny) + w1 (arctan y; + c))

1
Vi
1
— (e171 + e201) (F(2|m) + vo II(z|m, no) + ugﬁ artanhyg)), (C.2)

gdzie (i =1, 2)

; Sin z €oS z
yi = - — (C3)
(1 — p;sin” 2)V1 —msin® z

oraz

2
L , 2 , ) —
o, =v; +p; + 1, T = (s —ou)vi + i + (ni + 01 i 017 (C.4a)
02

—pi(n? + (i — 2)n; — m(2p; — 1)) — (03 + 03)

= , C.4b
’ (ni —01)? + 03 (C4)
m (m —01)? + 03
;= ; =4+ —=(n; —m), C.4
n 01 + O% qu 7]1,2 (1 _ ) (n m) ( C)
0 +o2 + \/o +02 (1— 01)2+02 (m— 01)2+02
Hi2 = m{1=m) (C4d)

1+ (m— 01) +o02

m(l—m)

INiestety poprawki te nie zostaly w petni wprowadzone w drugim wydaniu tablic [24] z 1971

roku.
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Wielkos$ci p; stanowia rozwiazania nastepujacego réwnania kwadratowego

1_‘_(m—01)2—|—0§ 2 of +05
m(l —m)

1
' m

+0%—|—0§<1_ (1—01)%+ 03
m

) =0. (C.5h)
Zwracamy uwage, ze 11 jest dodatnie poza przypadkiem trywialnym, gdy o1 =
02 = 0. Ponadto mamy 0 < no < m < ny < 1, dlatego tez IT(z|m, ny) jest
typu cyrkularnego, natomiast IT(z|m, ns) jest typu hiperbolicznego. Wielko$¢ ¢
wystepujaca we wzorze (C.2) nie pojawia sie w podreczniku [24], ani w pracy
[103].

Mozna tatwo sprawdzié, ze gdy przyja¢ wartos¢ wielkosci ¢ za zero, calki (C.1)
i (C.2) zgadzaja si¢ wzajemnie dla wszystkich rzeczywistych z, lecz tylko wowczas,
gdy 0? + 02 < m (czemu jest réwnowazne, ze y; < 1). Usilujac rozwiazaé ten
problem, w pracy [166] Sutherland zaproponowal zastapienie wyrazenia arctan y;
przez wyrazenie, ktére sprawia, ze formuly te (wciaz z ¢ = 0) odpowiadaja sobie
wzajemnie bez ograniczen na or, oz, ale tylko dopdki 0 < z < 7. Zasadniczo jego
rezultat jest wystarczajacy, by wyrazi¢ catke I(z) dla wszystkich rzeczywistych
z poprzez calki eliptyczne z rzeczywistymi parametrami. Wynika to z faktu, ze
calka eliptyczna trzeciego rodzaju spelnia nastepujace zwiazki nieparzystosci

i kwaziperiodycznosci w argumencie
II(—z|m, n) = — II(z|m, n), (C.6)
I (2 + kntlm, n) = II(z|m, n) + 2k II(5|m, n), k€ Z. (C.7)
Moga one zostaé¢ polaczone, by uzyskaé
Iz) =sen(z—m 2+ 3 )I(z =75 +3]) +2[2 +3]1(5),  (C§)

gdzie przez | | bedziemy oznaczaé funkcje podloga, co pokazuje, ze wszystkie
wartosci calki I(z) dla rzeczywistych z sa okreslone poprzez wartosci catki I(z)
dla 0 <z < 3.

Jest rzecza oczywista, ze dla celéw numerycznych postugiwanie si¢ formuta
(C.8) nalezy uznaé za najlepszy wybor. Jednakowoz nie jest tak w przypadku
obliczen symbolicznych, w ktérych najistotniejsza jest zwiezto$é uzyskiwanych
rezultatéw. Zgodnosé pomiedzy catka (C.1) a formulg (C.2) dla dowolnych rze-
czywistych wartosci o1, 02, i z bedzie osiggana automatycznie, jesli tylko formuta
(C.2) samodzielnie bedzie posiadata wlasnosé (C.8). Moze to zostaé zrealizowane
w naturalny sposéb poprzez odpowiedni dobér wielkosci ¢, co przeprowadzamy
w nastepnym paragrafie. W trzeciej czedci tego dodatku odnosimy uzyskane

wyniki do calek stowarzyszonych z rozwazana, w szczegdlnosci rozpatrujemy

przypadek rzeczywistej charakterystyki zachodzacy, gdy o2 = 0.
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C.2 Wartosci wielkosci ¢

W istocie wielko$¢ c zalezy od m, o1, 02, i z w taki sposéb, Ze jest ona stala
w pewnych regionach przestrzeni parametréw. Ta ogdlna zalezno$é moze zostacé

22— 1.

zredukowana do zalezno$ci od znakéw wyrazeni o + 03 — m, i g sin
Wynika stad odpowiednio sze$é roztacznych przypadkéw, w ktérych nalezy

przyjaé¢ nastepujace wartosci dla c:

(1) o2 +05<m: c=0.
Zauwazmy, ze w tym przypadku p; sin® z — 1 jest zawsze ujemne.
(1) 0 +05=m, i cosz #0: C:W\\;_F;J.
Tutaj réwniez zachodzi u; sin? z < 1.

1
(1) O%-i-ogzm, i cosz=0: c:w(ﬁ_J +2),

Poniewaz ten przypadek dotyczy tylko z = § + km, gdzie k € Z, formula dla
¢ moze zostaé¢ zredukowana do ¢ = z. Oprocz tego przypadek ten wymaga
dodatkowego szczegélowego potraktowania, gdyz graniczna forma formuly (C.2)
nie jest tutaj oczywista. Na moment przeniedmy si¢ pomocniczo do wspdlrzed-
nych biegunowych za pomoca transformacji o1 = pcosyp, i 0 = psing. Dla
wspomnianych z oraz o = \/m(1 + ¢), gdzie |e|] < 1, uzyskujemy nastepujace

rozwinigcia oryginalnych formul w szeregi?

1-m ]
=1- 2 3 )
" m—%/r?woscp—}—lg + 0, (C.92)
_ 1-m 9
S 2\/mcosp + et (%), (C-9b)
— 2/ 11
I (zlm, n) = vm : _mn‘;"“” ot o(1). (C.9¢)

W konsekwencji, gdy ¢ — (1/m)F, otrzymujemy
1
) — + 2,
\/m —2y/mcosp+1

co oznacza, ze w rozwazanym przypadku iloczyn ten jest nieokre$lony i jego

(C.10)

v I (zlm, nq

wlasciwa warto$¢ nie moze byé¢ uzyskana na drodze wziecia jego granicy. Co
wiecej, wyrazenie arctan y; réwniez jest tutaj nieokreslone, bowiem, podstawiajac
tym razem o = /m i biorgc granice z — (5 + k)T, gdzie k € Z, otrzymujemy
1 1
H1—=
v \/m—Q\/mcosap—i—l

2Korygujemy tutaj bledy, ktére pojawily sie w pracy [145].

arctany; — =+ . (C.11)

S
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Aby zachowaé konsystencje, w tym przypadku oba iloczyny (C.10) i (C.11)
w formule (C.2) powinny zosta¢ wprost zastapione zerami.

1
(1v) O%+0§>m, iulsin2,z<1: cQW{ZJrQJ'
T

1

2
(v) 07 4+ 02 >m, ipsin?z =1 c:w({;J —|—2>.

Wyrazenie arctan y; jest w tym przypadku nieokreslone i w formule (C.2) nalezy

je zastapié przez zero.

1
(v1) 0 +03 >m, i pysin®z > 1: c:27r<LZTJ —|—2>.

Rozwazone powyzej przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwosci.

Posiadajac w reku pracujace rozwiazanie, widzimy, ze zalezno$¢ od znaku
wyrazenia g, sin? z — 1 jest redukowalna i mozna sie jej pozbyé poprzez odpowied-
nig zamiane funkcji arctan y;. Stosownym podstawieniem, jakie nalezy wykonaé

w formule (C.2), jest
arctany; + ¢ = arccos 1 + d, (C.12)

gdzie
(1—pq sin® 2)\/1—msin? z
x] = sin z cos z (013)
\/771 + (1—pq sin? 2)2(1—msin? z) ’

sin? z cos? z

natomiast d jest nows wielkoscia. Wazne jest, by zwrdci¢ tutaj uwage, ze poja-
wiajace sie powyzej wyrazenie arccos x1 nadal posiada pewne nieciagtosci, ktoére
musza by¢ ujete w odrebny sposéb. W tej reprezentacji mamy jedynie trzy osobne

przypadki:

(I) 0% + 0% < m: d:wq;J - E+;D

Gdy sinz = 0, wyrazenie arccosz; nalezy zastapi¢ przez 0, natomiast gdy

cosz = 0 — przez 7.

z
(I1) 0% + 02 = m: dw{J.
™
Tutaj, gdy sin z = 0, wyrazenie arccos 1 nalezy zastapi¢ przez 0. W podprzypad-
ku, gdy cos z = 0, omdéwione wczeéniej uwagi dotyczace granicznego zachowania
sie iloczynu vy II(z|m, n1) utrzymuja swoja moc, z drugiej natomiast strony

wyrazenie arccos x1 jest woéwczas dobrze okreslone i przybiera wartosé¢ .

(ITT) o2 + 02 > m: d:w(ﬁJ + LZT+;D

Gdy sinz = 0, lub cos z = 0, wyrazenie arccos 1 nalezy zastapié przez zero.
) b)
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W ostatnim przypadku przy uzyciu tozsamosci [z + %J = |2z — | z| wartosé
wielkosci d moze zostaé¢ uproszczona, lecz tracimy wéwczas wyraznie widoczna
symetri¢ pomiedzy poszczegdlnymi przypadkami. Gdy 0 < z < 7, podstawienie
(C.12) z wielko$cia d zdefiniowana zgodnie z przepisem (I-III) redukuje si¢ do
propozycji Sutherlanda [166].

C.3 Powiagzane calki

C.3.1 Przypadek réznicy catek

Poniewaz formuly dla calek 437.00 i 438.00 z tablic [24] sa wyprowadzane ze
wspdlnego ansatzu (poréwnaj réwnania (3) z pracy [103]), mamy mozliwosé
natychmiastowego uzupelnienia drugiej z nich. W przyjetej przez nas notacji
formuta dla catki 438.00 przyjmuje postac

(e1 +iez) II(z|m, 01 +1i02) — (e1 —ies) I (z|m, 01 —i03) = ﬁ

1
X ((627'2 — e102) (F(z|m) + vy II(z|m, ny) + ulﬁ(arccos z1 4 d))

1
Vi

gdzie dla wielkosci d nalezy zastosowaé przypadki (I-1II).

— (eam1 — 6101)(F(z|m) + vo I (z|m, n2) + po artanh yg)), (C.14)

C.3.2 Przypadek p; =0

Calki 439.00 i 440.00 stosuja sie w szczegblnym przypadku, gdy pus = 0, kto-
ry zachodzi, kiedy (1 — 01)? 4+ 03 = 1 — m. Wowezas ny = 0 i w rezultacie
II(z|m, n2) = F(z|m). Aby skorzystaé z formul (C.2) i (C.14) w tym przypad-
ku,? konieczne jest podzielenie ich licznikéw i mianownikéw przez fio, a nastepnie
dodatkowo wykorzystanie, ze zachodzi

Il+v,  m oy 2(m—o1) T 20y

(C.15)

o T m—20,’ o m— 201 g_m72017
pod warunkiem, ze (1 —o01)% +03 =1 —m.

C.3.3 Przypadek 2z = 7

W ogdlnych wytycznych dotyczacych uzycia wielkosci ¢ i d w formutach (C.2)
i (C.14) uwzglednili$my réwniez przypadek calek zupelnych (z = %), to znaczy
calek 416.00-419.00. Nie jest wiec konieczne, by$my te rozszerzone formuly

wypisywali tutaj jawnie.

3Podazamy za sugestia Langa i Stevensa [103], dotyczaca wyboru definicji wielkoéci pomoc-

niczych (C.4) upraszczajacego uzyskiwane formuly, pomimo tej niedogodnosci.
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C.3.4 Przypadek o, =0

Przypadek o; = 0 jest szczegdlnie interesujacy, poniewaz, whrew temu, czego
mozna byloby oczekiwaé, nie trywializuje on rozwazanych formul. Prowadzi on
do nastepujacej, nieznanej wezesniej tozsamosci (dla przejrzystosci wprowadzamy

oznaczenie 01 = n)

II(z|m, n)
. m—-n (1 —m)n(n? —m)
o m F(Z|m) + ('I’LQ — 92N + m)(n2 —2mn 4 m) H(Z‘m, 7’1,0)
n(m —n)

(arccoszg +d), (C.16)

N 2vVn(n —1)(m —n)3
gdzie

(n2—2mn+m+n(n2—2n+m) sin? z2)V1—-m sin? z

sin z cos z

1‘0 — - - s
\/47’1,(7’), o 1)(m _ ’I’L)3 + (n2—2mn+m+n(n§i;2221—::2) Zln2 z)2(1—msin? z)
(C.17)

oraz
m(n? —2n +m)?

(n2? — 2mn +m)?’

nog = (018)

Wartosci dla wielkoSci d sa brane wedtug listy (I-111), a w przypadkach, w ktérych
sin z = 0, lub cos z = 0, wyrazenia II(z|m, ng) oraz arccos xo nalezy traktowaé
analogicznie, jak potraktowane zostaly IT(z|m, ni) oraz arccosz;. Relacja ta
przeksztalca charakterystyke calki eliptycznej trzeciego rodzaju, pozostawiajac
jej modut i argument niezmienionymi. Widoczne jest, ze wielko$¢ ng jest wy-
mierna funkcja n. Odwzorowuje ona poszczegdlne przedzialy n jak nastepuje:
(—o0, 0) na (m, 1), (m, 1) na siebie, (1, co) na (0, m), (0, m) na siebie. Tym
samym redukuje ona caly dziedzine charakterystyki do standardowego przedziatu
ng € [0, 1]. Ta cecha jest unikalna posréd pozostalych przykladéw transformacji
tego typu, ktérymi sa formuly 19.7.8-10 wymienione w bazie [25]. Ostatnio
byly one szeroko wykorzystywane przez Fukushime [57, 58] w jego nowatorskich
technikach obliczenn numerycznych wartosci calki eliptycznej trzeciego rodzaju.
Transformacja (C.16), podobnie jak inne tego rodzaju przeksztalcenia calek elip-
tycznych [130], zawiera réwniez pewne nowe wskazéwki odnosnie odpowiedniego
przedhuzenia analitycznego dla calki eliptycznej trzeciego rodzaju. Ciekawym,
ale odrebnym zagadnieniem jest odpowiedZ na pytanie, jak transformacja ta
wyraza sie w jezyku symetrycznych calek eliptycznych Carlsona [25].

Relacja (C.16) unifikuje ponadto pewne znane, jawne formuty dla calki elip-
tycznej trzeciego rodzaju dla szczegdlnych wartoséci charakterystyki. Po pierwsze,

gdy n? —m = 0, ujawnia ona w rozszerzonej formie formute 17.7.22 z ksiazki [3].
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Po drugie, gdy n? — 2n +m = 0, mamy ng = 0, a stad I1(z|m, ng) = F(z|m).
Wtedy efektywny wspolezynnik przy F(z|m) przybiera wartosé m(1 — n)(n? —
2mn +m) ™!, co doprowadza nas do formuty 17.7.23 z [3], zapisanej jednakze
w zwartej formie.

Na zakonczenie dodajmy, ze cze$¢ obliczen oraz numeryczna weryfikacja
przedstawionych tu wynikéw zostala przeprowadzona z wykorzystaniem systemdw

algebry komputerowej Mathematica i Maple.



Dodatek D

Narzedzia do obstugi
przeksztalcen réwnan

rozniczkowych

W tym dodatku przedstawimy narzedzia stuzace do manipulacji réwnaniami
rézniczkowymi, zaréwno zwyczajnymi jak i czastkowymi, ktore zostaly przez
nas zaprojektowane i zaimplementowane w srodowisku Mathematica. Pierwotnie
powstaly one na potrzeby tejze rozprawy, by usprawni¢ proces przeksztalcania
i poszukiwania analitycznych rozwiazan rownania ewolucji pierwotnych fal gra-
witacyjnych. W swojej ostatecznej formie posiadaja one jednak znacznie szerszy
zakres stosowalnoéci, ktéry obejmuje dowolne réwnania rézniczkowe. Narzedzia
te postuzyly miedzy innymi do wyprowadzenia formul dla wykladnikéw charak-
terystycznych Thomégo w nieregularnych punktach osobliwych niskich rzedéw,

ktére zostaly zebrane w dodatku (B) rozprawy.

Narzedzia te dzielimy umownie na dwie grupy: narzedzia pomocnicze i narze-
dzia gléwne. Zasadniczo zadaniem narzedzi pomocniczych jest wprowadzanie,
badz reprezentowanie pewnych nowych obiektow o zadanych, pozadanych wta-
snoéciach transformacyjnych. Natomiast zadaniem narzedzi gléwnych jest usyste-
matyzowane przeprowadzanie owych transformacji, ukierunkowane na okreslony
cel. Ta wzajemna wspdélpraca pomiedzy oboma rodzajami narzedzi sprawia, ze
sg one ze soba Scisle powiazane. Najlepszym tutaj przykladem takiego zwiazku

jest para narzedzi SUM i SDA.
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D.1 Narzedzia pomocnicze

D.1.1 Narzedzie CDS
Kod narzedzia CDS jest nastepujacy:
CDS[equ_,fun_,opt____]:=
MapAll[Collect[#,Flatten[Map[{Derivative]| 1[#][ " ,

Derivative| 1[#[ ], #] " ,F#] ], #" JHI&,
fun]], opt]&, equ]

Narzedzie to zbiera razem wystepujace w wyrazeniu equ sktadniki zawierajace
te same potegi zmiennych podanych w licie fun i ich pochodnych, ewentualnie
aplikujac przy tym dodatkowo funkcje opt do wspolczynnika kazdego uzyskanego
w ten sposéb nowego sktadnika.

Narzedzie CDS jest nieskomplikowang procedura zbudowana na bazie komendy
Collect. Ma ono za zadanie przede wszystkim utatwia¢ grupowanie sktadnikow

w réwnaniach rézniczkowych wedtug pochodnych funkcji.

D.1.2 Narzedzie INT

Kod dla narzedzia INT jest nastepujacy:
Format[INT[fun_][ini_,fin_]]:=

Row[{Underoverscript|” [d#”, ini, fin],” ”, fun}]

INT[fun_ ?(And@QQ@NumericQ/@DeleteDuplicates[Level[#, {—1}]]&)]
[ini_ ?(NumericQ[#]||Head[#] === DirectedInfinity&),
fin 7(NumericQ[#]||Head[##] === DirectedInfinity&)] :=

NIntegrate[fun[$], {3, ini, fin}]

Derivative[0,ord_|[INT[fun_||[_,var_]:=

Derivativelord — 1|[fun][var]

Derivativelord_,O|[INT[fun_||[var_,_]:=
—Derivative[ord — 1|[fun][var]

Operator ten reprezentuje catke oznaczona z funkcji fun w granicach od ini do
fin, a w przypadku, gdy granice calkowania sa numeryczne, wylicza numerycznie

wartos$é calki.
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Operator INT powstal specjalnie, by umozliwi¢ efektywne poszukiwania roz-
wigzan réwnan rézniczkowych za pomoca ansatzu Hermite’a—Darboux, ale moze
on by¢ uzywany réwniez w innych sytuacjach, na przyktad przy sprawdzaniu
rozwiazan uzyskanych metoda obnizania rz¢du réwnania rézniczkowego. Jego
zbudowanie bylo konieczne, poniewaz Srodowisko Mathematica nie oferuje nie-
calkujacego operatora reprezentujacego catke. Jak widaé, przy odpowiednio
dobranej koncepcji, jego definicja nie nastrecza wiekszych trudnosci. Poczyni-
my tutaj pewna ogdlna dygresje, by stwierdzié¢, ze gltéwna idea, ktéra powinna
zawsze leze¢ u podstaw tego typu przedsiewzieé, niezaleznie od ich rozmachu,
jest maksymalne wykorzystanie mozliwosci, ktére stwarzaja wykonywane au-
tomatycznie, wewnetrzne procedury danego $rodowiska. W sposob szczegdlny
dotyczy to jezykéw programowania wysokiego poziomu, jakim miedzy innymi
jest Mathematica, ktére dla wcielenia tej idei w zycie wymagaja od uzytkownika
gtebokiego poznania mechanizméw ich dziatania. Dla przykiadu, w przypadku
rozwazanego tutaj operatora INT zauwazamy to, ze Mathematica posiada wbu-
dowana procedure obliczajaca pochodna funkcji zlozonej i tak wprowadzamy ten
operator, by mozliwe bylo automatyczne korzystanie z tego faktu. Wéwczas do
poprawnego z punktu widzenia regul rézniczkowania okreslenia operatora INT

wystarcza tylko dodefiniowanie zachowania jego pochodne;j.

D.1.3 Narzedzie SUM

Kod dla narzedzia SUM jest nastepujacy:

Format[SUM[fun_,ind_,ini_]J]:=

Row[{Underoverscript[”’).”,Row[{ind,” = 7, ini}], "c0”], fun}]
SUM[0, ] :=

0
Derivative[  |[SUM|[_,ite_ |:=

SUM[1, ite]

coe_ SUM[fun_,ind ,ini ]":=

SUM[coe fun, ind, ini]/; !FreeQ[coe, ind]

Operator ten reprezentuje nieskonczony szereg o wyrazie ogélnym fun, indekso-

wanym wskaznikiem ind, ktérego poczatkowa wartos¢ wynosi ini.
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Operator SUM zostal stworzony na potrzeby poszukiwan rozwiazan rownan
rézniczkowych w postaci szeregéw Frobeniusa lub szeregéw Thomégo. Srodowisko
Mathematica nie posiada wbudowanego operatora, ktory reprezentowalby szereg
bez wyliczania jego sumy. Tutaj zdecydowano sie na jego wprowadzenie na
podobnej zasadzie jak wczesniej zaprezentowany operator INT poprzez okreslenie
zachowania jego pochodnej. Przy takim wyborze jednak podczas wykonywania
pochodnej funkcji ztozonej pochodna wyrazenia fun jest wyrzucana poza operator
SUM. Aby rézniczkowanie tego operatora przebiegalo zgodnie z przystugujacymi
mu regutami, konieczne bylo zdefiniowanie operacji wciagania wspotczynnikow
zawierajacych iterator pod operator SUM, co zostalto osiagniete dzigki zastosowaniu

komendy UpSetDelayed (w skrocie " :=).

D.2 Narzedzia gléwne

D.2.1 Narzedzie STF

Kod narzedzia STF jest nastepujacy:

STF[equ_,otn_,nto_,cof_ ]:=
FixedPoint|#/.Flatten|Map[{Derivative[ord  /;AndQ@
NonNegative[{ord} — Replace[List@QQHead[Head[#][[1]]]],

Symbol — 0]]][Identity@QHead[#[[1]]]][var ] :> Dt[#[[2]],
Sequence@@QThread[{{var}, {ord} — Replace[List@QHead|
Head[#[[1]]]], Symbol — 0]}], Constants — Select|
DeleteDuplicates|[Level[{cof,nto,Cases[{cof,nto},
INT[fun_][__ ] :> fun, {0,00}]}, {—1}]],!(NumericQ[#]||Memberq|

Map[#[[1]]&, nto], #])&]], #([1]] :> #[[2]]}&, cof]]// Map[Dt[#[[1]],
voc__ ] :> Dt[#][[2]], voc]&,ntol&, equ]// Map[#][1]] :> #[[2]]&, otn]

Narzedzie to przeprowadza zamiane zmiennych w wyrazeniu equ zadana lista
regul transformacyjnych otn i lista odwrotnych regul transformacyjnych nto dla
zmiennych niezaleznych oraz lista regul transformacyjnych cof dla zmiennych
zaleznych.

W literaturze mozna spotkaé kilka podej$é do problemu zamiany zmiennych
w réwnaniach rézniczkowych. Wéréd nich nalezy wspomnieé miedzy innymi
vChange, prosta i zwiezla procedure autorstwa Zimmermana i Olnessa [190],
ktéra pozwala dokonywaé zamian tylko pojedynczej zmiennej niezaleznej. Ma

ona charakter jedynie pogladowy. Innym wartym wymienienia narzedziem jest
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DerivativeVariablesTransformation napisane przez Trotta [171], ktére jest
juz o wiele bardziej ztozone. Dzieki stosowaniu podczas obliczenn odwrotnej ma-
cierzy transformacji Jacobiego narzedzie to pozwala dokonywaé rownoczesnej
zamiany wielu zmiennych niezaleznych w réwnaniach rézniczkowych czastko-
wych, nie wymagajac przy tym jawnego podawania transformacji odwrotnej.
Niestety, co podkresla sam autor, procedura ta nie jest dobrze zoptymalizowana
dla wigkszej liczby zmiennych, a ponadto nie obstuguje ona zadnych zamian
zmiennych zaleznych. Najbardziej zaawansowanym i wszechstronnym narzedziem
stuzacym do zamian zmiennych w réwnaniach rézniczkowych jest procedura
ReplaceVariables zawarta w napisanym przez Rubinsteina pakiecie [149]. Na-
lezy podkredli¢, ze jest ona pierwszym narzedziem oferujacym obsluge zamian
zmiennych zaleznych, cho¢ obsluga ta jest niepelna w tym zakresie, ze nie po-
zwala przeprowadzaé¢ podstawien pod dowolnie wybierane pochodne funkcji.
W przypadku zamian zmiennych niezaleznych autor zdecydowal sie zawezié ich
liczbe do czterech. Jest to sztuczny zabieg, ale tego typu praktyczne ograniczenia
dotycza wszystkich narzedzi korzystajacych z odwrotnej macierzy Jacobiego,
a wynikaja one nie tylko z czasochtonnosci procesu wyliczania macierzy odwrot-
nej, ale réwniez z potrzeby pozniejszego upraszczania uzyskanego w ten sposob
wyniku. Pomimo tych niedociagnieé¢ procedura ta potrafi wykona¢ wigkszosé
interesujacych zamian zmiennych.

Procedura STF powstala, by poza gléwnym zadaniem, jakim bylto skonstru-
owanie szybkiego i skutecznego narzedzia zamieniajacego zmienne w rownaniach
rozniczkowych, zrealizowaé¢ dwa dodatkowe cele. Po pierwsze, by umozliwi¢ uzyt-
kownikowi zadawanie zamiany zmiennych niezaleznych poprzez transformacje
odwrotna, co w niektérych praktycznych zastosowaniach moze by¢ z powodow
czysto technicznych wygodniejsze w uzyciu. Musimy tutaj bowiem zauwazy¢, ze
dla zadanej transformacji przy wybieraniu transformacji odwrotnej uzytkownik
posiada pewna swobode, gdyz w ogdlnosci dana transformacja nie wyznacza
jednoznacznie transformacji odwrotnej.! Drugim zadaniem bylo wprowadzenie
obstugi podstawien za pochodne zmiennych zaleznych, ktérej brakuje w ist-
niejacych narzedziach. Ogoélne zatozenie konstrukcyjne procedury STF zostalo
zapozyczone od narzedzia Zimmermana i Olnessa [190] i jej struktura rézni sie
znacznie od rozwigzan przyjetych u Rubinsteina [149]. Zostala ona wykonana
na bazie komendy Dt wyliczajacej pochodna zupelna danego obiektu, dzieki

czemu odznacza si¢ przejrzystoscia i zwartoscia formy. W toku swego dziatania

1By nie pozostawié watpliwoéci, zaznaczamy, ze choé transformacja odwrotna moze nie byé
wyznaczona jednoznacznie, to jednak jej jawna znajomos¢ nie jest potrzebna do pomyslnego
przeprowadzenia zamiany zmiennych. Wszystkie niezbedne ku temu informacje niesie ze soba

macierz Jacobiego transformacji, a za niag odwrotna macierz Jacobiego.



114

buduje ona odpowiednie tablice regul transformacyjnych, dokonujac nastepnie
podstawien za zmienne zalezne i ich pochodne, nastepnie za pochodne nowych
zmiennych niezaleznych i wreszcie za stare zmienne niezalezne. Automatycznie
rozpoznaje ona, ktére z nowo wprowadzanych obiektow sa zmiennymi, a ktore
stalymi. Poprzez wykorzystanie komendy FixedPoint pracuje ona w rezimie
samoiterujacym, to znaczy powtarzalnie aplikuje zadane przeksztalcenia dopoty,
dopdki nie zmieniaja juz one formy wyrazenia. Cho¢ procedura STF prezentuje
si¢ do$¢ niepozornie, jest bardzo elastyczna, a jej mozliwosci sa réwnie szerokie
jak pakietu Rubinsteina [149].

Ponizej prezentujemy cztery pogladowe przyklady zastosowania procedury
STF.

Przyktad 1

Ogodlne dzialanie procedury STF ilustrujemy klasycznym przyktadem laplasjanu
w dwoch wymiarach, dokonujac w nim przejscia ze wspoétrzednych kartezjanskich
do wspélrzednych biegunowych. Uwidocznione jest tutaj réwniez zastosowanie

narzedzia CDS.

In[_] := CDS[STF[t >V [x,y] + £ [x,y], {x — oCos[¢],y — oSin[s]},

{o = Vx? +y2, ¢ — ArcTan[y/x|}, {£[x,y] — glo, ¥|}], {&, 0, ¢},
Simplify[#,0 > 0]&]

g0, ¢] N g0, ]
- 2
0 0

Out| | + 82900, ¢

Przyklad 2

Ponizszy prosty przyklad prezentuje zastosowanie procedury STF do wykonywania

podstawien za pochodne zmiennych zaleznych.

In| ] := CDS[STF[t[x] + £"[x] + £®[x], {}, {}. {£"[x] — ax'[x]}], {£,x},

Simplify]

Out| | = (1 +a+ax+a’x?)f'[x]
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Przyktad 3

Kolejny przyklad jest jednym z testowych przykladéw pakietu Rubinsteina [149].
Demonstruje on redukcje nieliniowego réwnania rézniczkowego do réwnania kwa-
ziliniowego? poprzez zastosowanie odpowiedniej zamiany zmiennych. Przyktad

ten ukazuje iteracyjne dziatanie procedury STF.

In[ ] := CDS[—n'[€]*STF[y'[x] + 3ay[x]® + 6axy[x]?, {x = n[¢]},
{¢ — InverseFunction[n|[x]}, {y[x] — u'[x],u[x] — &}], {n, &},

Simplify]

Out[_] = —3a — 6an[¢]n'[] + n"[¢]

Przyktad 4

Ostatni przyklad poswiecamy zamianie zmiennych w réwnaniu ewolucji pier-
wotnych fal grawitacyjnych (2.61). Dokonujemy w nim przejécia ze zmienna
niezalezng z czasu konforemnego na znormalizowany czynnik skali, wprowadza-
jac przy tym do réwnania znormalizowany parametr Hubble’a. Przeksztalcenie
to wymaga postuzenia sie caltka, stad do tego celu zostal wykorzystany operator

INT. Ostatecznie rozwazane réwnanie uzyskujemy w formie (3.4).

2

4c an” [n]
I := CDS[————=STF[un"[n] — ( - QK) ,
n[_] o202 STELen "1 2] +Q pn(n]
a0%HO?«x c 1

{a— ez 7% INT[/h2p[#|&][ 7] — —m;}v

x-S : b, {nln] — ]
a0 KO INT[/n2q &[]

h2n[n] — h2x(x],an[n] — x}], {ux, h2x, x},FullSimplify//Q#&]

Out]_] = px[x](a — 8x2h2x[x] — 2x%h2%’ [x])
+(8x°h2x[x] + 2x*h2x/[x]) ux[x] + 4x*h2x[x]|px"[x]

2Whbrew temu, co twierdzi Rubinstein, wynikowe réwnanie nie jest liniowe.
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D.2.2 Narzedzie SDA

Kod narzedzia SDA jest nastepujacy:

SDAlequ_,var_,con____|:=
Module[{exp,val,aea,aeb}, aca = ExpandAll[equ/.SUM[fun_,ite |
:> SUM[ExpandAll[fun],ite]//.SUM[fua_ + fub_,ite__]:> SUM[fua,
ite] 4+ SUM[fub, ite]]//.coe_ SUM[fun_,ite__|:> SUM[coe fun,ite];
exp = First[Sort[Cases[aea, var"pow_ :> pow, {0, 00}],Refine[#1
< #2,Variables[{#1, #2}] € Reals&&con]&]]; aeb = aea/.SUM|
fun ,ind_,ini_|:> SUM[fun/.ind — (exp — Coefficient|
Exponent[fun, var], ind, 0])/Coefficient|[Exponent[fun, var], ind],
ind, ((Exponent|[fun,var]/.ind — ini) — Coefficient[exp, ind,0])
/Coefficient[exp,ind]]/; Coefficient|[Exponent|[fun, var], ind]
/Coefficient|exp, ind] == 1;val = Last[Sort[Cases[aeb, SUM[ ,
ini_]:> ini, {0,00}],Refine[#1 < #2, Variables[{#1, #2}] €
Reals&&conl&]]; aeb/.SUM[fun_,ind_,ini_ /;Refine[val — 1 — ini
€ Integers, con|] :> Sum[fun, {ind, ini,val — 1}] + SUM[fun, ind, val]
//.coe_ SUM[fun ,ite ]:> SUM[coefun,ite]//.SUM[fua ,ite ]
+SUM[fub_,ite | :> SUM[fua + fub, ite]]

Narzedzie to porzadkuje wystepujace w wyrazeniu equ skladniki zawierajace
symboliczne nieskoniczone szeregi reprezentowane operatorem SUM wzgledem
zmiennej var, wykorzystujac przy tym ewentualne dodatkowe warunki con.

W opracowaniach poswieconych manipulacjom na wyrazeniach zawierajacych
symboliczne szeregi funkcjonuje zasadniczo jedno narzedzie, mianowicie napisany
przez Peltio pakiet Summa [139]. Oryginalnie zostal on zaprojektowany jako wspar-
cie przy poszukiwaniu rozwiazan jednorodnych, liniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych metoda szeregéw lub metoda Frobeniusa. Pakiet ten oferuje ob-
szerny katalog polecen wykonujacych na szeregach symbolicznych takie zadania
jak ich rozwijanie, zwijanie, badz wylaczanie spod nich pewnej liczby wyrazow,
uzgadnianie wyktadnikéw poteg zadanej zmiennej oraz przesuwanie i wyréw-
nywanie wskaznikéw sumacyjnych. Ponadto zawiera on definicje operatoréw
rézniczkujacych i catkujacych szeregi. Sam pakiet zostal wprawdzie wyposazony
w wewnetrzny operator reprezentujacy szereg, lecz zgodnie z koncepcja auto-
ra pozostal on $cidle zwigzany ze standardowa komenda Sum. W szczegdlnosci

nie zostaly dla niego zdefiniowane zadne wlasnosci transformacyjne, ani reguly
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rézniczkowania. Stad praktyczne postugiwanie sie tym pakietem polega na po-
wtarzalnym wykonywaniu krok po kroku wspomnianych pojedynczych polecen,

co nawet w przypadku prostych rownan rézniczkowych jest zajeciem zmudnym.

Narzedzie SDA zostalo stworzone, by catkowicie zautomatyzowaé przebieg
procesu wyznaczania rozwiazan réwnan rézniczkowych w postaci szeregdéw. Po-
myslano je tak, aby po jego zastosowaniu do danego réwnania rézniczkowego
mozliwe bylo bezposrednie odczytywanie poszukiwanych formut dla wyktadnikéw
charakterystycznych i relacji rekurencyjnych wiazacych poszczegdlne wyrazy
szeregu. Dla jego implementacji kluczowe znaczenie ma opisany wyzej odpo-
wiednio zdefiniowany pomocniczy operator SUM, ktéry reprezentuje nieskonczony
szereg. Narzedzie SDA pracuje wylacznie na obiektach symbolicznych wlasnie ta-
kiego typu. Po wstawieniu do réwnania rézniczkowego funkcji wyrazonej poprzez
operator SUM, narzedzie SDA stuzy do uporzadkowania uzyskanego réwnania
do sumy pojedynczego szeregu i ewentualnych wyrazéw swobodnych. Jest ono
skonstruowane na zasadzie modutu. Poczatkowo poszczegolne skladniki zadanego
wyrazenia, w tym szeregi sum, sg rozwijane i dzielone na pojedyncze szeregi, przy
czym ich wspolezynniki sa wlaczane pod szereg. Nastepnie dla tych nowo utwo-
rzonych szeregéw znajdowany jest najnizszy wyktadnik potegi wybranej zmiennej
niezaleznej i do niego obnizane sg wyktadniki w pozostalych szeregach. Wreszcie
wyszukiwany jest najwyzszy wskaznik inicjujacy i znéw do niego podwyzszane
sa wskazniki w pozostatych szeregach, co odbywa si¢ poprzez wylaczanie spod
nich wyrazéw swobodnych. Szeregi w tak przeksztalconym wyrazeniu posiadaja
juz uzgodnione wykladniki poteg i wskazniki inicjujace i sa taczone w jeden
szereg. Podkreslamy, ze procedura ta jest realizowana uniwersalnie i sprawdza sie
zaréwno dla zwyklych szeregéw Frobeniusa, jak i dla szeregéw logarytmicznych
oraz normalnych i subnormalnych szeregéw Thomégo. Na koniec zauwazymy, ze
narzedzie to dopuszcza réwniez mozliwos¢é narzucenia dodatkowych warunkow

na wprowadzane do rozpatrywanego wyrazenia nienumeryczne stale.

Ponizej przedstawiamy cztery przyktady laczonego wykorzystania narzedzi
SUM i SDA.

Przyktad 1

W tym przykladzie rozwazane jest ogélne pojedynczo konfluentne réwnanie
rézniczkowe Gaussa, ktére w otoczeniu regularnego punktu osobliwego z = 0

posiada dwa zwykle rozwigzania Frobeniusa.
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In[ ] = CDS[SDA[STF[zw"[z] + (c + s2)w/[2] — (1 — s Jwlz]. {}, ).

{w[z] = z°SUM[a[n|z",n, 0]}], 2|, {z,a}, Simplify]

Out] | = s(~1+ ¢ +ajzral0]+ Yoz (<14 (<14 L 4m)es
n=1

sz)a[—l +n]+(@n+s)(—14+c+n+ s)a[n})

Przyktad 2

W ponizszym przykladzie rozwazany jest szczegdlny przypadek zredukowanego,
pojedynczo konfluentnego réwnania rézniczkowego Gaussa, ktorego jednym
z rozwiazan w otoczeniu regularnego punktu osobliwego z = 0 jest logarytmiczne

rozwiazanie Frobeniusa.

In[ ] := CDS[SDA[STF[zw"[z] — w'[z] — w[z], {}, {}, {w[z] — Cz’Log[z]
SUM[a[n]z", n, 0] + SUM[b[n]z", n, 0]}], 2], {z, Log, C, a, b}, Simplify]

Out[ ] = —b[0] + z(2Ca[0] — b[1]) — b[1] + i z '"(2¢(~1 +n)

a[-2+4+n] —b[-1+n]+ (-2 +n)nb[n] + C(—a[-3 +n|+ (—2+n)n
a[~2 + n)Log[z])

Przyktad 3

W kolejnym przyktadzie rozwazane jest ogélne podwdjnie konfluentne réwnanie
rézniczkowe Heunego, ktére w poblizu nierozgatezionego nieregularnego punktu

osobliwego z = 0 rzedu 2 posiada dwa normalne rozwiazania Thomégo.

In[ |:= CDS[SDA[Exp[i %]STF[ZQWH[Z] — (22 —cz—t)WW[z] — (az— )
wlz). (. (). wlz] — 220exp[~ 3 ™ suMfaln]z".n.0]}]. 2] {z.a}.

m=1

Simplify]
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out[ | =z~ 2+0ajo]s[1](t + s[1]) + z~ 1= (a[1]s[1](t + s[1]) + a[0](t
s[0] 4+ (=2 + ¢ + 2s[0])s[1])) + z°[%(a[0] (A + (—1 + ¢)s[0] + s[0]>—

s[1]) +a2]s[1](t + s[1]) + a[1](s(1 + s[0]) + (c + 2s[0])s[1])) + D

z 2t tslOl(_a[—3 4 n](—3+a+n+5s[0]) +a[-2+n](6+n>+X—5
s[0] + s[0]> 4+ c(—2 + n + s[0]) + n(—5 + 2s[0]) — s[1]) + a[n]s[1](t+
s[1]) + a[-1 +n](t(—1 +n+ s[0]) + (¢ + 2(—2 + n + s[0]))s[1]))

Przyktlad 4

W ostatnim przykladzie rozwazane jest ogélne podwdjnie zredukowane, podwéjnie
konfluentne réwnanie rézniczkowe Heunego, ktére w poblizu rozgalezionego
nieregularnego punktu osobliwego z = 0 rzedu % posiada dwa subnormalne

rozwiazania Thomégo.

In[ ] := CDS[SDA[Exp| ilsz%]]STF[zsw"[z] — (2% = Xz +t)wlz], {}, {},
s[0] Y 2s[3] 2 .
{w[z] — z°"Exp[— o |SUM[a[n]z2,n,0]}], z], {z,a}, Simplify]
0 1, 146001 1
out[_] = 2%afo] (~t + s[J*) + 2+ (afo](~3 + 4s[0])s[] + al]

(—t + s[%]Z)) + zt+sll (a[O]()\ + (=1 + s[0])s[0]) + %a[l](—l + 4s[0])

s[%] + a[2] (ft + s[%]Q)) + zztsl] (a[1] (—% + A+ s[o]z) + %a[Q}(1+

4s[0])s[%] +afs)(~t+ s[%]ﬂ)) + i 2390 (a4 + 0] +a[-2 + 1]
(2 + n; FA+ n(—g + s[O]) — 3sf0] + s[o}"’) + éa[—l +1n)(—5 + 2n+

as{o])s[3] +aln] (~t + s[5))

Tym przykladem konczymy dodatek poswiecony specjalnie stworzonym na-
rzedziom stuzacym przeksztalcaniu réwnan rézniczkowych w érodowisku Mathe-

matica.
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