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Wstep

Motywacja. Niepewno$é i losowos¢ jest nieodlaczna czescig otaczajacej nas rzeczy-
wistodci. Pojawia sie ona w uktadach fizycznych, bilogicznych, ale rowniez
i w ekonomiczno-finansowych. Decydent musi w optymalny sposéb wplywaé na taki
uktad, aby osiggnaé¢ pozadany skutek. Teoria stochastycznego sterowania jest odpowied-
nim narzedziem do rozwigzywania probleméw decyzyjnych tego typu.

Taka sytuacja dotyczy rowniez rynkéw inwestycyjnych. Zaczynajac od prac Mertona
[23] wyszukane metody teorii stochastycznego sterowania zostaly rozwiniete w celu po-
szukiwania optymalnej strategii inwestycyjnej. Wspomniana teoria wykorzystuje pojecie
funkeji uzytecznosci (satysfakcji) mierzacej stopien zadowolenia inwestora z posiadanego
dobra. Inwestor buduje stochastyczny model rynku finansowego i w danym modelu wy-
biera strategie inwestycyjna, ktéra maksymalizuje oczekiwana uzytecznosé przysztej war-
tosci portfela. Bardziej precyzyjnie inwestor maksymalizuje funkcjonat

X — EP(U(X)).

Czesto jednak pomijano milczeniem fakt, ze informacje dotyczace modelu rynku finan-
sowego maja charakter statystyczny. Parametry modelu sg estymowane z danych histo-
rycznych, w zwiazku z tym w decyzjach inwestycyjnych nalezy réwniez uwzgledni¢ ryzyko
plynace z ich niedoktadnosci. Zdarzaty si¢ bowiem w historii duze straty réznorodnych
instytucji finansowych spowodowane wtasnie ztym doborem modelu. Jako pierwszy na
potrzebe odrdéznienia ryzyka modelu (niepewnosci) od ryzyka zwiazanego z konkretnym
modelem probablistycznym, zwrécit uwage Knight [19]. Ellsberg [6] natomiast dostra-
czyt dowodow empirycznych potwierdzajacych iz dokonujac wyboréw decydenci nie kie-
ruja sie postacia wytacznie jednego modelu probablistycznego. Wéréd roznych pomystow
uwzglednienia ryzyka modelu w optymalizacji, najwicksza popularno$é¢ zdobyta metoda
minimaksowa, noszaca réwniez nazwe optymalizacji odpornej. Metoda ta polega na wy-
znaczeniu rodziny miar probablistycznych Q, wyznaczajacych zakres popetlionego przy
konstrukcji modelu btedu i postugujac sie kryterium najgorszego mozliwego scenariusza
dazeniu do maksymalizacji funkcjonalu odpornego

X — inf EY(U(X)).
QeQ

Okazato si¢ réwniez, ze mozna podac¢ aksjomatyczna definicje relacji
X Y = gelfQE@(U(X)) < Ci;;fQIL«:Q(U(Y))
(Gilboa i Schmeidler [12]), w sposob analogiczny do aksjomatycznej definicji relacji
X Y <= EYU(X)) <EU(Y))

wprowadzonej przez Morgensterna i von Neumanna.
3
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Niniesza praca jest poswiecona strategiom minimaksowym. Badania prowadzone sg w
modelu stanowigcym uogélnienie modelu Blacka-Scholesa. Rynek finansowy jest wyzna-
czony przez proces dyfuzji, ktérego wspotezynniki zalezne sa od obserwowalnego czynnika,
ktory nie jest przedmiotem obrotu gietdowego. Model obejmuje w szczegdlnosci modele
stochastycznej zmiennosci, modele krétkoterminowej stopy procentowej oraz modele cen
surowcoOw energetycznych.

Przeglad literatury. Pierwszy wazny krok w zagadnieniach dotyczacych poszuki-
wania optymalnej strategii inwestycyjnej zostal wykonany przez Markowitza [21] w roku
1952. Optymalnymi nazwal on te strategie, dla ktorych stopa zwrotu z prortfela ma
najmniejszg wariancje wsrod tych o ustalonej oczekiwnej stopie zwrotu. Byta to jednak
optymalizacja statyczna, co oznacza, ze portfel nie zmienial sie od poczatku inwestycji
az do jej konca. Przetomu dokonal Merton [23], [24], ktéry sformutowal zagadnienie dy-
namiczne, w ktéorym portfel moze sie zmienia¢ w kazdym momencie trwania inwestycji.
Wedtug teorii zbudowanej przez niego strategia optymalna to taka, ktér maksymalizuje
oczekiwana uzytecznos¢ wartosci portfela. Wraz z pojawianiem si¢ nowych modeli ryn-
kow finansowych, zagadnienia dotyczace wyboru optymalnej strategii inwestycyjnej staty
sie¢ obiektem zainteresowania wielu matematykoéw. Bogaty zbioér literatury nie pozwala
jednak wypisa¢ wszystkich znaczacych osiaggnie¢ w tej dziedzinie. Tu zostang przywotane
tylko te, ktore mialty wptyw na wyglad tej pracy. Dobry przewodnik po tych zagadnieniach
stanowi ksigzka Phama [29].

Rozwigzania probleméw inwestycyjnych dla skonczonego horyzontu czasowego, i w
modelach analogicznych do modelu rozwazanego w tej rozprawie, odnajdziemy w pracach
Zariphopoulou [41], [42], Musiela i Zariphopoulou [25], Stoikov i Zariphopoulou [35],
Pham [30], natomiast dla nieskoniczonego horyzontu inwestycyjnego w pracy Hernandeza
i Fleminga [17]. Sa to rozwiazania bazujace na teorii sterowania stochastycznego. Na-
lezy zaznaczy¢, ze teoria sterowania nie jest jedyng metoda rozwigzywania problemdéw
optymalizacyjnych w finansach. Czesto rozwiagzania oprate sa o tzw. metode dualng wy-
korzystujaca transformacje Fenchela Legendre’a i metody analizy wypuktej lub metode
oparta na teorii réwnan stochastycznych wstecznych (ang. Backward Stochastic Diffe-
rential Equations). Jednakze metody te, w przeciwienstwie do zagadnien sterowania,
skupiaja sie gtownie na wykazaniu istnienia optymalnej strategii i nie zawsze dostarczaja
metod jej konstrukcji.

Optymalizacja odporna pojawita sie w literaturze poswieconej strategiom inwestycyj-
nym na poczatku XXI w. W pracach Folmer i Gundel [10], Gundel [14], Schied i Wu
[32] roznorodne problemy inwestycyjne rozwiazywane byly metoda dualna. Aby wypisaé
strategie optymalna dla funkcji klasy HARA (ang. hyperbolic absolute risk aversion),
Hernandez i Schied [18] [31] oraz Schied [33] wykorzystuja potaczenie metod analizy
wypuklej i teorii stochastycznego sterowania. Mataramvura i Qksendal [22], ¥sendal i
Sulem [28], [27] rozwiazuja problemy inwestycyjne oparte o procesy dyfuzyjno-skokowe
wykorzystujac teorie gier rézniczkowych i rownan Hamiltona-Jacobiego-Bellmana-Isaaca.
Roéwnanie HJBI wykorzystywane jest réwniez w modelach przetacznikowych w pracy Siu
[34]. Nalezy réwniez wyréznié prace Talaya i Zhenga w ktérej dowodzone jest, ze funkcja
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warosci odpowiedniej gry rozniczkowej dla modelu dyfuzyjnego jest rozwigzaniem lepko-
Sciowym réownania HIBI. Rozwiazanie dla funkcji CARA (constant absolute risk aversion)
zostalo znalezione w pracy Zawiszy [43]|. Nie powinno sie zapominaé¢ réwniez o pracach
poswieconych wplywowi ryzyka modelu na wycene instrumentéw pochodnych. Warto
przeczytaé artykul napisany przez Conta [5]. Praca ta zawiera réwniez bogata bibliogra-
fie dotyczaca tego zagadnienia.

Niniejsza rozprawa réwniez opiera sie na teorii gier rozniczkowych i rownaniach HJBI.
Nowosciag w stosunku do obecnego stanu literatury sg rozwiazania odpornej wersji pro-
blemu Markowitza oraz sformutowanie problemu minimaksowego dla nieskonczonego hory-
zontu czasowego umozliwiajacego przeprowadzenie dowodu twierdzenia weryfikacyjnego.
Przeprowadzane sa tez dowody twierdzen o istnieniu i jednoznacznoéci gtadkich rozwigzan
semiliniowych rownan czastkowych. Wykazano w ten sposéb, ze mozliwe jest ostabienie,
zaproponowanych w wielu pracach, zatozen dotyczacych wspotezynnikéw modelu.

Organizacja pracy. Rozprawa zostata podzielona na 5 rozdziatéw. Pierwszy
rozdzial poswiecony zostal sformutowaniu zagadnienia. Opisana zostala réwniez metoda
rozwigzania wykorzystujaca teorie stochastycznych gier rézniczkowych. Sformutowane i
udowodniona zostata odpowiednia wersja twierdzenia weryfikacyjnego (twierdzenie 1.3.2
taczacego réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana-Isaaca ze wspomniang gra. Zagad-
nienie zostato sformutowane dos¢ ogoélnie tak, aby obejmowato mozliwie szerokg klase
problemoéw inwestycyjnych. W kolejnych rozdziatach przedstawione sa rozwigzania dla
typowych funkcji uzytecznosci. Nie powinnidmy jednak spodziewaé sie, ze dla wybranej
funkcji uzytecznosci problem moze by¢ rozwigzany w duzej ogolnosci. Dlatego w kolej-
nych rodziatach badane beda tylko te problemy, dla ktérych rozwiagzanie istnieje i mozna
je wypisa¢ korzystajaé¢ z rozwigzan réwnania czastkowego.

W drugim rozdziale ogdlne rezultaty z rozdziatu pierwszego zostaty wykorzystane do
zbadania probleméw inwestycyjnych dla funkeji uzytecznosci klasy HARA (U(x) = z7).
Uzyskujemy miedzy innymi rozwiazanie (zob. twierdzenie 2.1.2) wypracowane innymi
metodami w pracach Hernandeza i Schieda [18] i Schieda [33]. Optymalna strategia
oparta jest o rownanie czastkowe, ktére my dodatkowo potrafimy uprosci¢ do réwnania
Hamiltona-Jacobiego-Bellmana stosujac transformacje wprowadzone do literatury przez
Zariphopoulou [41], [42]. Dla wygody oznaczeh w tym oraz nastepnych rozdziatach przed-
stwiony jest rynek sktadajacy sie¢ z jednego ryzykownego aktywu i konta bankowego. Uzy-
skane w rozdziale pierwszym wyniki umozliwiaja rozszerzenie rozwiazania do przypadku
rynku wielowymiarowego.

Pierwsza czes¢ rozdziatu trzeciego dotyczy problemu zabezpieczenia instrumentu
pochodnego opartego o czynnik, ktérym nie mozna obraca¢ na rynku. Sa to wyniki (zob
tw. 3.1.3), ktore zostaly opublikowane w czasopismie Applicationes Mathematicae (Za-
wisza [43]). W drugiej czesci rozdziatu trzeciego sformutowany zostaje problem odporny
w oparciu o kryterium Markowitza. Wedlug wiedzy autora wyniki tu uzyskane (zob.
twierdzenie 3.2.4) nie pojawily sie¢ wczesniej w literaturze. Oba rozwazane w tym roz-
dziale problemy rozpatrywane sa tacznie, poniewaz w obu przypadkach dopuszczamy aby
wartos¢ portfela inwestora przyjmowata warto$¢ ujemna, ponadto zaktadamy determini-
styczng postaé stopy procentowe;j.



W rozdziale czwartym badana jest odporna wersja problemu inwestycyjnego
z nieskonczonym horyzontem inwestycyjnym; dowodzona jest odpowiednia postaé
twierdzenia weryfikacyjnego (zob. twierdzenie 4.1.1), ktére nastepnie stosowane jest do
uzytecznosci klasy HARA.

Na rozdziat piaty sktadaja sie dowody istnienia i jednoznaczno$ci réwnan semilinio-
wych, ktore zostaly wykorzystane w rozdziatach poprzedzajacych (zob. tw. 5.2.1, 5.2.2
oraz 5.3.4 ). W rezultatach tych pojawiaja sie stabsze zalozenia dotyczace wspdtczynni-
kéw modelu niz cytowane w literaturze rezultaty pochodzace z ksigzek Fleming i Rischel
(8], Fleming i Soner [9]. W dowodach wykorzystywany jest wzor Feynmana-Kaca i me-
tody analogiczne do tych zaproponowanych w pracy Becherer i Schweizer [1] dla réwnan
reakcji dyfuzji.

Podziekowania. Jestem wdzigczny mojemu promotorowi dr hab. Armenowi Ediga-
rianowi za wsparcie udzielone podczas pisania niniejszej rozprawy.



ROZDZIAY 1

Podstawowe fakty, oznaczenia i sformutowanie zagadnienia

1.1. Oznaczenia, definicje i podstawowe rezultaty

1.1.1. Analiza stochastyczna.

Rozprawa rozpoczyna sie wprowadzeniem niezbednych oznaczen. Dokonany zostanie
rowniez przeglad rezultatow, ktorych znajomosé jest niezbedna do zrozumienia tej pracy.
Pochodza one gltéwnie z ksiazek Oksendala [26] oraz Phama [29].

Przez (Q, {F;}ier, F, P) oznaczamy przestrzen probablistyczna z filtracja {F;}er,
gdzie T = [0,T] lub T = [0,400), wzglednie T = [T",T], T,T7" > 0. Pod pojeciem
procesu stochastycznego X na T rozumiemy rodzine wektoréw losowych
{(X}, X2,...,X™) | t € T} o ustalonym wymiarze m.

Definicja 1.1.1.

(1) Proces {X; |t € T} nazywany jest mierzalnym jesli odwzorowanie
QXT3 (wt) — Xi(w) jest F x B(T) - mierzalne'.

(2) Proces {X; | t € T} nazywany jest adaptowanym do filtracji {F;}ier, jesli dla
dowolnego t € T zmienna losowa X; jest F; - mierzalna.

(3) Proces {X; | t € T} nazywany jest progresywnie mierzalnym wzgledem filtracji
{Fi}ier, jesli dla dowolnego T' € T odwzorowanie Q2 x[0,T] 3 (w,t) — X;(w) jest
Fr x B([0,T]) - mierzalne.

Jesli n jest funkcja borelowsko mierzalna i proces X jest mierzalny (adaptowany / pro-
gresywnie mierzalny), to z faktu iz ztozenie funkeji mierzalnej i borelowsko mierzalnej jest
mierzalne wynika, ze proces n(X) jest mierzalny (adaptowany / progresywnie mierzalny).

Definicja 1.1.2. Proces {X; | t € T} nazywamy {F;}ier - martyngalem jesli jest on
{Fitier - adaptowany, E|X;| < oo dlat € T oraz

E(X:|Fs) =Xs, P—pw, s<t.

Definicja 1.1.3. Proces { X, | t € T} nazywamy lokalnym {F; hier -martyngatem jesli jest
{Fi}ier - adaptowany i istnieje niemalejgcy cigg momentow stopu {7, | n =1,2,...} taki,
ze lim 7, = 400 oraz dla kaidego n proces {Xin,, |t € T} jest {F;}ier -martyngaltem.

n—-+4o0o

Definicja 1.1.4. W = {(W}, W2 ..., WM | t € T}? nazywamy standardowym procesem
Wienera, gdy P(Wy = 0) = 1, prawie wszystkie trajektorie sq ciggle oraz przyrosty sq

LF x B(T) oznacza o-algebre produktows F i zbioréw borelowskich
2Symbolem AT oznaczamy transpozycje macierzy A

7
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niezalezne i stacjonarne o rozktadzie wielowymiarowym normalnym ze srednig 0 @ macierzg
kowariancji réwng (t — s)1I 3.

{FV }ier oznacza filtracje generowana przez proces Wienera i zbiory P - miary 0.
Symbolem

/ g dW, = / ol dW?
0 =170

oznaczamy calke stochastyczna wzgledem {Ew}te[o,T] — progresywnie mierzalnego procesu

1,2
T

P(/ ]05|2d5<oo>:1.
0

o= (o',0% ...,0") takiego, ze
Definicje caltki stochastycznej mozna odnalezé miedzy innymi w ksigzce Oksendala [26].

Definicja 1.1.5. Niech W = (WY, W?2 ... W™ bedzie standardowym procesem
Wienera. Definiujemy proces Ito jako proces X = (X', X2 ... X™)T
R™ taki, zZe prawie na pewno

o warto$ciach w
t t
Xt:X0+/bSds+/08dWs, 0<t<T,
0 0

t n t
to znaczy X; = X} +/ bids + Z/ o dWi, 0<t<T,
0 — Jo
J=1

gdzie Xq jest FY mierzalna, b = (b',...,b™)7T, 0 = (c%,...,0") = (6™)1<i<m. 1<j<n S@
progresywnie mierzalnymi procesami wzgledem filtracji {F}Y b takimi, Ze

T T
P(/ |bs|ds +/ |os?ds < oo) =1
0 0

dXt = btdt + O-tth‘

Zapisuje sie czesto:

Definicja 1.1.6. Jesli X jest procesem Ité i m = (', 7%, ..., ©™) jest procesem

{F¥ Yepo.r) — progresywnie mierzalnym takim, ze

T T
P(/ |T5bs|ds —I—/ m2o2ds < oo) =1,
0 0
T T ¢
/ T dX, 1= / mebeds +/ Teo, dW.
0 0 0

3] oznacza macierz identyczosci

to definiujemy catke
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Twierdzenie 1.1.7 (Wz6r 1t0). Jesli X jest procesem Ito, i funkcja [ jest klasy C*!
na zbiorze R™ x [0, T], to prawie na pewno, dla dowolnego t € [0,T] mamy

) Of "
P = 50,00+ | FH0X s +Z [ SEoxswsnas

41 ZZ/ amlax] Zgzko—]deZZ/ Bt (X,, )00 dWi,
=

=1 j5=1

Twierdzenie 1.1.8 (Twierdzenie Girsanowa, zob. Oksendal [26]). Jesli
e = (e, 2ty -y mae) | £ €10, T} jest {ﬂw}te[oﬂ — progresywnie mierzalnym procesem

stochastycznym 1
T 1 /7
EeXp (/ ndes - _/ |775|2d8) - 1a
0 2 Jo

t
W =W/ — /njsds j=12,....n

to proces

jest procesem Wienera (oraz {F}" }1e,r) martyngatem) wzgledem miary okreslonej na Fr

1 zadanej przez
dQ" T 1 [T
— = AWy — — s[2ds ).
7P eXp(/O U 2/0 |75 8)
Sam proces

t 1 t
5(/77de5) = em(/ NsdWs — 5/ |778‘2d3)7 te[0,T]
t 0 0

nazywamy eksponentq Doleans-Dade.

Uwaga 1.1.9. Jesli proces o jest progresywnie mierzalny wzgledem {ftW}tE[O,T] 1

T
P(/ |0'5|2d8) =1,
0

to nie musi byé on adaptowany wzgledem {F}V" beepo,r)- Mimo to calka

T
/ osdW.
0

jest dobrze zdefiniowana. Mianowicie analogicznie do catki wzgledem procesu Wienera
wprowadza si¢ catke wzgledem martyngatu catkowalnego z kwadratem *). Ponadto proces

{/OtadeQ te [O,T]}

jest lokalnym Q" 1 {Ew}te[O,T] martyngatem. Co w szczegolnosci oznacza, zZe istnieje
niemalejgcy cigg momentow stopu {7, | n =1,2,...} taki, Ze lim 7, =400 oraz

n—-+00

tATh
EQ” / 0,dW! = 0.
0

4Deﬁnicjau takiej calki i jej podstawowe wlasnosSci zostala podana miedzy innymi w ksiazce Phama
29]
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Twierdzenie 1.1.10 (Kryterium Novikova, zob. Qksendal [26] ). Jesli

1 /T
]Eexp(—/ ]ns|2ds> < 00,
2 Jo
T 1 T
Eexp(/ NsdWy — —/ ]nS\QdS) =1.
0 2 Jo

W pracy zostana wykorzystane elementy teorii stochastycznego sterowania. Teoria ta

to

znajduje zastosowanie wszedzie tam, gdzie nalezy dobraé¢ odpowiednie parametry (ste-
rowanie) uktadu fizycznego aby pracowal on w sposéb pozadany. Ewolucje uktadu, gdy
zostalo wybrane sterowanie m = {m; | s <t < T'} opisuje stochastyczne réwnanie réznicz-
kowe

(1 1) {dXt = b(Xt, t, Ft)dt + O'(Xt, t, Wt)tha

X, =¢.

Rozwigzaniem (silnym) problemu (1.1) nazywamy {F}" }ie[s.1] - adaptowany i prawie
wszedzie ciggly proces X, dla ktorego P- prawie na pewno

t t
Xt :g—i‘/ b(Xk,k,Wk)dk+/ O'(Xk,k,ﬂ'k>de, t e [S,T].

Jedli istnieje jednoznaczne rozwigzanie problemu (1.1) to oznaczane jest ono jako
X7(&,s). Dla danego odwzorowania

F:C(0,T]) =R

przyjmujemy, ze
E,F(X7) :== E°F(X"(z,s)),
gdzie E¥ oznacza wartosé¢ oczekiwana wzgledem miary Q.
Twierdzenie 1.1.11 ( zob. Pham [29)]). Niech istnieje stala L, zZe dla kaZdego t € [0, T,
x,y € R™
|b(z,t,m) = bly,t,m)| < Lz —y],
o(z,t,7) — o(y,t,m)| < Lz —yl,

T
IE/ (0%(0,¢,m) 4+ b%(0,t,m))dt < oo,
0
Wtedy dla wszystkich s € [0,T)] i dla kazdej zmiennej losowej F, - mierzalnej, E|€]? < oo
istnieje jednoznaczne’ i silne rozwigzanie problemu (1.1) na odcinku [s, T]. Ponadto
Eq( sup [X[[?) < oo
s<t<T

Jesli X i Y sa dwoma rozwiazaniami to jednoznaczno$é oznacza, ze P(X; =Y; dla dowolnego t €
[s,T]) =1
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oraz

E sup |X7(z,5) — X7 (y,5)|* < Krlx -y,
s<t<T

gdzie Kp jest stalg zalezng wylgcznie od T.

Twierdzenie 1.1.12 (Wlasno$¢é Markowa, zob Oksendal [26]). Niech dane bedzie
rownanie
dX; = b(Xy)dt + o(X;)dW,,
gdzie funkcje b i o spetniajg warunek Lipschitza. Wtedy dla dowolnej ograniczonej funkcy
borelowskiej f i t,h >0

Evo(f(Xen) | FY) (W) = Exy@oyw) f(Xn), P-p. w.
Szczegdlne znaczenie w matematyce finansowej maja rownania liniowe:

{dXt = b X, dt + 0 X, dW,

(1.2) X -

Procesy b oraz o wystepujace w rownaniu (1.2) nazywamy odpowiednio dryftem i zmien-
noscig.

Stwierdzenie 1.1.13. Jesli b oraz o sq procesami {ftW}te[o,T] progresywnie mierzalnymi

T T
P(/ b |dt +/ oldt < oo) =1,
0 0

to réwnanie (1.2) posiada jednoznaczne rozwigzanie:

t 1 t
X; =xexp (/ (bs — 503) ds + / ades).
0 0

Z twierdzenia 1.1.11 wynika ponadto, nastepujace

7

Stwierdzenie 1.1.14. Jesli procesy b i o sq ograniczone i Z jest rozwigzaniem
stochastycznego réownania réozniczkowego

dZt = thtdt + O'tthWt,

wtedy

E..( sup |Z]) < o0
t<s<T

dla dowolnych (z,t) € R x [0,T].

1.1.2. Twierdzenie o mierzalnym wyborze.

Niech U C R" bedzie zbiorem borelowskim, natomiast I' C R zbiorem zwartym.
Dana jest rowniez ciaggta funkcja f : U x I' — R. Zagadnienie mierzalnego wyboru polega
na wykazaniu, ze istnieje borelowsko mierzalna funkcja n* : U — I taka, ze
n*(y) € arg 15161%1 f(y,n). Rezultaty tego typu sa wykorzystywane w teorii sterowania do

konstrukcji rozwigzan optymalnych. Czesto cytowanym w literaturze wynikiem jest twier-
dzenie udowodnione w ksiazce Fleminga i Rischela [8] (dodatek B). Niestety w wielu
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przypadkach bywa ono niewystarczajace. Wedlug niego odpowiednia funkcja borelowska
owszem istnieje, ale warunek n*(y) € arg milgl f(y,n) jest speliony tylko z doktadnoscia
ne

do zbioru miary Lebesgue’a 0. Do wykazania uzytecznego dla nas

twierdzenia wykorzystany zostanie dosy¢ stary rezultat wywodzacy si¢ jeszcze od Kura-
towskiego i Ryll-Nardzewskiego, a ktorego wypowiedZ mozna odnalez¢ w pracy Wagnera
[39] (twierdzenie 3.1). Wynika z niego, ze do istnienia n* wystarczy, aby spelione byty
nastepujace warunki:

o [ jest przestrzenia polska,
e dla wszystkich y € U zbior arg mi%l f(y,n) jest zbiorem domknietym.
ne

e dla wszystkich zbiorow otwartych V' C I' zbiér
{y € U | argmin f(y,n) NV # 0}
jest zbiorem borelowskim.

Twierdzenie 1.1.15. Jezeli funkcja H(y) = mi%l f(y,n) jest ciggla, to istnieje funkcja
ne

borelowsko mierzalna n* taka, ze n*(y) € arg Il’li%l fy,n).
ne

DowOD. Sprawdzamy warunki podane powyzej.
arg mip f(y,n) jest zbiorem domknietym, poniewaz f jest funkcja ciagta.
ne
Wybierzmy dowolny otwaty zbior V' C I'. Niech {K, | n = 1,2,...} bedzie ciagiem
domknietych wstepujacych zbioréw wypekiajacych V. Wtedy

{y e U argmin f(y,n) NV # 0} = Uiveu] argmin f(y, 1) N Ky # 0}
ne ne

n=1

Pokazemy, ze dla dowolnego zbioru domknietego K zbior
Wi={y € U argmin f(y,n) N K # 0}
"

jest zbiorem domknietym.
Niech {y, | n =1,2,...} C W zbiezny do § € U. Istnieje ciag {n*(y,) | n =1,2,...}
taki, ze n*(y,) € arg milgl f(y,n) N K. Poniewaz I' zwarty to mozna wybra¢ podciag
ne

{n*(yn,,) | K =1,2,...} zbiezny do 77 € K. Mamy
H(y) = lm H(yn,)= Un f(yu, 7" (4n)) = f(5,7)
Zatem y € W i W jest domkniety w U. U

1.2. Sformulowanie zagadnienia i metoda rozwigzania

1.2.1. Model.

Praca oparta jest na modelu rynku finansowego, ktéry jest naturalnym uogélnieniem
modelu Blacka-Scholesa. Sktada si¢ on z m + 1 aktywéw finansowych {B; | 0 < t < T}
i {S; = (S},52,...,8™) | 0 <t < T} oraz czynnika, ktéry nie jest przedmiotem obrotu
gieldowego {Y; | 0 < t < T}. B interpretujemy jako konto bankowe, natomiast S to
aktywa obarczone ryzykiem np. akcje gietdowe. Zaktadamy, ze procesy, ktore zostaty
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wprowadzone powyzej sa silnymi rozwigzaniami uktadu stochastycznych réwnan réznicz-
kowych:

dBt = T(E)Btdt,
(1.3) dS! = Sib'(Yy)dt + Sio™ (V) dW}, i=1,2,...m,
dY; = g(Yo)dt + a(Y:) (pdWy + pdW7),

gdzie W = (W1, W?)T jest standardowym procesem Wienera wzgledem danej miary pro-
bablistycznej P na (2, F), przyjmujacym wartosci w R® x R . p = (p1,p2, ..., pn) jest
wspOlezynnikiem korelacji (p := /1 — |p|?). Zaktadamy, ze wspétezynniki

r:R—1[0,400), ¢g:R—R, ,a:R—R,
b=0,...., 0™, V:R—R, i=1...m,

o= ("), o :R—-R i=1...m,j=1...n

sa funkcjami ciaglymi takimi, ze istnieje jednoznaczne silne rozwiazanie uktadu (1.3).
Dodatkowo zakladamy, ze macierz o(y)o? (y) jest $cisle dodatnio okreslona dla kazdego
y € R.

Zatozenie o niezaleznosci wspotczynnikéw od czasu jest wyltacznie dla wygody notacji
i moze zosta¢ w niektérych przypadkach opuszczone. Model (1.3) obejmuje miedzy in-
nymi modele stochastycznej zmiennosci (dla m=1) oraz modele krétkoterminowej stopy
procentowej. Zadaniem procesu Y jest czesto modelowanie ryzyka niefinansowego np. dla
ceny surowcow energetycznych istotne znaczenie bedzie miata temperatura powietrza.

Oczywiscie w wielu praktycznych zagadnieniach w modelu nalezy uwzgledni¢ wiecej
niz jeden czynnik. I w wielu przypadkach dowodzone w pracy rezultaty mozna rozszerzy¢
do modelu wieloczynnikowego. Problem jednak stwarzaja réwnania czastkowe, na ktérych
oparte sa strategie optymalne. Powrdocimy do tego zagadnienia w rozdziale drugim.

1.2.2. Ryzyko modelu.

W typowych czysto praktycznych problemach, wiedza na temat modelu (1.3) jest tylko
wiedzg statystyczna, bowiem jego parametry sg estymowane z danych historycznych. Dla-
tego podejmujac decyzje inwestycyjne nalezy wzia¢ réwniez pod uwage ryzyko
zwigzane z niedoszacowaniem modelu. Rozne sa jednak definicje ryzyka modelu. W niniej-
szej pracy przyjmiemy, ze znana jest przestrzen zdarzen elementarnych (€2, F), natomiast
dana miara probablistyczna P niedoktadnie oddaje zachowanie rynku. Wiadomo tylko
tyle, ze rzeczywiste prawdopodobienstwo nalezy do pewnego zbioru miar Q. Podazajac za
praca Herndndeza i Schieda [18] oraz Schieda [33] rozwazamy nastepujaca rodzine miar
probablistycznych:

d
Q = {Q ~ P | d_g = 5(/ nltthl +772tth2) ) (7717772) € M}’

T
gdzie £(+); oznacza eksponente Doleans-Dade a M oznacza zbiér progresywnie mierzal-
nych proceséw n = (n1,1m2) = (01,12, ...,n},m2) o wartodciach w ustalonym, zwartym i
wypuklym zbiorze I' C R™ x R. Miare wyznaczong przez proces n € M oznaczana jest
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jako Q7. Z kryterium Novikova (twierdzenie 1.1.10) wynika, ze rodzina Q jest dobrze
zdefiniowana.

Zgodnie z twierdzeniem Girsanowa (twierdzenie 1.1.8) dynamika procesu S moze by¢
zapisana w postaci

dS} = S{(V'(Yy) + 0" (Vo) dt + Sio™ (Y)dW,", i =1,2,....m,

gdzie
thj”:mlj—fgn{sds, j=1,2...,n,
W2 = W2 — [ nagds

jest procesem Wienera wzgledem miary Q7. Tak sformutowana niedoktadnos¢ modelu

moze by¢ zatem postrzegana jako ryzyko zwiagzane z niedoszacowaniem wspotczynnika

dryftu b. Pominiecie niedoktadnosci zwigzanej z parametrem zmiennosci ¢ mozna wyttu-

maczy¢ tym, ze btad estymacji zmiennosci jest duzo mnejszy od btedu estymacji dryftu.
Gdy proces 1, zostanie dobrany tak, ze

dSi = Sir(Y)dt + Sio™ (V) dw}", (i=1,2,...,m),

to powiemy, ze Q" jest miarg martyngatowq®. Miary tego typu sa uzywane do wyceny
instrumentéw pochodnych (np. opcji).

1.2.3. Strategia inwestycyjna i jej dynamika.

Definicja 1.2.1. {F¥ };cr —progresywnie mierzalny proces
7= (7% 7)) = (7% 7l ... ™) nazywamy strategiq finansowq. Wartoscig portfela (bogac-

twem inwestora) nazywamy proces
(1.4) X;=md 4wl +... + 1

Proces 7' to warto$¢ kapitatu zainwestowanego w instrumenty i-tego typu (7 to ilogé
pieniedzy wtozona na konto bankowe / pozyczona z banku). Wsrdd wszystkich strategii
bedziemy zainteresowani tylko takimi, ktore dopuszczaja wyltacznie kapitat bedacy wy-
nikiem dziatalnosci inwestycyjnej z poprzednich okreséw. Dopuscimy rowniez mozliwosé
konsumowania czesci kapitatu, dotaczajac do zdefiniowanej juz strategii proces progre-
sywnie mierzalny c¢. Wprowadzimy nastepujaca definicje:

Definicja 1.2.2. Strategie finansowq (7,c) nazywamy samofinansujgcg, jesli wartosé
portfela spetnia

70 ! i
dX, = LdB, + =LdS! + ...+ =dS™ — ¢,dt.
t Bt t + Stl t + + Szn t Ct

Jesli (7, ¢) jest samofinansujaca, to zgodnie z rachunkiem macierzowo — wektorowym
zapisujemy
dX, = 7lr(Y;)dt + mb(Y;)dt + w0 (V) dW}! — cdt.

6Ty martyngalem/lokalnym martyngalem jest proces 5
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Dodatkowo mozna wykorzysta¢ rownos$¢ (1.4) otrzymujac nastepujacy problem:

(1.5) dX, = r(Y;) Xedt + 7 (b(Y2) — 1r(Yy))dt + mo(Yy)dW} — cidt,
' X, =ux,
gdzie 1 := (1,1,...,1)T. Proces 7 = (x',...,7™) interpretujemy jako czeé¢ kapitatu

zainwestowanego w aktywa obarczone ryzykiem S. Natomiast proces ¢ wyznacza inten-
sywnos¢ konsumpcji.  jest kapitalem poczatkowym inwestora.

Uwaga . Gdy dany jest proces progresywnie mierzalny (mw,c) i X - jednoznaczne
rozwigzanie réwnania (1.5) to startegie samofinansujgcg (T, c) otrzymujemy wyznaczajgc

70 2 réwnania

X;=md 4l +... +mm

Dla wiekszosci jednak probleméw rozwazanych w pracy nalezy zatozyé, ze dopusz-
czalne strategie sg $cisle dodatnie. W takich sytuacjach wygodnie jest przyja¢, ze dyna-
mika portfela dana jest przez réwnanie liniowe

16) {dXt = (r(Y) X, + m(b(Yy) — 1r(Y) X, dt + mo (V) X W} — ¢, Xdt,
' X, =ux.

W tym przypadku 7 bedzie interpretowane jako udzial w portfelu ryzykownego aktywa
S, ¢ natomiast oznacza stope konsumpcji.

Dodatkowo niech dana bedzie ciagta funkcja 3. Wprowadzamy zmienna losowa 3(Y7r),
ktora interpretujemy jako wyptate dla instrumentu pochodnego opartego o czynnik Y.
Inwestor (sprzedawca instrumentu) w swoich decyzjach inwestycyjnych bedzie chciat
ograniczy¢ ryzyko niefinansowe zwigzane z tym instrumentem. Tego typu instrumenty
staly sie popularne miedzy innymi na rynkach surowcow energetycznych.

Gdy nie jest uwzglednione ryzyko modelu (tzn. wyj$ciowa miara probablistyczna jest
uznawana za dobry opis zachowania rynku), to wedlug dominujacej w literaturze metodo-
logii racjonalny inwestor wybiera optymalne strategie inwestycyjne tak, aby maksymali-
zowaé oczekiwang satysfakcje z przysziej wartosci portfela. Do oceny satysfakeji (stopnia
awersji do ryzyka) inwestor wykorzystuje funkcje uzytecznosci.

Funkcjg uzytecznosci nazywamy funkcje rosnaca, wklesta, dwukrotnie rézniczkowalng
w sposob ciagly. Najczesciej wystepujace w literaturze funkcje uzytecznosei to:

e funkcja HARA

e dy vy <1iy#0
Uy =47 807 iy #0,
Inz, gdyy=0;

e funkcja CARA

1
Ulx)=1— -7, v > 0.
v

Dodatkowo w pracy rozwazamy réwniez funkcje

U(x) = (x — D), D eR.
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Nie jest to funkcja uzytecznosci, jednak jej znaczenie praktyczne jest czesto duzo wieksze.
Zaktadamy, ze dziedzina funkcji U jest przedziatem otwartym i jest oznaczana symbolem
Dom(U).

Definicja 1.2.3. Sterowanie (lub strategia inwestycyjna) (w,c) = {(m,¢;),s <t < T}
jest dopuszczalne na przedziale [s,T] i stanu poczgtkowego (z,y), (m,c) € As(z,y), jesl
spelnia nastepujgce warunki:

(1) (m,¢) jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji {F}¥ }ieism,s

(2) (m,c) przyymuje wartosci w K x I (iloczynie kartezjanskim podzbioru wypukiego
R™ oraz przedziatu liczbowego I)

(3) istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwnania (1.6) (wzglednie (1.5)) takie, Ze
prawie wszystkie trajektorie proceséw ¢ oraz X™¢(x,y,s) i zmienna losowa
(X7, y, ) — B(Yr(y, s))) przyimuje wartosci w zbiorze Dom(U).

Typowym problemem inwestycyjnym, najczesciej poruszanym zaréwno w literaturze,
jak i tej pracy, jest przypadek K x I = R™ x (0,400). Oznacza to, ze dopuszczamy aby
inwestor mogt zajmowaé dowolng pozycje na rynku, w szczegdlnosci aby mogt stosowaé
krotka sprzedaz.

1.2.4. Portfel optymalny i strategie minimaksowe.

Inwestor nie uwzgledniajacy ryzyka modelu, znajac ustalong i dang doktadnie miare @),
pragnie osiagnac¢ najwickszy mozliwy stopien zadowolenia z konsumpcji ¢ oraz koncowego
kapitatu (X7° — 8(Yr)). T > 0 oznacza horyzont inwestycyjny. Scislej ujmujac inwestor
dazy do tego aby

maksymalizowaé¢ J™%%(z,y, 1) ze wzgledu na (7, ¢) € Ai(z,vy),
gdzie

T
(1.7) JRQ (x,y,t) = Egy’t (/ U(e, X)ds + U (X7 — ﬁ(YT)))

Zagadnienie przedstawione powyzej nazywane bedzie w dalszej czesci pracy problemem
klasycznym. Poniewaz istnieje niepewnos¢ zwigzana z zaproponowanym modelem, to
optymalne strategie inwestycyjne powinny uwzglednia¢, oprocz ryzyka rynkowego, takze
ryzyko modelu. W zwiagzku z tym optymalnymi nazwiemy te strategie, ktore spetniaja
kryterium najgorszego mozliwego scenariusza. Bardziej precyzyjnie, zaktadamy, ze celem
inwestora jest

maksymalizacja Csnfg J9 (2,9, 1) ze wzgledu na  (m,¢) € Az, y).
€
Problem zostanie w pracy potraktowany jako gra stochastyczna o sumie zero pomiedzy

rynkiem i inwestorem. Celem bedzie odnalezienie takiego punktu siodtowego
((m*,¢*), Q%) € Ai(z,y) x Q, dla ktérego

TP (,y, t) < T (w,y,t) < T,y ),

W kolejnych rozdzialach pokazemy jak wykorzysta¢ teorie rownan rézniczkowych
czastkowych do rozwiazania wybranych waznych probleméw inwestycyjnch. Réwnania,
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ktore zostana wykorzystane nosza nazwe réwnan Hamiltona-Jacobiego-Bellmana-Isaaca
lub (Bellmana-Isaaca) i sa analogonami réwnan Hamiltona-Jacobiego-Bellmana wystepu-
jacymi w teorii sterowania stochastycznego. Zastosowanie tej teorii pozwoli na odnalezie-
nie punktu siodtowego w postaci Markowa. Oznacza to, ze punkt siodtowy zostanie wy-
znaczony przez trojke funkcji borelowsko mierzalnych ((7*(xz,y, 1), ¢*(z,y,1)),n" (2, y,t)).
Wtedy, dla ustalonego punktu startowego (z,y, s), optymalna strategie inwestycyjna ze
zbioru Ag(z,y) otrzymujemy ze wzoréw:

(1.8) = (X7 Y0, o = (XYL,
gdzie para procesow {(X7 “,Y;) | s <t < T} jest rozwigzaniem problemu
dX, = (V) Xydt + 7°(X,, Y;, £) (0(Y;) — 1r(Y})) Xodt
+ 75X, Ve, t,) Xpo (V) AW} — ¢*( Xy, Vi, t) Xodt,
dY, = g(Vy)dt + a(Yy) (pdW}! + pdW?),
Xs=2z, Y;=uy.

(1.9)

Natomiast miara (Q* dana jest przez

d * T*.c* * T* c*
dcl,%_, :5(/77>1k(Xt ' aYtat)thl‘i‘nz(Xt ’ 7Y27t>th2>

T
Jedli dla kazdego punktu startowego (z,y,t) istnieje jednoznaczne rozwigzanie problemu
(1.9) i strategia (7, ¢) dana przez (1.8) jest dopuszczalna, to trojke borelowsko mierzalnych
funkcji ((7?* (xz,y,t),c*(z,y,t)),n"(x,y, t)) przyjmujgcych wartosci w K x I x I' nazwiemy
dopuszczalnym sterowaniem Markowa. Funkcja (1.7) zostata zdefiniowana ogdlnie tak,
aby obejmowala jak najwiecej probleméw inwestycyjnych. Nie nalezy jednak spodziewaé
sie, ze dla wybranej funkcji uzytecznodci rozwigzania wszystkich problemoéow, obejmuja-
cych zarowno proces konsumpcji oraz instrument pochodny, bedzie mozna odnalezé. W
kolejnych rozdziatach zajmujemy sie tylko takimi zagadnieniami, ktére takie rozwigzania
posiadaja.

1.3. Rownania Hamiltona Jacobiego Bellmana Isaaca i twierdzenia
weryfikacyjne

Tutaj zostang przedstawione najbardziej ogélne rezultaty dotyczace zwiazku postawio-
nego problemu inwestycyjnego z odpowiednim réwnaniem HJBI i czeSciowe rozwigzanie
postawionego problemu.

1.3.1. Twierdzenie weryfikacyjne.
Przez L oznaczamy operator

1 1
LT (z,y,t) =V, + §a2(y)Vyy + 5(# a(y)aT(y)ﬂT)x2Vm

+ a(y)mo(y)p" wVay + aly)(pm + pn2)Vy

+9W)Vy + 7 (b(y) — 1r(y) + o(y)m)aVs + r(y)zVe — cals.

(1.10)

Uwaga 1.3.1. Operator (1.10) jest Scisle zwigzany z dynamikq portfela (1.6)(po zastoso-
waniu transformacyi Girsanowa 1.1.8 z miarg Q"). Jezeli problem wymaga wykorzystania
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dynamiki (1.5) (tzn. dopuszczamy aby warto$é portfela przyjmowata warto$é 0), to w
definicji operatora nalezy zamienié wyrazenie T na .

Zwiazek pomiedzy grami rozniczkowymi a rownaniami [saaca wypowiemy tradycyjnie
w postaci twierdzenia weryfikacyjnego. Jest to przeformutowany i mocniejszy rezultat od
tego pochodzacego z pracy Matarmwura i QOksendal [22].

Twierdzenie 1.3.2. Niech U bedzie funkcjg przyjmujgcg wartosci nieujemne. Niech
bedzie dana nieujemna funkcja V€ C**'(Dom(U) xR x [0,T)) NC(Dom(U) x R x [0, T7)
i dopuszczalne sterowania Markowa (( (z,y,t), c*(x,y,1),n (x,y,t)) takie, ze
( ) Ew*(a:,y,t),c*(x,y,t)mv(l.’ n t) + U(C* (x’ Y, t).’B) >0,

(1.12) Lrem @OV (g, y, 1) + Ulex) <0,
(1.13) L e @y @Dy (g oy #) + U(c*(x, y, t)z) = 0,
(1.14) V(,y,T)=U(z — B(y))
dla wszystkich n € T, (w,¢) € K x I, (z,y,t) € Dom(U) x R x [0,T). Ponadto
(1.15) ]Egy’t( sup |V(X§*’C*,Y;,s)|) < 0
t<s<T
dla kazdego (z,y,t) € R x [0,T], Q € Q.
Wtedy
T (2,9, 1) < Vi(z,y,t) < J7 9, y, 1)
V(z,y,t) = J 9 (2, y,1).

DowObp. Ustalmy (x,y,t) € Dom(U) x R x [0,T). Wybierzmy dowolne n € M i
rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych
dX, =r(Y,)Xudt +7(X,, Y, 1) (b(Y2) — 17(Yy)) Xt
(1.16) + 71Xy, Yy, t,) Xeo (V) AW} — (X, Y, t) Xodt,
dY, = g(Yy)dt + a(Yy) (pdW} + pdW?).
Zapiszmy Q"-dynamike uktadu (1.16). Stosujac transformacje Girsanowa (twierdzenie
1.1.8) mamy
dX, =r(Y;) Xedt + m; (b(Y:) — 1r(Yy) + o(Yy)me) X,dt
(1.17) + 1o (V) XedW ! — ¢ X,dt,
dY, = (9(Y2) + a(Ya)(pme + prai) ) dt + a(Ys) (pdW,™ + pdW;™),

gdzie mf = (X, Y, 1), ¢ = (X, Y, t) i (W, W7 jest Q" - procesem Wienera
danym przez

AW = dWh —gldt,  j=1,2,...,n,

AW = dW?2 — ndt.
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Jedli zastosujemy wzor It6 do uktadu (1.17) i funkeji V, to otrzymamy”

n

E (VX r—onts, Yir—epnrs, (T =€) AT5)) = V(x,y. t)

+EZ;

z,Y,

(T—e)ATE . ) (T—e)ATE
t/ /;ﬂ's?nSV(XS,}/S7S)dS+Egy7t/ M;dW:,
t t

gdzie (TE,n =1,2,...), (T¢ — +00) jest lokalizujacym ciggiem momentéw stopu ® takim,

(T—e)NTE
/ MEAW? = 0.
t

ze
EY”

z,y,t

Wykorzystujac (1.11) mamy
n . (T—e)NTE
B, (V(Xr-anrg, Yr-onrs, (T —e) AT3)) 2 V(w,y,t) — Egy,t/ Ul(c; Xy)dt.
t

Poniewaz zachodzi (1.15), mozemy zastosowaé twierdzenie o zbieznosciach zmajoryzo-
wanych. Przechodzac do granicy (n — +00), (¢ — 0) i korzystajac z (1.14) otrzymujemy
V(z,y,t) < Tz, y,1).

Jedli zastapimy n przez n* i uzyjemy (1.13), to
Vz,y,t) = J" 9 (x,y,1).

Nastepnie wybieramy dowolne (7, ¢) € Ay(x,y) i stosujemy wzér 1td6 do uktadu

aY; = (9(Y2) + a(Yy) (pni, + nsyp))dt + a(Y2) (pdW,™ + pd Wi ).

Powtarzajac metode zaprezentowana powyzej i uzywajac (1.12) dostajemy

{dXt = (V) Xedt + m(b(Y,) — 1r(Yy) + o (Yo)nh,) Xedt + mo (V) XedW, — ¢, X, dt,

n " (T—e)NTE
Eo?,yi(‘/(X(T—&)/\Tﬁ? }/(T—e)/\Tﬁa (T — 5) A Ti) § V(l‘, Yy, t) — ]EQ t / U(C:Xt>dt
t

x?y7
Korzystajac z lematu Fatou mamy
V(z,y,t) = J79 (z,y,1).
OJ

Uwaga 1.3.3. Zamiast zakladaé, Ze funkcja uzytecznosci U i funkcja V' sq¢ nieujemne
mozna zalozyé alternatywnie, ze warunek (1.15) przujmugje postac:

Ef@i( sup ’V(X?67Y;73)‘) < o0,

t<s<T

T
52,0 [ 10(@xzar) < o0
t

dla wszystkich (z,y,t) € Dom(U)xRx[0,T], (7,c) € Ai(z,y), Q € Q. ZalozZona nieujem-
nos¢ U oraz V' niezbedna byla tylko do skorzystania z lematu Fatou. Z wprowadzonych tu
zalozeri skorzystamy miedzy innymi dla funkcji U(z) =Inx i U(x) = —e™ ",

"Poniewaz funkcja V nie jest rézniczkowalna na calym Dom(U) x R x [0,T], to wzoér Itd stosowany
jest na Dom(U) x R x [0,T — €]
8Naleiy zapoznaé sie z uwaga 1.1.9
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Uwaga 1.3.4. Zbior dopuszczalnych strategii As(z,y) w twierdzeniu weryfikacyjnym
mozna zastgpi¢ dowolnym jego podzbiorem.

Uwaga . Nalezy zwricié uwage, ze (1.11)-(1.14) zachodzq jezeli spelnione sq nastepujgce
dwa rownania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana-Isaaca:

1.18 in(L™"V t U =0

(1.18) max max min( (x,y,t) + U(cx)) =0,

(1.19) min max max(L™"V (z,y,t) + U(cx)) =0,

nell mneK cel

1.3.2. Twierdzenie o minimaksie.

W typowych problemach inwestycyjnych (np. gdy K = R™) analize problemu wygod-
nie jest zacza¢ od zbadania réwnania (1.19) i wskazania jego rozwiazania. Aby wykazaé,
ze jest to rowniez rozwigzanie rownania (1.18) potrzebne sg rezultaty bedace jednoczesnie
wersja twierdzenia o minimaksie. Bedziemy mogli powolywaé sie na klasyczne twierdzenie
udowodnione przez Fana [7].

Twierdzenie 1.3.5 (Fan [7]). Niech X bedzie zwartq przestrzeniq Hausdorffa, Y nato-
miast dowolnym zbiorem (niekoniecznie wyposazonym w topologie). Niech f bedzie funkcjg
o warto$ciach rzeczywistych okreslong na X x Y. Jesli f jest wypukta na X oraz wklesta
na Y to

minsup f(7,n) = supmin f(m,n).
nGXnegf( " wegnéXf( )

Dowd6d powyzszego rezultatu korzysta z klasycznego twierdzenia wywodzacego sie od
von Neumanna. W przypadku gdy (K = R™) mozliwe jest przeprowadzenie dowodu
niezaleznego. Pokazuje to ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 1.3.6. Jezeli A jest macierzq symetryczng 1 Scisle dodatnio okreslong,
b,b,ceR*, a<0,¢€eR, to

: T 7 _ - . T -
min 7{2%((&714% + (b +b) + ey +¢na) = nax r7§161121(a7TA7T + (b + b) + cn)

= (am* AT + 7% (b + b) + ey + enn),

gdzie

. —bm — b g -1 —bn — b
* o= - A o=
o ems min (o 50 ) a0 (S

_bnl_l; r -1 7 —
+ T A b771+b +C771+C772 s

7T*T _ A—l _bnik B B
2a

DowdD. Zawsze zachodzi nieréwnosé

max min(ar An? + 7(bny + b) + eny + enp) < min max (ax Ar’ + w(bny + b) + ey + ).
TeR™ nel’ nel’ meR™



21

Wystarczy zatem wykazaé, ze

min(am* Ar*? 4 7 (byy 4+ b) + ey + En2) = min max (aw? + 7 (bny + b) + cny + ).

nel’ nell’ meR™

Czyli
—bnp; — b\ " —bnp; —b —bpr —b\ " _
min(af 272} g1 X002 + i e by +b ) +cm +cne
nel’ 2a 2a 2a
b —b)\" —bn, — b —bn — b _
=min (a(w> At (u) + <u) Al (bm + b) +ocm + 5772> )
nel 2a 2a 2a

Zatézmy, ze ¢ # 0 i drugie minimum osiagniete jest na paraboloidzie

a(#)/ﬁl ((_bg—la_g)> + (W)TA—1 (bm + b) +emy + ey = C*.

Wtedy hiperptaszczyzna o réwnaniu

x I\ T bk —b* — B\ 7L —
a(—bm b) A—l( bn; b) + (M) AL (bm + b) +comp + gy =CF
2a 2a 2a

jest do niej styczna w punkcie n* = (9}, n5). Z wypuklosci I' wynika ze oba minima musza
by¢ réwne. Natomiast jesli ¢ = 0 to zagadnienie sprowadza sie do analogicznych rozwazan
dotyczacych elipsoidy. O

1.3.3. Wyznaczanie optymalnej strategii dla K = R™.
Gdy zachodzi twierdzenie o minimaksie oraz V,, < 0, V, > 0, to punkt siodlowy
standardowo wyznacza sie znajdujac takie n*(z,y,t) € T, Ze

. *
min max max L7V (x,y,t) = max max L7 @YDV (14 1)
nell meR  cel meR cel

oraz (W*(x,y,t),c*(x,y,t)) takich, ze

max max min £ﬂ,c,nv(x’ n t) — min £7 (z.y,t),c (x,y,t)mv(x’ Y, t)
T€R cel nel’ nel’

Poniewaz L£™¢" zalezy od m kwadratowo, to dla n*(z,y,t) istnieje dokladnie jedno

(ﬂ*(x, y,t), c*(z,y, t)), dla ktorego

maﬂi( ma}X EW,C,TI* (m,y,t)v(x7 y, -L-) — Eﬂ* (:v,y,t),c* (%y’t)ﬂ?* (xfyvt)V(x7 y7 t) .
TE ce

Wobec tego wystarczy jesli znajdziemy rozwiazanie rownania

i LT (z,y,t) 4 Ulcx)) = 0
min max max( (2,y,t) + Ulcx)) = 0,

czyli
1 1
Vi+ =a*(y)V,y + min max | =7wo(y)o’ (y)7rl 2* Ve + a(y)mo(y)pl 2Vay
2 (m1,m2)el TER™ \ 2

(1.20) + n(b(y) —1r(y) + 0771)96‘/9}; + a(y)(ﬂ?h + ﬁ772)vy>

+r(y)zVe + g(y)V, + mealx(—cx% + U(cx)) = 0.
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W celu zaprezentowania kluczowych obliczen zatozymy, ze réwnanie (1.20) posiada
rozwiazanie takie, ze V,, < 0. Jedli tak, to wewnetrzne maksimum wzgledem 7 w (1.20)
jest dobrze okreslone i osiagniete dla

(1.21)

w o ton) = ()0 1) (=l )" 22 — 00 = 1706) + oluhm) - )

Wstawiajac do (1.20) otrzymujemy rownanie

1 . .
Vi + §a2(y)Vyy + min <a(y)pm‘/y + a(y)pmaV,y

é [a(y)a(y)p" Vi + (by) — 1r(y) + o(y)m) Vi) [o(y)o (y)] " x

| —

(1.22)
< [aly)o (W)™ Vay + (b(y) — 1r(y) + o(ym)vx])
+ 9V, +r(y)xV, + Irclealx(—cx‘/; + U(cx)) =0,

z warunkiem koncowym
V(z,y,T)=U(z - By)).

Uwaga 1.3.7. Na szczegolng vwage zastuguje przypadek, gdy o jest kwadratowg macierzg
odwracalng. Wtedy rownanie (1.22) mozna zredukowaé do postaci:

1 1 % , _
Vi + =a*(y)Vyy — @) |pl’ =2 + min|( a(y)pmV, + a(y)pm2V,,
2 2 View  mel
nyvx B 1 V2

—a(y)p(Ay) +m) T §(A(y) +m)" (Ay) +m)

+ max(—czV, + U(cz)) =0,

cel

V“"’“’ ) + 9V, +r(y)aVs

gdzie
Ay) = ((e)") " (b(y) — 1r(y))

oznacza rynkowqg cene za ryzyko. Ponadto
Ve
- )+ ) ).

Pt = (W) (< s

I na ten tez przypadek bedzie potozony akcent w kolejnych rozdziatach.

Vay

Vi

Wyniki rezultatow z tego rozdziatu podsumujemy w wygodnym do zastosowania
stwierdzeniu.

Stwierdzenie 1.3.8. Niech spetnione bedq jednoczesnie warunki A1,A2 /A3
lub A1,A2,A3’, gdzie:

A1) Istnieje nieujemne rozwigzanie klasyczne réwnania

i LTV (z,y,t Ulcx) — caV,) =0
min max (9, ) + max(U(cx) - cxVz)

takie, ze V., < 0 oraz V, > 0.
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A2) Sterowanie Markowa (7*(z,y,t),c*(x,y,t)) dane przez:

@y, t) = (oo () <_“(y)0(y)ﬂT% — (b(y) = 1r(y) + o (y)i (v, t>)%>,

¢ ay1) = (U (V)

jest strategiq dopuszczalng, gdzie n*(y,t) jest borelowsko mierzalng funkcjq reali-
zujacqg maksimum w réwnaniv (1.22).

A3) Dla dowolnego Q € Q
Eg,yi( sup |V(X:*’C*,Ys,s)|) < 0.
t<s<T
A3’) Dla dowolnego Q € Q, m € Ay(x,y)
Egyﬂf( sup |V(X;r767 }/8’ 3)|) < o0,

t<s<T

T
EZ,, ( / |U(ckX;“C)|dk) < 0.
t

Wtedy
T (@, y,t) < V(w,y,t) < I (x,y,t)

dla wszystkich m € Ay, Q € Q, oraz
V(z,y,t) = J 9 (z,y,1).

Niestety juz pierwszy warunek A1 jest trudny do sprawdzenia. W nastepnych rozdzia-
tach wykazemy, ze jest on spetniony dla typowych wykorzystywanych w praktyce funkcji
uzytecznosci. Istnieje jednak rezultat, ktory nie wymaga szczegdlnych zatozen dotycza-
cych postaci uzytecznosci. Rozwazymy problem nie uwzgledniajacy procesu konsumpcji
c. W takim przypadku réwnanie Isaaca (1.22) przybiera postaé

Vit 30400V, + min (oo + aty) et

(123> %_ [Cl(y)U(y)pTny + (b(@/) - 17"(y) + U(y)nl)‘/z}T [U(y)UT<y)] -1 X

x [a(y)o(y)p" Vay + (b(y) — 1r(y) + U(y)m)‘/x])
+9(y)Vy +r(y)zV, = 0.

Twierdzenie 1.3.9. Niech U bedzie funkcjg przyjmujgce wartosci nieujemne. Jezeli
funkcja r jest stata, (—b(y)+1r) przyjmuje wartosci w zbiorze o(y) Pri I' (rzut zbioru I' na
n pierwszych wspotrzednych przeksztatcony za pomocg macierzy o ), to istnieje rozwigzanie
rownania (1.23) postaci V(x,y,t) = U(xzf(t)). Ponadto para sterowan Markowa (7*,n*)
takich, ze

m™(z,y,t) =0,  o(yni(y,t) = —bly) +1r

jest punktem siodtowym.
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DowOD. V(z,y,t) = U(zf(t)) jest rozwiazaniem rownania (1.23) wtedy i tylko wtedy
gdy spetnione jest réwnanie

xf ()U' (zf(t)) + min

nel’

-1

( U’(SUf( )I)f) (b(y) —1r + J(y)ﬁl)T(a(y)aT(y)) x

20" (x f (1))
x (b(y) — 1r + U(y)m))

+rf(t)zU(xf(t) =
Poniewaz (—b(y) + 1r) przyjmuje wartosci w zbiorze o(y) Pri I, to funkcja
(1) =e

jest rozwigzaniem powyzszego roOwnania i spelnione sg wszystkie trzy warunki A1, A2,
A3 w stwierdzeniu 1.3.8. O

Uwaga . Jezeli o(y)n;(y) = —b(y) + 1r, to Q* jest miarg martyngatowq. Jest to niejako
potwierdzenie, zZe miara martyngatowa moze bycé uzyteczna przy wycenie instrumentow
finansowych. Fakt ten zostal po raz pierwszy wykazany w pracy Oksendal i Sulem [27].
Praca dotyczy modelu opartego o proces Wienera © miare losowg Poissona lecz bez uwwzgled-
nienia dodatkowego czynnika Y i gdy I' = R". W naszym przypadku, gdy I' jest zwarty @
(—b(y) + 17“) moze przyjmowac wartosci poza I', to Q* nie musi by¢ miarg martyngatowq.

Rezultat ten posiada ciekawg interpretacje ekonomiczng. Jezeli informacje zebrane
przez inwestora wskazuja na to, ze jednym z mozliwych modeli jest taki, ktérego dryft
jest rowny stopie procentowej, to stosujgc kryterium najgorszego mozliwego scenariusza
nalezy catos¢ posiadanego kapitatu zainwestowaé w instrument bez ryzyka B.



ROZDZIAL 2

Punkt siodtowy dla uzytecznosci typu HARA

Pierwsza funkcja uzytecznosci, dla ktérej wykazemy istnienie rozwiazan problemow
inwestycyjnych jest funkcja uzytecznosci typu HARA, czyli

z dy v < 1i 0
Uy =47 807 iy #0,
Inz, gdy vy =0.

Uwaga . Dla uproszczenia notacji, az do konca miniejszej rozprawy funkcje b oraz o
traktujemy jako skalary. Uzyskane rezultaty bedg przenosily sie w naturalny sposob na
przypadek, gdy o jest macierzq kwadratowq, odwracalng (vwaga 1.3.7).

Gléwnym rezultatem prezentowanym w tym rozdziale jest twierdzenie 2.1.2. Jest
to ogolny i wzmocniony rezultat, ktory obejmuje twierdzenia udowodnione w pracach
Hernandeza i Schieda [18] oraz Schieda [33]. Dowody prowadzone sa jednak w sposob
odmienny. Cytowane prace korzystaja z metod analizy wypuktej zamieniajac problem
wyjsciowy na problem dualny (za pomoca transformacji Fenchela-Legendre’a) i dopiero
wtedy stosuja teorie stochastycznego sterowania. Oprocz tego podawane jest rozwigzanie
dla logarytmu, ktore pojawito sie juz jednak w pracy Hernandeza i Schieda [31]. Wérod
zagadnien tu prezentowanych nalezy dodatkowo wyrdzni¢ problem inwestora z ogranicze-
niami portfelowymi.

2.1. Rozwigzanie dla v # 0

Zaktadamy, ze K x I =R x (0, 400) (tzn. inwestor moze zajmowaé¢ dowolna pozycje
na rynku). Dla v # 0 poszukujemy punktu siodtowego dla

T
1 1, e
J Rz, y,t) = EZ,, ( / — (s X°)ds + = (XT )”).
t v
Przyjmiemy wygodng dla naszego problemu definicje strategii dopuszczalne;j.
Definicja 2.1.1. Sterowanie (lub strategia) (w,c) = {(m, ) | s <t < T} jest dopusz-

czalna na przedziale [s,T), m € AL, jesli spetnia nastepujgce warunki:

(1) (m,¢) jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji {F}¥ }ieism @ prayjmugje
warto$ci w zbiorze K x I,
(2) dla kazdego punktu startowego y € R

p([ tela+ [ motvit i+ [ w0ttt < oo) = 1.

25
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Zbior Al jest podzbiorem A, (z,y) dla dowolnego (z,y) € (0, +00) x R, zatem zgodnie

z uwaga 1.3.4 mozliwe jest zastosowanie twierdzenia weryfikacyjnego do Al

2.1.1. Réwnanie HJBI i jego transformacja.
W tym przypadku réwnanie HJBI przybiera postac

min max max(L""V (z,y,t) — caV, + x7) =0,
nel’ meR ¢>0

1
V(z,y,T) = —17,
fy

czyli
L, 1o Vi . 5
Vit 5a(y)Vyy — 5a(y)p v, +min a(y)pmVy + aly) pn2V,
ViV 1 2 V2
(2.1) —a(y)p(My) +m) Vy - §(A(y) + 1) V—) +9(y)Vy +r(y)aVs

+ Hclealx(—cx% + U(cx)) =0,

z warunkiem koncowym

7

V(z,y,T) = —.

Y
Opierajac sie na obliczeniach (1.20)—(1.22) oraz obliczajac maksimum wzgledem ¢ w réw-
naniu (2.1) mozna podaé wzory, ktérymi postuzymy sie do wyznaczenia optymalnych
strategii inwestora. Sa to funkcje:
Cpaly) Vay  AMy) +ni(y,t) Vi

o(y) vVie o(y) TVor

1
* VﬂU 71
C($,y,03: (wal)

gdzie n* jest funkcja borelowsko mierzalna, dla ktérej minimum w réwnaniu (2.1) jest
osiggniete. Sugerujac sie postacig warunku koncowego, przyjmujemy zatozenie o istnieniu

™ (x,y,t) =

rozwiazania w postaci V(x,y,t) = —x7 F(y,t). Nalezy rozwazy¢ dwa przypadki.

Przypadek I: v € (0,1) .
Otrzymujemy rownanie
1 gl

Fy+ Qaz(y)Fyy +

mp%z(y)% + (g(y) +7 . Vpa(y)A(y)) by

+ min (ana(y)Fy + ﬁpa(y)any + %,y)()‘(y) + 771)2F)

(m,m2)el

+ () F + (1= 9)F5 =0,

F(y,T)=1.
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Natomiast optymalna strategia dla inwestora jest dana przez

) __paly)  E, My +ni(y.t)
B T P =

c(x,y,t) = Fﬁ,

gdzie n* jest funkcja borelowsko mierzalna, dla ktérej maksimum w réwnaniu (2.2) jest
2

2 2(y)FyW réwnaniu (2.2) mozna usunaé sto-

osiagniete. Sktadnik nieliniowy pia

_ . 2(1 =)
sujac podstawienie typu Hopfa-Cole’a:
5
F(yat) = (a(y7t)) )
gdzie
1—
f=—
P+ 11—
Transformacje tego typu, w kontekscie wyznaczenia optymalnej strategii inwestycyjnej
dla problemu klasycznego, zostaly zastosowane po raz pierwszy w pracach Zariphopoulou
[41], [42]. Rézniczkujac mamy:

F, =6a; - (a)’!
F, =day, - ()"

Fyy =6(6 — 1)0{12/ ()07 4 Qyy (@)’

Y
Y

Podstawiajac powyzsze pochodne do rownania otrzymujemy:

o+ L)y, + (g<y>+ il a<y>A<y>)ay

2 1—~
(2.3) + min (‘ aa, + —L 4 - 8 Ay + 2&)
(m,m2)€l P2 (y) Y (1 — fy) (y)nl Y 25(1 _ 7) ( (y) 771)
+ %r(y)oz + g Tl = 0,

Przypadek II: v <0 Przypadek ten r6zni sie od poprzedniego tym, ze (min) w
réwnaniu (2.3) powinno zostaé¢ zastapione przez (max).

2.1.2. Gléwny rezultat.

Wykazemy teraz gtowny rezultat tego rozdziatu (sformutowany dla v € (0,1)). Jest
to twierdzenie mocniejsze od tych pojawiajacych si¢ w pracach Hernandeza i Schieda
[18] oraz Schieda [33], ze wzgledu na zalozenia dotyczace wspétezynnikéw modelu. W
cytowanych pracach wspotczynniki muszg by¢ dwukrotnie rézniczkowalne i ograniczone
wraz z pochodnymi.

Twierdzenie 2.1.2. Jesli funkcje a, g, a- X sq ograniczone i spetniajg globalny warunek
Lipschitza, r oraz A sq ciggle i ograniczone, to istnieje o — ograniczone wraz z pochodng
oy @ odgraniczone od zera rozwigzanie rownania (2.3) oraz

27
sup inf J™OCR(z y t) = inf sup J™P(z,y t) = —(a(y,1))’.
(m)eAt Q€9 V€L (mo)c Al 7
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Ponadto, istnieje optymalny punkt siodtowy ((W*,C*),T]*) taki, ze borelowsko
mierzalna funkcja n* osigga maksimum w (2.3) i strategia inwestora dana jest przez

oty = P0a) oy Ay) + iy, t)
1) - a (1=

y,t) = (aly, 1),

DowOD. Wystarczy wykaza¢ warunki A1 — A3 podane w stwierdzeniu 1.3.8.

A1) Istnienie rozwiazania réwnania (2.3) wynika z twierdzenia 5.2.2. Stad istnieje
klasyczne rozwiazanie réwnania HJBI postaci V(x,y,t) = %(a(y, t))6

A2) Istnienie borelowsko mierzalnej funkcji n*, dla ktérej osiagniete jest minimum w
(2.3) wynika z twierdzenia o mierzalnym wyborze 1.1.15. Dopuszczalno$é strategi
(7*, ¢*) wynika z faktu, ze funkcje 7*(b — r), 70 oraz ¢* sa ograniczone.

A3) Proces X™ spetnia réwnanie

dXy =r(Yy) Xpdt + 7 (Y, 1) (b(Yy) — r(Yy)) Xodt + ¢*(Yr, t) Xodt
+ 7 (Y, t) o (V) X dWE

Ze wzoru It6 wynika, ze proces Z; := X, spelnia

dZ, =yr(Y) Xydt + v (Ye, 1) (0(Y:) — 7(Yy)) Zudt + v (Y, t) Zydt

+ w((w*)Q(Yt, t)o*(Ys) Zudt +~ym* (Yy, 1) o (V) Zed W

Korzystajac ze stwierdzenia 1.1.14 dostaniemy

Egy,t( sup \V(X;r*’c*,YS,s)|> = Egy,t( sup |(X§*’C*)7(Q(Y;,s))6}>

t<s<T t<s<T

d 2\ 3 .y 3
B

t<s<T
dla kazdej miary @ € Q.
O

Uwaga . Gdy v < 0, to funkcja uzytecznosci U przyjmuje wartosci ujemne. Zatem dla
uzyskania analogicznego rezultatu nalezy zawezi¢ w odpowiedni sposob klase strategii do-
puszczalnych tak, aby zachodzit warunek A3’ ze stwierdzenia 1.3.8. Odpowiedniq definicje
podamy miedzy innymi w czesci tego rozdziatu poswiecone) funkcji logarytm.

Dla funkcji uzytecznosci typu HARA mozliwe jest ponadto uzyskanie rezultatu ana-
logicznego do twierdzenia 1.3.9, lecz uwzgledniajacego dodatkowo proces konsumpcji c.

Stwierdzenie 2.1.3. JeZeli funkcja r jest stala oraz funkcja (—\) przyjmuje wartosci
wylgcznie w zbiorze Pri T, to Q* jest miarg martyngatowq, natomiast optymalna strategia
1mwestora dana jest przez
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gdzie

(2.4) F(t) = (er(0+(T—t)) —(1— 7)>1—7’ . In(r + (1 - 7))

r r

DowoOD. Funkcja (2.4) jest rozwiazaniem réwnania
F+rF+(1—~)Ft5 =0, F(T)=1.

Poniewaz (—\) przyjmuje wartosci w zbiorze pr, I, to jest to réwniez rozwiazanie (2.2) i

ni(y,t) = =A(y). 0

2.1.3. Przyktady.
Na przyktadach pokazemy jak wybra¢ odporng strategie inwestycyjna w modelach
najprostszych.

Przyktad 2.1.4 (Model Blacka-Scholesa). Rozwazamy klasyczny model
generowany przez jeden proces Wienera o dynamice

dBt = TBtdt,
dSt = bStdt + O'Stth.

Model nie uwzglednia dodatkowego czynnika Y, zbior I' jest natomiast
przedziatem [—R, R]. Niech

A—R, jezeli X >R,
Kr:=1<0, jezeli — R<A<R,
A+ R, jezeli A< —R.

Aby otrzymaé¢ kompletne rozwigzanie nalezy rozwigza¢ rownanie
Fi+(r+ %Ké)F L (1—)FT5 =0, F(T)=1.
-7

Roéwnanie zostato rozwigzane dla potrzeb dowodu stwierdzenia 2.1.3.

~

e(r-‘rEK%)(C—i—(T—t)) . (1 i ’}/) 1—v
r+ T R
gdzie
In(r + ﬁK}% +(1—79))

B r+ 15K

Strategia inwestora dana jest przez
K 1
=t )= (F()TT, 7 =Kz A\

(I=7)o’

Przyktad 2.1.5 (Model Ho-lee). W stwierdzeniu 2.1.3 zalozylismy, ze funkcja r jest
stala. Na przyktadzie rynku pienieznego pokazemy, ze tego zalozenia nie da si¢ pomingé.
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Rozwazamy model Ho-Lee:
dBt = TtBtdt,

dS; = (re + Aoy)Sydt + 0, dWY,
dry = gdt + a(pdW; + pdW?).

W dynamice wartosci portfela X nie uwzgledniamy procesu konsumpcji ¢. Niech I' bedzie
prostokatem [—R, R| x [C, D] Powyzszy model zostanie zwiazany z réwnaniem

1
o+ =ata, + g+ p a); o,
2 1—~
(2.5)
' 5 P g 2 Y
+ min_ | pansoy, + = amoy + o= (A+m) o | + <ra =0,
(’71’"2)€F(p LR 26(1—7)( ™) ) 5

gdzie a(r,T) = 1. Zwazajac na postaé¢ réwnania, poszukujemy nieujemnej funkeji postaci
afr,t) = es™ TV f(t).
Wtedy, dla odpowiednio dobranych statych A, B mamy
F)+ (T —t)*?A+ (T —t)B) f(t) = 0.

Powyzsze rownanie ma jednoznaczne rozwiazanie postaci

(1) = exp (— /tT AT — 8)2ds — /tTB(T— s)ds).

Punkt siodtowy natomiast dany jest przez

_ (T —t)at  A+ni(t)

T (t) = ., ny=0C,
O="0" Ta—pe ™
—R, gdy —A—p(T —t)a < —R,
) =49 -A—p(T —t)a, gdy —R<—-\—p(T —t)a <R,
R, gdy —A—p(T —t)a > R.

Tak okreslone n* rzeczywiscie nie musi wyznacza¢ miary martyngatowe;j.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze tym przypadku wspotezynniki powstatego rownania nie mu-
sza by¢ ograniczone i funkcja a(r,t) nie jest ograniczona. Dla wykazania, ze znaleziony
zostal wtasciwy punkt siodtowy nie mozna bezposrednio zastosowac¢ twierdzenia 2.1.2.
Nalezy raczej wykaza¢ punkt A3 ze stwierdzenia 1.3.8. W tym celu trzeba pokazaé, ze
dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ i dla kazdego punktu startowego (r,s) € R x [0, 7] mamy

Er,s( sup eC(T_t)”) < 0.

s<t<T

(T—t)rt

Ale warunek ten wynika z faktu, ze proces e° jest

rozwigzaniem pewnego rownania liniowego i ze stwierdzenia 1.1.14.
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2.2. Ograniczenia portfelowe

W poprzednich sekcjach przedstawiony zostat rynek wyidealizowany, w ktérym inwe-
stor moze miedzy innymi dokonywac krotkiej sprzedazy instrumentow finansowych. Bywa
jednak tak na rynku finansowym, ze dla inwestora tego typu mozliwosci sg
zablokowane. W tym rozdziale zaktadamy, ze K x I = [0,1] x (0, 1]" oraz dla ustalenia
uwagi v € (0,1).

Poshuzymy si¢ rozwiazaniami réwnania

1 1
Vit 5a’Vyy + min max ( Sr'o’(y)a* Ve + zV,
t 2a v (m,ni)eFﬂe[o,}f]( e (y>x pﬂ'O’(y)a(y) y

(2.6) +m(b(y) +mo)xVe + (pm + pm)Vy)

+9(y)V, + m[%(—ca:‘/}c +727) =0,
ce|0,

z warunkiem koncowym

1
V(z,y,T) = —27.
v

Roéwnanie rozwiazujemy wypracowang w poprzednich rozdziatach metoda podstawiajac

l"y
V(z,y,T) = 7F(y,t).

Otrzymujemy

1 , 1
Fi+ 5a*(y) Fyy + nin_ - max (§7T2’V(’V —1)0*(y)F + pmyo(y)a(y)F,

(2.7) +my(b(y) +mo(y)F + a(y)(pm + pnz)Fy)

+9(y)Fy + max (—cyF +¢7) = 0.
c€(0,1]

Z twierdzenia 5.2.1 wynika, ze jesli wszystkie wspotczynniki tego rownania spetniaja
globalny warunek Lipschitza i sg ograniczone oraz a(y) > € > 0, to réwnanie (2.7) posiada
rozwigzanie. Réwnoczesnie bedzie mozna skorzysta¢ z twierdzenia o minimaksie 1.3.5.
Nieujemno$c¢ takiego rozwiazania wynika z faktu, iz jest to rownnanie HJBI dla pewnej
stochastycznej gry rozniczkowej.

Jesli zdefiniujemy

AT paly) Iy Ay)+m
0, o E jesli o m (Fz +F(1*”)"§‘Z’))+< 0,
* e paly Iy Y)Tn A paly Ly Y)Tn
Tyt = Toew £ a1 0 S((;*V}g(y) RO =L
ol paly) By y)+m
1 jesli oy 7+ dongew > L

1Zamiast [0,1] mozna wybraé inny przedzial domkniety



32

to optymalna strategia wyznaczona jest przez funkcje 7*(y,t) = w(y,t,n*(y,t)). Ponadto
miara Q* wyznaczona jest przez borelowsko mierzalng funkcje n*, dla ktorej max w
(2.8)

1 (1, .
Fi+ 5a*(y) Fyy + o <§(W (y,t,m)*y(y = 1)o*(Y) F + pr*(y, t,n)v0(y)a(y) F,

+ 7 (y, £, )y (b(y) + mo(y) F + aly)(pm + pnz)Fy)

+9(y)F, + m[gulc](—CPyF +c)=0.
cel0,

jest osiagniete. Powyzszy rezultat zostanie pozostawiony bez dowodu, poniewaz jest on
powtorzeniem dowodu twierdzenia 2.1.2.

Przyktad 2.2.1 (Model Blacka - Scholesa).

dBt = ’I“Btdt7
dSt = bStdt + O'Stth.

Nie uwzgledniamy procesu konsumpcji ¢ Ze wzgledu na twierdzenie o minimaksie wygod-
niej jest w tym wypadku rozwazy¢ réwnanie

1
F, i —g? —1)o*F b— F F=0.
( max min (zﬂ Yy = Do F+7my(b—r+mo) ) +r

Poszukujemy rozwigzania w postaci

Dostajemy
1
—l+ max min [ =7m2y(y - Do* +ay(b—r + +7r=0.
WG[OE me[—R,R]<27T (v )o 7( 7710))
1
—l+ max (_W27(7 —1Do*+my(b—1r— RG)) +7r=0.
mel0,1] 2
i dalej
LS K )\_R
L, jesli =2 > 1,
* _ ) AR . . AR
T = e e g € [0, 1],
0, jesli (1’\;50 < 0.

2.3. Funkcja logarytmiczna

W tej sekcji poszukujemy punktu siodtowego dla

T
T,y t) = Egy,t (/ In(cs Xs)ds + ln(XT))»
t

gdzie
dX, = r(Yy)Xedt + 7 (0(Y;) — r(Yy)) Xedt — ¢, Xodt + mo (Yy)dW).
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Poniewaz logarytm moze przyjmowac¢ rowniez wartosci ujemne nie mozna wprost za-
stosowaé twierdzenia weryfikacyjnego 1.3.2. Skorzystamy jednak z uwagi 1.3.3. Nalezy
zatem zawezi¢ klase strategii dopuszczalnej tak, aby

B2, sup [m(x7]) <.

t<s<T

T
E%(/\M%ﬁ%%)<m
t

dla kazdej miary () € Q i strategii dopusczalnej .

Definicja 2.3.1. Sterowanie (lub strategia) (m,c) = {(m,c) | s < t < T} jest dopusz-
czalna na przedziale [s,T|, m € A2, jesli spetnia nastepujgce warunki:
(1) 7 jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji {F}" }rejsr) @ prayjmuje wartosci
w zbiorze R x [0, +00),
(2) dla dowolnego punktu startowego y € R procesy {mo(Yi(y,s)) | s <t < T},
{m:(b(Yi(y,5)) —r(Ye(y,s))) | s <t < T}, {ce | s <t < T} sq ograniczone.

Problem jest zwigzany z rownaniem
1 1 Ve

Vit 30V 5@ i (ay)omy + o)y,

“aly)pw) +m) 2 L) + mfv—f) + g(y)Vy + r(y)aVs
- rrclealx(—cxvx + U(cx)) =0,

Vow 2 Vs

z warunkiem koncowym
V(z,y,T) =1Inuz.
Ze wzgledu na wtasnosci logarytmu, poszukiwania optymalnych strategii nalezy rozpoczaé
od funkcji postaci
V(z,y,t) = (T —t+ 1) Inz + F(y,t),
gdzie funkcja F' spetlia rownanie
2.9) F, + %QQ(y)Fyy + (mI,Ivlygler (a(y)mey +a(y)pnFy — (T —t+1)(A\(y) + 771)2)
+9W)Ey+ (T —t+1)r(y) =0,
z warunkiem koncowym
F(y,T) = 0.
Natomiast optymalne sterowania Markowa dane sg przez

AMy) +ni(y, 1)

a(y)
1

T—t+1
Korzystajac z uwagi 1.3.3 i powtarzajac poszczegolne kroki dowodu twierdzenia 2.1.2
dostaniemy

™ (x,y,t) =

Y

*
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Stwierdzenie 2.3.2. Jesli funkcje a, g sq ograniczone i spetniajq globalny warunek Lip-
schitza, a(y) > >0, r, X sq ciggle i ograniczone, to istnieje a — ograniczone rozwigzanie
rownania (2.9) oraz
sup inf J™)C(z y t) = inf sup J™IL(x,y.t) = (T —t+1)Inz+ F(y,t).
(m,c)EA2 Qe QeQ (m,c)EA2
Ponadto istnieje optymalny punkt siodlowy ((W*,c*),n*) taki, ze n* osigga maksimum w
(2.3), i strategia inwestora dana jest przez

AMy) + 11y, t)

a(y)
1

T—t+1

™ (x,y,t) =

Y

c*(t) =

W przypadku logarytmu nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze dla problemu klasycznego
optymalna strategia inwestora 7* nie zalezy od horyzontu inwestycyjnego 7. Natomiast
gdy obecne jest ryzyko modelu, to odporna strategia inwestycyjna zalezy od T przez
sktadnik nj.

2.4. Modyfikacje i rozszerzenia problemu

2.4.1. Funkcja kary.
Na uzytek wylacznie tej czedci pracy zalozymy, ze zbiér I' = R2. Rodzina miar Q
wyznaczona jest tym razem przez takie n, dla ktérych

EE </ T]ltthl + ngtthQ) = 1.

T
Zmieni si¢ takze definicja wyptaty dla gry. Tym razem

7 a.0) = 8,0 (VX +4(Q)),

gdzie v(Q) jest nieujemna funkcja na zbiorze miar Q zwana funkcjq kary. ~(Q) inter-
pretuje sie jako subiektywny stopien przekonania, co do mozliwosci urzeczywistnienia sie
scenariusza wyznaczonego miarg (). I ten tez stopien niepewnosci inwestor uwzglednia w
optymalizacji. Pierwszg funkcja, ktéra przychodzi na mysl jako odpowiednia kandydatka
dla funkcji kary jest wzgledna entropia miar:

T
H(Q|P)=E @m@ :EQ/ (n3, + m3,) dt.
0

dP  dP

Dlatego mozna zaproponowaé funkcje wyptaty postaci

K T
70,0 = Buo (VO + 5 [+ )at),
0

gdzie K jest stata wybrang w sposob subiektywny przez inwestora. Niestety wypisac roz-

wigzanie dla tego problemu udaje sie wylgcznie dla logarytmicznej funkcji niepewnosci. W
pracy Hernandeza i Schieda [31] mozna odnalezé¢ rozwiazanie dla problemu ogélniejszego:

T
J9(z,y,0) = E9,, (1n<X;> -/ h(m)dzs),
0
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gdzie h jest funkcjg wypukta. Podobnie jak w innych pracach tych autoréw problem zostat
rozwigzany przez potaczenie metod analizy wypuklej z teorig stochastycznego sterowania.
Aby nie powiela¢ schematu dowodowego z innych rozdzialéw skupimy sie wylacznie
na réwnaniu HJBI i wypiszemy rozwigzanie dla funkcji h(n) = £ (n? + n3).
Réwnanie HJBI ma postac

1 1 % . _
Vit 50 (0)Viy — 5" (9)p" 7 + min (a(y)pmVy +a(y)pmaV,
2.10 Vo Ve 1 V2K
(2.10) +a()p(\y) +m) =+ 5\ +m) =+ 5 (0 + 773))

+9W)Vy +r(y)aVe =0,
z warunkiem koncowym
V(z,y,t) =Inzx.

Sugerujac sie postacig warunku koncowego i zwazajac na wtasnosci logarytmu, rozwigza-
nia poszukujemy w postaci V(z,y,t) = Inz + F(y,t). Otrzymujemy

2 (m,m2)€l 2 2
+9W)Fy +ry) =0.
Minimum w powyzszym réwnaniu jest osiggniete dla

i (y,t) = _pa(ﬁ)fy[; Ay) m(y,t) = %-

Natomiast samo rownanie, po wstawieniu do niego n* ma posta¢ odpowiednig do zasto-

1 . B 1 s K
F,+ =d*(y)Fy, + min (a(y)mey +a(y)pmFy+ =(Ay) +m)” + —=(nf + 715))

sowania transformacji typu Hopfa-Cole’a i w zwiazku z tym moze zostaé¢ przeksztatcone
do réwnania liniowego.

Dla innych uzyteczonosci typu HARA, ciezko jest wnioskowa¢ cokolwiek o istnieniu
gtadkiego rozwiazania réwnania (2.10). Z tego powodu w pracy Meanhout [20] oraz Uppal
i Wang [38] autorzy proponuja zastapi¢ skladnik £ - (n? + 73) w réwnaniu (2.10) przez

K

5 V- (nf + 77%) Jako dodatkowe uzasadnienie dla wprowadzenia tego sktadnika do

rownania moze stuzy¢ fakt, iz jest to rownanie HJBI dla problemu
T
77 o) = B2 exp( [ KGR, + )08 )UK
t

Tu czynnik exp ( ftT K(n?, + ngs))ds> moze by¢ interpretowany jako funkcja kary o cha-

rakterze multiplikatywnym.

2.4.2. Model wieloczynnikowy.

W pracy zatozyliémy, ze wspotczynniki w dynamice aktywéw finansowych zaleza
wytacznie od jednego czynnika, ktory nie jest przedmiotem obrotu. Z pewnoscig doktad-
niejszy model mozna uzyska¢, gdy uwzglednimy wiecej czynnikéw. Na przyktad dla rynku
akcji dobry model otrzymamy gdy uwzglednimy krétkoterminows stope procentows, dtu-
goterminowa stope procentowa oraz stope dywidendy (Brennan i wsp [4]). Jednak dla
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modelu wieloczynnikowego nie dysponujemy pelnym rozwigzaniem dla postawionego pro-
blemu. Aby przedstawi¢ napotykane problemy rozwazymy model dwuczynnikowy

dB;, =r(Y,)Bdt,
dS; = Sib(Yy)dt + Sio(Y)dW}E,
Y, = g (Yy)dt + a1 () (prdW} + prdW7?),
dY? = ga(Yi)dt + as(Y:) (p2d W' + padWP).
W tym przypadku dowdd twierdzenia weryfikacyjnego nie ulegnie zmianie. Ale samo

twierdzenie weryfikacyjne bedzie mozna zastosowac jesli znalezione zostanie odpowiednio
regularne rozwigzanie rOwnania

1 1
F+ §a%(y)Fy1y1 T §a§(y)Fy2y2 + p1p201(y) a2 (y) Fyuy,

v (ma(y)Fy, + P2a2(y)Fyz)2 g
+ - # (00 + 12 a0 )

g N _
+ (gz(y) + 1 szaz(y)k(y)) Fy, + min (pmaal(y)Fyl + Pamzas(y) Fy,

1 m()‘(y) + 771)2F> +r(y)F = 0.

Jednakze transformacje, ktorych uzylismy dla przypadku jednoczynnikowego zawioda,

1 1 y
+ ——paly)m by, + ———p200(y)ni Fy, +
(1_7)1(>1y1 ( _7)22()1142

gdy zechcemy uzy¢ ich w celu usuniecia wyrazenia nieliniowego:

2
(prai(y)Fyy + paas(y)F,)
7 :
To sprawia, ze nalezy szuka¢ innych metod aby wykazac, przy mozliwie stabych zaloze-

niach, istnienie klasycznych regularnych rozwiazan dla réwnania tego typu. Badania nad
nimi beda przez autora kontynuowane w przysztosci.



ROZDZIAY 3

Uzytecznos$é typu CARA oraz problem Markowitza

W tym rozdziale rozwiazywane sa dwa zagadnienia optymalizacyjne. Jeden zwigzany
z funkcja uzytecznosci typu CARA (ang. constant absolute risk aversion), drugi nato-
miast dotyczy funkcji kwadratowej i problemu Markowitza. Elementem taczacym obydwa
zagadnienia jest portfel X dany tym razem za pomocg dynamiki

X = rXodt + 7 (b(Y,) — r)dt + To(Yy)dW,

(3.1) _
Xs =1,

gdzie x oznacza kapital poczatkowy inwestora. Tak jak i w poprzednim rozdziale traktu-

jemy b oraz o jako wielkosci skalarne. Aby uniknaé¢ komplikacji z wyznaczaniem rozwia-

zania opisanych probleméw inwestycyjnych, wygodniej bedzie postugiwac si¢ wartoscia

przyszta portfela. Bardziej precyzyjnie przez X; oznacza¢ bedziemy T -wartos¢ przyszta

kapitatu:

Xt = G(Tit)rXt, Ty = €(T7t)rﬁ't.

Mozna zatem dynamike portfela przepisa¢ w nastepujacy sposob:
dX, = 7rt(b(Yt) - r) dt + 7TtO‘(Y;5)th1.
Bez straty dla ogélnosci mozemy zatozy¢, ze stopa procentowa r jest rowna 0, co daje

(3.2) dX, = mb(Y;)dt + mo(Y)dW}.

Uwaga . Nalezy zwrocic¢ uwage, Ze w przedstawionym problemie dopuszczamy ujemng
wartosé portfela. Nalezy rowniez spodziewaé sie, Ze w takiej sytuacyi optymalny portfel tez
bedzie mogl przyymowaé wartosci ujemne. Warto ponadto zaznaczyé, ze zalozenie o de-
terministyczne) stopie procentowey jest niezbedne, aby rozwigzanie problemu dla dynamiki
(3.2) mdc przeksztalcié do rozwigzania problemu dla dynamiki (3.1).

Podajemy tez odpowiednig definicje strategii dopuszczalnej.
Definicja 3.0.1. Sterowanie (lub strategia) m = {m; | s <t < T} jest dopuszczalna na
przedziale [s,T), m € A2, jesh

(1) 7 jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji {F}V| s <t < T},
(2) dla dowolnego punktu startowego y € R

T T T
P( [ laldes [Cmvit sl + [ wtot ity s)at < oo) 1,
(3) dla dowolnego punktu startowego (z,y) € R? i dowolnej miary Q € Q
E,,s sup |U(X])| < .

s<t<T

37
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A? jest podzbiorem A, (x,y) dla kazdego (z,y) € R? (dla rozwazanych w tym rozdziale
funkcji Dom(U) = R). Warunek (3) w definicji zostal tak skonstruowany, aby obejmowat
warunek A3’ ze stwierdzenia 1.3.8 dla rozwazanych w tym rozdziale funkcji U. Strategie
dopuszczalng interpretujemy jako cze$¢ kapitatu zainwestowang w instrument ryzykowny

S.

3.1. Preferencje typu CARA

W przypadku funkcji uzytecznoscei typu CARA ( ang. constant absolute risk aver-
sion utility), oprécz problemu czysto inwestycyjnego, mozliwe jest rowniez rozwiazanie
zagadnienia zwigzanego z zabezpieczeniem ryzyka niefinansowego pochodzacego od in-
strumentu pochodnego 3(Yr). Jest to w zasadzie jedyna znana funkcja uzytecznosci, dla
ktorej mozliwe jest rozwiazanie problemu tego typu. Rozwiazanie przedstawione w tym
rozdziale pochodzi z pracy Zawiszy [43]. Nalezy wspomnieé réwniez o pracy Zhanga i
Siu [40], w ktérej metoda réwnain HIBI stosowana jest réwniez do funkeji uzytecznosci
CARA, ale w modelu portfela dla ubezpieczyciela. Wyptata w przypadku uzytecznosci
CARA ma postac:

Je (z,y,t) = Egy,t <_6_7X%+76(YT)> .

3.1.1. Réwnanie HJBI.
Biorac pod uwage posta¢ dynamiki (3.2) punkt siodtowy (7*,n*) oraz warto$¢ gry V/
zostang wyznaczone przez rozwigzanie rOwnania

1 V2

1 £ . _
Vi + 50 (y)Vyy — 50°(y)p* % + g(y)V, +min ( a(y)pmV, + a(y)pnaV,,
2 2 %x nel

ViyVo 1 2V

(3.3)

—a(y)p(My) +m)

z warunkiem koncowym

V(x, y,t) — _e @ tBY)
Poszukujac rozwigzania postaci

Viz,y,t) = —e 7" F(y,1)
rownanie (3.3) przeksztalcamy do

1 1 F?

Bty )y = 5 ) 2 + (a0) - palo)N0) ),

1 2
onaFy — = (A Fl1=0
+ max (atpmt, ~ 5000 +0)F ) <o,

z warunkiem koncowym

F(y,T) = exp(v8(y)).

1 I3
Aby usungé nieliniowy sktadnik 5 p2a2(y)?y rozwazamy dwa przypadki:

Przypadek 1 (p2 #* 1)

1

(3.4) F(y.1) = (a(y.0)) ™7 = (a(y.1)) 7
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Tego typu transformacja dla zagadnienia klasycznego zostala zaproponowana w pracy
Musieli i Zariphopoulou [25]. Rézniczkowanie F' prowadzi do:

F, 1 ( )1p22
t = Q- () =P,
1 — p?
1 2
By = 1y (@)%,
P
I IR s
Fyyzl—p21—p2a22/'<04)1792 + ayy - (@) 2.

Podstawiajac otrzymane pochodne mamy

1
o+ =a*(yY)oyy + | 9(y) — pPAY)a(y) | ay
(3.5) ’ ( )

-2

_ 1Y 2
+ max a(y)o, — —(Ay) + a) =0,
(mm)er(pnz (W)ay =5 (Ay) +m) )

a(y, T) = exp(p*y8(y)).
Nalezy zwrdcié uwage, ze réwnanie (3.5) ma postaé¢ rownania HJB. Mozna zatem podaé
jego stochastyczna reprezentacje.

Stwierdzenie 3.1.1. Jezeli funkcje X oraz 3 sq ograniczone , g, a, a-\ spetniajg warunek
Lipschitza i « jest ograniczonym gladkim rozwigzaniem réwnania (3.5), to

=2

T
a(y,t) = maxEY/ exp (/ 2 (s + A(YV2)) s + ﬁ2vﬂ(YT)> :
nem t 2

gdzie
Y, = (9(Ys) — pAYp)a(Y))dt + a(Y:) (pd W + pd W)

aen
7 = ([ mant)

W szczegolnosci o jest Scisle dodatnie i odgraniczone jednostajnie od zera.

SZKIC DOWODU. Dowdd przeprowadzany jest tak jak dla standardowego twierdzenia
weryfikacyjnego.
Ustalmy (y,t) € R x [0,7). Wybierzmy dowolne € M i zastosujmy wzér [t6 uzyskujac
dynamike dla procesu

s 32
exp (/ —%(7715 + )\(}/;))2615)04(}/;,5), t<s<T.
t

Powtarzamy poszczegolne kroki dowodu twierdzenia weryfikacyjnego 1.3.2. Otrzymujemy
nier6wnos¢é
=2

Qn ’ P 2, 9
afy,t) > E;, exp </ —3(7715 +A(Ys) + 7 vﬁ(Ys)dS)‘

Przy czym réwnosé zachodzi, gdy za 1 podstawimy borelowsko mierzalne sterowanie Mar-
kowa n*(y, t), dla ktérego osiagniete jest maksimum w réwnaniu (3.5). O
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Przypadek II (p*> = 1)
W tym przypadku stosujemy transformacje:
F(y,t) = e*@?.
Otrzymujemy

ke + (o) = PAa) o,

1 2
_— A N :O
+(nf{}73)x€r( 2( (y) +m) +pn2a(y)ay> :

7 warunkiem
a(y, T) = vB(y).

Mamy réowniez:

Stwierdzenie 3.1.2. Jezeli funkcje \ oraz 8 sq ciggle i ograniczona, g, a, a- A spetniajg
warunek Lipschitza i « jest ograniczonym rozwigzaniem réownania (3.6), to

a(y,t) = maxEY/ (/tT L a))as + vﬁ(YT)> ,

nem 2

gdzie
dY; = (9(Y2) = pA(Y)a (YD) dt + a(Yy) (pdW, + /1 — p2dW7)

Q"
= - 5(/ ngtdw)T.

3.1.2. Twierdzenie i jego dowdd.

Twierdzenie 3.1.3. Jesli funkcje 3, g, a, a - X spetniajg warunek Lipschitza i sq ogra-
niczone, \ jest ciggla i ograniczona, a(y) > € > 0, to istnieje F' nieujemne rozwigzanie
rownania

Bty = 5 ) 2 + (a0) — At ),
(3.6) 1
; (nffzi‘ip(%“(y”y 0w+ n1)2F> 0
(3.7) F(y,T) = exp(v8(y)),

ograniczone wraz z pochodng F, oraz odgraniczone jednostajnie od zera. Ponadto

sup inf J™9(z,y,t) = inf sup J"9(z,y,t) = —e " F(y,t),
S0 d (z,y,1) Qo s, (z,y,1) (y,1)
oraz istnieje optymalna para sterowan (w*(y,t),n*(y,t)) taka, Ze borelowsko mierzalna

funkcja n* osigga maksimum w (3.6) i optymalna strategia inwestora dana jest przez
F, A f(y,t
(1) = paly) £y | My) +mi(y,t)
vo(y) F 79 (y)

DowOD. Wystarczy wykazaé trzy warunki A1, A2, A3’ podane w stwierdzeniu 1.3.8.

A1) Istnienie rozwiazania réwnania (3.6) wynika z twierdzenia 5.2.1.
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A2) Istnienie borelowso mierzalnej funkcji n*, dla ktorej osiagniete jest maksimum w
(3.6) wynika z twierdzenia 1.1.15. Dopuszczalnosé startegii inwestora 7 (z, y, t)
wynika z faktu, ze funkcje 7*b, 7*0 sg ograniczone. Proces Z; = eI spehia
roOwnanie

1
dZ, =(—ym* (Y, t)b(Y;) + 572(7r*(Yt,t)o(Yt))2)tht
— 7" (Yy, 1) o (V) ZidW
Stosujac lemat 1.1.14 otrzymujemy

* _ ¥ 5
Egy,t( sup |V(Xs aYS)S)|> :Egy,t( sup |€ XS (Q(YS,S)) |)

t<s<T t<s<T

dQ\\ 2 . :
< (E(—) ) (Ew,t sup |e_7XS F(Y;,S)P) < 00
dP t<s<T

dla dowolnej miary ) € Q.
A3’) Jedli m € A2 to z definicji dla kazdej miary @ € Q spelniony jest warunek

_ T
]Ea?,y,t sup e 7% | < o0,
t<s<T

ale V(x,y,t) = —e " F(y,t), gdzie F jest funkcja ograniczona, stad

Egyt( sup |V(X§,Y;,s)|> < 00.
t<s<T
0]

Uwaga 3.1.4. Gdy p* # 1, to zamiast ograniczonosci funkcji 3 wystarczy zatozyé jej ogra-
niczonosé z gory. Wtedy twierdzenie bedzie obejmowato miedzy innymi opcje o funkcjach
wyplaty Bly) = —(y — K)*, Bly) = (K —y)", Bly) = (K —y)*".

3.2. Strategie odporne w modelu Markowitza

3.2.1. Sformulowanie zagadnienia. Niech A bedzie ustalong liczbg rzeczywista.
Klasyczny problem optymalizacyjny zaproponwany przez Markowitza [21] polega na
znalezieniu strategii inwestycyjnej 7* takiej, ze

Vargc’y,O(X%f*) <Vary,o(XT)

dla dowolnej startegii 7, dla ktérej E(X7T) = A. W pierwotnej wersji byla to optymalizacja
statyczna jednookresowa. Problem zostal rozszerzony do zagadnienia dynamicznego i
rozwigzany w réznych postaciach (Yong i Zhou [44], Bielecki i wsp. [2]). W analogii
do metody zaproponowanej przez Markowitza rozwaza¢ bedziemy analogiczny problem
uwzgledniajacy ryzyko modelu. Celem inwestora jest odnalezienie takiej pary (7*, Q*),
dla ktoérej

(3.8) Var myO(XW ) < VaTZyO(X“)
dla kazdej strategii 7 takiej, ze E9"(XT) = A oraz
(3.9) Var xyo(X” ) < Varxyo(X“ )
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dla kazdej miary @ takiej, ze EQ(XX") = A.

W literaturze pojawialy sie rozwiazania probleméw opartych o $rednig i wariancje
uwzgledniajace réwniez niedoktadnos¢ modelu. Nalezy tu wymieni¢ prace Goldfarb i Iy-
engar [13] oraz Tiitiincu i Koenig [37]. Jednakze obie dotyczyty optymalizacji statycznej,
jednookresowej. My natomiast rozwazamy sytuacje dynamiczng, gdy mozemy dokonywac
obrotu gietdowego w kazdej chwili. Problem ten rozwiazujemy metoda mnoznikow La-
grange’a. Metoda ta zostata zaproponowana dla problemu klasycznego w cytowanej juz
pracy Yong i Zhou [44]. Zdefiniujmy

Jg7Q(x,y,t) e

z,y,t

(XT —A)? = 0(B(XF) — A).
Nalezy znalez¢ taki punkt siodtowy (7?* (9), Q*(G)), aby

Ty @y, t) < g (ay,t) < JpY (e y,t).
Stwierdzenie 3.2.1. Niech (7T* (x,y,0,0),Q*(x,y,0, 6’)) oznacza punkt siodtowy
dla J;“Q(x,y, 0). Jezeli istnieje 0* € R taka, Ze

Eg;fgvyvove*)(X;*(xﬂl/vove*)) — A,

to para (Q*(z,y,0,0%), 7*(x,y,0,0%)) jest rozwigzaniem problemu (3.8) — (3.9).

Jesli D := A — g, to mamy

Ty @,y t) = B2, (X7 — AP — 0(E(XF) — A) = E

Tyt z,y,t

(XF — D)? — D* + A? + 0A.
Zatem bez straty dla ogdlnosci mozna przyjac, ze
IOz, y,t) = B¢ (X5 — D)2

z,Y,t

3.2.2. Réwnanie HJB i jego transformacja.
Nalezy rozwiaza¢ réwnanie

1 1 Vo _
Vi+ =d?(y)Vyy — sa*(y)p° =2 + g(y)V, + max | a(y) pm V,, + aly) 2V,
2 2 Vm; nel

—a(y)p(Ay) +m) T %(A(y) -+ 771)2%) =0,

z warunkiem koncowym
V(xava) = (LIT - D)2

Tym razem poszukujemy rozwiazan postaci

V({L‘,y,t) = (:L‘ - D)QF(yvt)'

Otrzymujemy
1 2 2 2 Fy2
F+ 50* () Fyy = p*a*(y) 5 + (9(y) = 2pa(y)A(w)) Fy
* r??rx(—a(y)pmpr +ay)pmFy, — (m + A(y))QF) = 0.

Wedtug wiedzy autora powyzsze rownanie nie byto znane w literaturze nawet, gdy roz-
patrywano klasyczny problem Markowitza. Analogicznie jak w poprzednich rozdziatach
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2
sktadnik nieliniowy anQ(y)Fy usuwamy wprowadzajac odpowiednia transformacje.
Nalezy rozwazy¢ trzy przypadki.
Przypadek pierwszy: p? < %
W takiej sytuacji podstawiamy

Fly,t) = (a<y,t>)6, 5=

Rownanie redukuje sie do

1—2p2

a; -+ %CLZ(Z/)O‘yy + (9(y) — 2pa(y) \(y)) oy,
(3.10)

_ 2
+ r}ylgg(—mpa(y)% + pa(y)meay — (1 —20%) (m + A(y)) a) = 0.
Dla powyzszego rOwnania mamy réwniez reprezentacje stochastyczna.

Stwierdzenie 3.2.2. Jezeli a jest ograniczonym rozwigzaniem rownania (3.10), A jest
ciggta 1 ograniczona, a g 1 a - A spetniajg warunek Lipschitza, to

T
a(y, t) = max B} exp (/ —(1=2p%) (m + A(Y;))261=9),
nemM ¢

gdzie
dY; = g(Yi)dt — 2pa(Y)MYo)dt + a(Yy) (pdW;: + pdW?)

doOmn
2 —e( [mam + man?) |

T

Przypadek drugi: p? > %
W réwnaniu (3.10) (max) nalezy zamienié¢ na (min).
Przypadek trzeci: p? = %

Tym razem dopowiednig transformacjg bedzie transformacja
F(y,t) = e*@?.

i rownanie przyjmuje postac

o + %a2(y)ayy + (9(y) — 2paly) \(y)) oy
(3.11)

+ Inngg(—mpa(y)% + pnpa(y)ay — (m + A(y))2) =0.

Stwierdzenie 3.2.3. JeZeli « jest ograniczonym rozwigzaniem réwnania (3.11), X ciggla
1 ograniczona, a, g oraz a - \ speiniajq warunek Lipschitza, to

a(y,t) = maxEy/ <— /tT(ms + A(Ys))2d8>,

nem

gdzie
dY; = g(Y,)dt — 2paY MY, dt + a(Yy) (pd Wy + pdW)
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Q"
i =€ ([ )

3.2.3. Rozwigzanie problemu Markowitza.

Twierdzenie 3.2.4. Jesli funkcja \ jest ciggla i ograniczona, g, a, a - A sq ograniczone
i spelniajq warunek Lipschitza, a(y) > € > 0, to istnieje F' ograniczone wraz z pochodng
F, oraz odgraniczone jednostajnie od zera rozwigzanie rownania

Fot L) By - ) + (9(y) - 20a(9)AW)F,

(3.12) 2 F
+ rgggc(—mpa(y)Fy + paly)mFy — (m + A(y))ZF) =0,

z warunkiem koncowym
F(y,T)=1.
Ponadto
inf sup J™9(z,y,t) = sup inf J™9(z,y,t) = (x — D)*F(y,t)
WGA? QeQ QeQ WGA?
oraz istnieje optymalna para sterowan (w*(y,t),n*(y,t)) taka, Ze borelowsko mierzalna
funkcja n* osigga maksimum w (3.12) i strategia inwestora dana jest przez

_paly)e —D)E,  (Ay) +7i(y, 1))« — D)

(3.13) T (,y,t) = oly) F (y)

DowOD. Dowdd przebiega analogicznie do dowoddéw twierdzen dla funkeji HARA oraz
CARA. Sprawdzamy trzy warunki A1 — A3’ podane w stwierdzeniu 1.3.8.

A1) Istnienie nieujemnego i ograniczonego rozwiazania réwnania (3.12) wynika
z twierdzenia 5.2.1.
A2) Istnienie borelowsko mierzalnej funkcji n*(y, t), dla ktérej maksimum w (3.6) jest
osiagniete, wynika z twierdzenia mmm. Jesli
_paly) By (My) + 07y, 1))

(3.14) Cly) = o) F o) :

to funkcje (b oraz (o sg ograniczone. Istnieje zatem X - jednoznaczne rozwigzanie

réwnania
dX, = ((Y)b(Y))(X, — D)dt + ((Y})o(¥;)(X, — D)dW}

takie, ze E,,(X7)?* < co. Niech Z; = (X; — D)*. Ze wzoru It6 wynika, ze Z
spelia réwnanie

dZ; = (AC(Y)b(Yy) + 6% (Yy)o? (Y))) Zedt + 4¢(Yy) o (Yy) ZpdW,
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Ze stwierdzenia 1.1.14 wynika, ze dla dowolnej miary Q € @)

Eﬁwt(sup\U(XJN)::E§Mt<sup!(Xj“—zn20
t<s<T

t<s<T

dQ\?\ 2 . :
< (5(58) ) (Bone sup x5 = DPF) " <
t<s<T

A3’) Jedli m € A? to z definicji dla kazdej miary Q € Q spelniony jest warunek

Egy’t( sup |XT — D|2) < 00.

t<s<T

Ale V(z,y,t) = (x — D)*F(y,t), gdzie F jest funkcja ograniczona. Stad

Egyt( sup \V(X;r,YS,s)]) < 00.

t<s<T

O

Dotychczas zostatl rozwigzany wytacznie problem Lagrange’a. Dla D € R zostala
odnaleziona optymalna para (7*(D), Q*). Ponadto miara Q* nie zalezy ani od
poczatkowego poziomu kapitatu x ani od wartosci D. Aby zastosowaé stwierdzenie 3.2.1
nalezy wykazac, ze istnieje takie D*, dla ktérego

B0 ™)) = A

Wiadomo, ze optymalna strategia inwestora dana jest przez

paly)(e — D) Fy  (Ay) + iy, t))(x — D)

TEyt) = - T o(y)
Niech W F, \y)+n(y,1))
— _PYY) Ly -
W)= =T0) F a(y)

Wtedy X, (D) gpelnia réwnanie
dXy =(Xy = D)C(Y, ) (b(Y2) + ni (Y, t)o (V7)) di
(X, = D)UY o (V)W)

Oznaczmy

—exp(/ COVB(YS) + 75 (Yar 8)(Ye))ds

—5/0 (Y, 5)0? ds+/ ((Ys, s)o(Y, )dW"1>

Xr =D+ (z—D)p(Y).

Mozemy zapisaé

Mamy zatem
(3.15) EZ,0(XF) = D+ (z — D)EZ0(Y),

czyli

. _ —mEQng)( ) Q*
D= gy Bl £1
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Uwaga 3.2.5. Nalezy zaznaczyé, ze jesli E§;¢(Y) =1, to rownanie (3.15) posiada roz-
wigzanie wylgeznie jesli o = A. Pozostaje zatem pytanie czy dla xo # A odporny problem

Markowitza ma rozwigzanie. Wydaje sie jednak, ze teoria réwnan HJB nie jest dobrym
narzedziem do rozwiktania tego problemu.

Przedstawiony rezultat opatrzony zostal prostym przyktadem.
Przyktad 3.2.6 (Model Blacka— Scholesa).

dSt = bStdt + UStth,
I'=[-R,R],
A> R.

Model ten zwiazany jest z rownaniem

o+ min<(n1 + )\)204) =0.
nel’

Wtedy (/\ R)( D*) ) O-R)2T
* - T — * - xoe 02 *
m (;C,t) = p ’ D* = O_m2T n = —R,
1—e 2

gdzie xy oznacza kapital poczatkowy inwestora.



ROZDZIAY 4

Problem inwestycyjny z nieskonnczonym horyzontem czasowym

4.1. Sformulowanie problemu i twierdzenia weryfikacyjne

W poprzednich rozdziatach rozwigzywane byty problemy ze skonczonym horyzontem
inwestycyjnym. Tym razem rozwazamy funkcje wartosci postaci

x7y7t

t
JTOMNz,y) = tlim EY / e U (cs X %) ds,
— 00 0
gdzie U jest funkcja nieujemna i

dQy o Wi W2
- T]lsd s + nQSd S 9 (7717 772) 6 M'
dP '

Dla ustalonego punktu (z,y) € Dom(U) xR funkcja

Y

I
h(t) = EZ ’t/ e *U(cs XI)ds
0

jest rosnaca i ciagta, zatem J™"(x,y) jest dobrze zdefiniowana. W tym przypadku réw-
niez poszukiwany jest punkt siodtowy ((71'*, ), 77*). Definicja rodziny strategii dopuszczal-
nych, A(z,y), analogiczna jak dla skoniczonego horyzontu czasowego. Dla uproszczenia
notacji traktujemy wspotczynniki b oraz o jako skalary. Wyniki przenosza si¢ w naturalny
sposob na przypadek, gdy o jest kwadratowa macierza odwracalna.

Modyfikacje postawionego problem byty rozwazane w pracy Hansen i wsp. [15]. Jed-
nak praca ta analizuje problem z ekonomicznego punktu widzenia i nie sg przeprowadzane
dowody twierdzenia weryfikacyjnego ani twierdzenia o istnieniu rozwiazania odpowied-
niego réwnania HJBI. Jezeli chodzi o klasyczne problemy inwestycyjne (nie uwzglednia-
jace ryzyka modelu) to rozdzial ten najblizej zwiazany jest z praca Hernandeza i Fleminga
[17]. Do rozwiazania postawionego zagadnienia wykorzystany zostanie oparator

1 1
LNV (2, ) = 5@ (Vi + 5720 () Vs

+ pra(y)a(y) Ve, + aly) (pm + pie) Y,
+ 9V, + 7 (bly) — r(y) + mo(y))aV, + r(y)zV, — caV.

Problem zostanie zwigzany z réwnaniem

: T,Cn - —
min max max(L™V (z,y) —wV (z,y) + Ulez)) =0,

przez nastepujace twierdzenie weryfikacyjne:

Twierdzenie 4.1.1. Niech bedzie dana nieujemna funkcja V€ C?(Dom(U) x R) i do-
puszczalne sterowania Markowa ((7*(z,y), c*(z,v)), 7" (z,y)) takie, ze

47



48

(4.1) L ey (g y) + Uzc*(z,y)) — wV(2,y) >0,
(4.2) E’T’C’”*(’C’y)V(m, y) + U(cx) —wV (z,y) <0,
(4.3) L@ @Y (g ) + Uzc*(2,y)) — wV (z,y) =0

dla dowolnych n € T', (m,¢) € R x (0,400), (z,y) € Dom(U) x R. Niech ponadto dla
dowolnych (z,y) € Dom(U) x R, n € M istnieje cigg {t, k=1,2,3,...},
lim ¢, = +oo taki, Ze

k——+o0
. Q? —wt 7*,c*
t hrﬂ E. (e V(X ,Ytk)> =0,
(4.4) '
Q? * ok
Ex,y’“< sup |V(XT © ,Y;)]) < 0.
0<s<ty,
Wtedy

Jm (z,y) < Vi, y) < J7 (2, y)
dla (m,c) e A, ne M, i
Viz,y)=J" " (z,y).

DowoOD. Ustalmy (z,y) € Dom(U) x R. Wybierzmy dowolne n € M i rozwazmy
uktad rownan roézniczkowych

dX; =r(Y) Xidt + (X4, Yy) (b(Y;) — T(K))Xtdt
(4.5) (X, Y Xo (V)W) — (X, V) Xodt,
dY; = g(Yy)dt + a(Yy;) (pdW} + pdWE).
Zapiszmy Q"-dynamike uktadu (4.5). Stosujac transformacje Girsanova 1.1.8 mamy
dX; =r(Yy) Xedtmy (b(Yy) — r(Ye) Xedt +mio (Y2)) Xedt
(4.6) + 7o (V) XdW, — ¢ X,
Yy = (g(Ya) + a(Ye) (mup + 120) ) dt + a(Yy) (pdW," + pdW;™),
gdzie 77 = (X, Y;), ¢ = *(Xy,Y;) 1 (WP WD?) jest Q" - procesem Wienera danym
przez
AW = dW} — nydt,
{dwgﬂ = dW? — nydt.

Jesli zastosujemy wzér It do procesu (4.6) i funkcji eV, to otrzymamy
tATy
E?@ (V(Xt/\Tn7 YtATn)) = V(z,y) + ngy/ e LTV (X, Ys) —wV (X, Ys))ds

0
" tA\Ty,
t M,dw™,
0

Q
+ ExY
gdzie (T,,,n =1,2,...), (T, /" +0o0) jest lokalizujacym ciagiem momentéw stopu takim,

ze
; ATy,
ES: My dW] = 0.
0
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Wykorzystujac (4.1) mamy

n

n tp ATy,
Eay (e "V (Xynr,, Yorr,)) = V(@,y) — oy / e U ("X, )ds.
0

Przechodzac do granicy (n — o0) i (t, — +00) i korzystajac z (4.4) otrzymujemy
V(z,y) <J7z,y).
Jesli zastapimy n przez n* i uzyjemy (4.3), to
V(z,y)=J"" (2,y).
Nastepnie wybieramy dowolne (7, ¢) € A i stosujemy wzér 1t6 do uktadu
dX; = (V) Xedt + 7, (b(Y:) — r(Vy) + 05,0 (Ye)) Xedt + w0 (V) XodW, ' — ¢ X dt,
dY; = (g(Ye) + a(Yy) (oo + 130p) ) dt + a(Ye) (pdW;" + pdWi"™?).

Powtarzajac metode zaprezentowana powyzej i uzywajac (4.2) dostajemy
77* ”]* t/\T"/
ES: (e V(X 7e  Yiar,)) < Vi, y) — EY, /0 e~ U (e, XT°).
Poniewaz V' jest nieujemne, to
V(z,y) = J7 (z,y).
[

Z rezultatow przedstawionych w rozdziale pierwszym wynika, ze prawdziwy jest tez
analogon stwierdzenia 1.3.8

Stwierdzenie 4.1.2. Niech speinione bedg jednoczesnie nastepujgce trzy warunki:

B1) Istnieje nieujemne rozwigzanie klasyczne réwnania

: - _ _ _
I%%lr}rlgﬂé(ﬁ V(x,y,t)—i—rilfgc(U(c:U) cxV,) —wV(z,y) =0

takie, ze V. < 0.
B2) Sterowanie Markowa (7*(x,y),c*(z,y)) dane przez

_pa(y) Vay  b(y) +ni(z,y.t)o(y) Vi

o(y) Ve o (y) Vi
c*(x,y) € arg m;mg((U(cx) —caVy)

(2, y) =

jest strategiq dopuszczalng.
B3) Dla dowolnych (x,y) € Dom(U) x R, n € M istnieje cigg {ty, k = 1,2,3,...},

lim ¢, = +oo taki, Ze
k—+o00

tr—+o00

/'] * *
lim Ec% (ewth(Xg; & ,Ytk)) —0
oraz

n
Ef,;f( sup |V(X§*’C*,Ys)|) < o0,

0<s<tg
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Wtedy
To (2, y) < V(,y) < T2, y)
dla dowolnych (m,c) € A, n € M oraz
V(,y) =J7"" (2,y).

4.2. Rozwigzanie problemu dla uzytecznosci typu HARA

Okazuje sie, ze problem posiada rozwiazanie, jesli preferencje inwestora dane sa za
pomocy funkcji HARA. Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze v € (0,1). Wprowadzimy
klase strategii dopuszczalnych.

Definicja 4.2.1. Strategia (7,¢) = {(m,¢t) | 0 <t < +o0} jest dopuszczalna
(m,¢) € A, jesli spelnia nastepujgce warunki:

(1) (m,¢) jest progresywnie mierzalny wzgledem filtracji {FY }iso,

(2) dla dowolnego punktu startowego y € R i dla dowolnego T' € (0, +00)

P( / et + / I (i) — V)t + / " r202 (Yily))dt < oo) ~ 1.

Roéwnanie, ktére nalezy rozwiagzaé jest postaci

1 1 V2 . _
5@ WV — 5a°(y)p" 3% + min (a(y)pmVy +aly) eV,
VoV, 1 V2
(4.7) —a(y)p(My) +m) Vy - §(A(y) + 771)2‘/—> +9(y)Vy +r(y)zV,

+ max(—czV, + U(cz)) —wV =0.
cel

Wykorzystujac uzywana juz w niniejszej rozprawie transformacje

Y

|
Vx7 = — (X 6’ 5:—
(z,9) 7((9)) B

sprowadzamy powyzsze réwnanie do postaci

1

§a2(y)ayy + (g(y) + 17_p7a(y))\(y)>ay

. _ P g 2
@9 (e e g (00 )

gl w L=y o
—l—(gr(y) g)Oé‘F 5 =0.

Mozemy sformutowaé odpowiednie twierdzenie. Poniewaz warunek B3 jest dosy¢ kre-
pujacy, nie bedzie to niestety rezultat tak mocny jak rezultaty dotyczace skonczonego
horyzontu inwestycyjnego.

Twierdzenie 4.2.2. Jesli funkcje a, g, a - A, \, r oraz stale v i p spelniajg zalozZenia
twierdzenia 5.3.4 1, to istnieje dostatecznie duze w, dla ktérego istnieje o — ograniczone
wraz z pochodng o, i odgraniczone od zera rozwigzanie rownania (4.8)

1
W przypadku statych « i p chodzi o to, aby —1 < 1 — ——> <0.
I=y+p



51

Niech ponadto sterowanie (7*(y), ¢*(y),n*(y)) bedzie takie, ze borelowsko mierzalne n*

osigga maksimum w (4.8) i strategia inwestora dana jest przez

Witedy

™z, y) = _paly) oy Aly) + i)
(@) (1=7)o(y) a + (1—7)o(y)’

)

¢ = (o).

JTE (2,y) < V(x,y) < T2, y)

dla dowolnego (m,c) € A orazn € M takiego, Ze

lim Exg,’“ (e_m’“ (XZ:’C*)’Y) = 0.

t——4o00

Dowo6D. Wykazujemy, ze spelnione sg wszystkie trzy warunki w stwierdzeniu 4.1.2.

B1)

B2)

B3)

(4.9)

Istnienie rozwiazania réwnania (4.8) wynika z twierdzenia 5.3.4. Stad istnieje
klasyczne rozwiazanie réwnania (4.7) postaci V(z,y) = %(Oz(y))‘s
Istnienie mierzalnej funkcji n* dla ktérej osiagniete jest minimum w (4.8) wy-
nika z twierdzenia o mierzalnym wyborze 1.1.15. Dopuszczalnosé strategi (7%, ¢*)
wynika z faktu, ze funkcje 7*(b — r), 7" oraz ¢* sa ograniczone.

Po pierwsze, nalezy wykazaé, ze istnieje ciag {tx, k =1,2,3,...}, limy_ o tp = 00
taki, ze
. Q?I: —wt T*,c*
lim E;p (e " V(X ©,Y,) | =0.
tk—>+00

Postaé¢ tezy tego twierdzenia gwarantuje, ze powyzszego warunku nie trzeba
sprawdzaé¢ dla pozostalych miar Q7 Wiadomo, ze proces X spelnia réwnanie

+ 7T*<Xt7 }/t)Xt0-<K)th1 - C* (Xt7 K)Xtdt

Stosujac wzor Ito do funkeji e=*'V i powtarzajac kroki dowodu twierdzenia 4.1.1
otrzymujemy

. .t
B (VX0 Y0) = Ving) ~ B [ e Uex s
0

1 . [t
- V(a.y) - B, / e~ ((V2))7T X ds.
0

x7y

Poniewaz V' jest funkcjg nieujemng i « jest ograniczone to
t
V(z,y) > eEgé/o e " X7ds.
Stad istnieje taki ciag {tx, k =1,2,3,...}, ze

lim EZ, (e—wtk (Xg;*vC*)’Y> = 0.

tk—>+OO ’

Poniewaz « jest ograniczone i odgraniczone jednostajnie od 0, to dostajemy (4.9).
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Po drugie, dla dowolnego ¢ € (0, +00) i n € M warunek
n T c* n 1 T c* )
52 sup [V 101 =B (sup 2xr e ((a)' ) < o

0<s<t 0<s<t Y
jest spelniony poniewaz funkcje 7*(b — r), 7*0, ¢* oraz a sa ograniczone.

Przyktad 4.2.3. Dla klasycznego modelu Blacka Scholesa
dB; = rBydt,
{dSt = bSidt + oS, dW,
nalezy rozwiaza¢ réwnanie
(r + ﬁKz)F (1 —7)F —wF =0,
gdzie
A—R jezeli A\ > R,
Kr=140 jezeli — R < A <R,
A+ R jezeli A< —R.

Rozwiazanie rownania ma sens wtedy, gdy

(r + ﬁ[(ﬁ) < w.
Wtedy
b <(w —r— ﬁK]%L))W—l
1—7 ’
natomiast
T = Kr cF=F+1, nn=Kr—\



ROZDZIAY 5

Rozwigzania klasyczne wybranych nieliniowych réwnan
czastkowych

Dowody przedstawione w poprzednich rozdziatach korzystaty niejednokrotnie

z twierdzen dotyczacych istnienia i jednoznacznosci wybranych nieliniowych réwnan
czastkowych. Dotychczas w literaturze po$wieconej zagadnieniom odpornej optymaliza-
cji portfela powotywano si¢ na rezultaty, ktére wymagaty aby wspoétczynniki réwnania
odpowiedniego réwnania dyfuzji byty ograniczone wraz z pochodnymi do drugiego rzedu
whlacznie [(Fleming i Rischel [8], rozdzial VI, twierdzenie 6.2) oraz (Fleming i Soner [9],
rozdzial IV twierdzenie 4.2 )]. Tu pokazujemy, ze wystarczy aby wspdtczynniki byty
ograniczone oraz spteniaty globalny warunek Lipschitza. Rozdziat zostal podzielony na
trzy czesci. W pierwszej przypomniane sa rezultaty dotyczace rownan parabolicznych, w
tym wzér Feynmana-Kaca. W drugiej zajmujemy sie rownaniami parabolicznymi poja-
wiajacymi si¢ dla probleméw inwestycyjnych ze skonczonym horyzontem inwestycyjnym.
Trzecia natomiast jest poswigcona rownaniom eliptycznym istotnym dla problemow z roz-
dziatu czwartego.

5.1. Podstawowe fakty dotyczace parabolicznych réwnan rézniczkowych
czastkowych

Dowody gtéwnych rezultatéw tego rozdziatu oparte sg o wzér Feynmana-Kaca, dlatego
w pierwszej kolejnosci zostana przywotane rezultaty dotyczace problemu Cauchy’ego

(5.1) {W+%fwww—wU+ﬂ%ﬂ=0, (y,t) € R x [0,7T),

U’(ya T) = ﬁ(y)v y e R.

Definicja 5.1.1. Powiemy, Ze funkcja a spetnia warunek UEL, jesli jest ograniczona oraz

a(y) > e >0, y € R,

la(y) —a(y)| < Ly — 9], y,g € R.
Twierdzenie 5.1.2 (Friedman [11], Rozdzial 6, Twierdzenie 4.6 ). Jezeli funkcja a
spetnia warunek UEL, funkcja 3 jest ciggla o nosniku zwartym, f = 0 oraz w = 0, to

dla kazdgo T > 0 istnieje klasyczne (klasy C*'(R x [0,T)) N C(R x [0,T])) rozwigzanie u
problemu (5.1) postaci

u(y, 1) = /R B@)ply, t:2,T),
53
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gdzie p i py sq funkcjami ciggtymi na R x [0,T) x R. Ponadto istniejg stale
c, C' > 0 takie, ze

C clz —yl?
5.2 tix,T) < ——
(5:2) ot ) < e 51

dla wszystkich (y,t,z,T) € R x [0,T) x R.

Przytaczamy rowniez staba wersje wzoru Feynmana-Kaca. Mocniejsze wersje,
z ktoérych nie bedziemy jednak korzysta¢, mozna odnalezé w pracy Heath i Schweizer
[16] oraz Becherer i Schweizer [1]. Niech C,(U) oznacza przestrzen funkcji ciagtych i
ograniczonych na U.

Twierdzenie 5.1.3 (Wz6r Feynmana-Kaca). Jesli funkcja a spetnia warunek UEL,
f e Cy(R x[0,T7), to

ol t) = By (T30 + [ e sv9))

jest jednoznacznym klasycznym rozwigzaniem problemu Cauchy’ego (5.1) w klasie funkcji
ograniczonych.

Uwaga 5.1.4. Ze wzoru Feynmana-Kaca 5.1.3 wynika, Ze funkcja v — p(y,t;x,T) z
twierdzenia 5.1.2 jest gestoScig zmiennej losowej Yr, gdy proces Y jest rozwigzaniem pro-
blemu,

dY, = a(Y.)dW,,
Y, ==x.

Stwierdzenie 5.1.5. Twierdzenie 5.1.3 zachodzi réwniez gdy f € Cy(R x [0,T))

DowOD. Przedtuzmy funkcje f do funkeji ograniczonej i borelowsko mierzalnej na
R x [0,7]. Ustalmy & > 0 i zdefiniujmy funkcje

T

ve(y) = Eyre (B(YT) s s>).

T—e

Ze wzoru Feynmana-Kaca wynika, ze funkcja

T—e
ue(y,t) =Ky (Ua(YT—a) +/ f(Ys,S))
t
jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu

{ut + 302 (Y)uyy + f(y,1) =0,  (y,t) e Rx[0,T —¢),
u(y,T) = v-(y), y € R.

Z wtlasnosci Markowa(twierdzenie 1.1.12) wynika natomiast, ze dla wszystkich £ > 0

T

us(y,t) = Eyu <€wTﬁ(YT) + /

t

e f(Ys, s)ds) :
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5.2. Réwnania paraboliczne
Sekcja ta jest dedykowana réwnaniom semiliniowym typu

{ut +a(y)uy, + H(y,t,u,uy) =0, (y,t) € R x [0,T),

u(y, T) = B(y), y€R.
gdzie H jest funkcja ciggla. To wtlasnie réwnania tego typu wykorzystywane byty w

(5.3)

poprzednich rozdziatach. Dowody przedstawiane w tym rozdziale przeprowadzane sg w
sposéb analogiczny do tych przedstawionych w pracach Becherer i Schweizer [1] dla réwnan
reakcji dyfuzji. Dla zagadnien optymalnego wyboru portfela najwieksze znaczenie maja
rozwigzania, ktére sa ograniczone wraz z pochodng wzgledem zmiennej przestrzennej y.
Przez C,° oznaczymy przestrzen funkeji ciaghych i ograniczonych na R x [0, 7] majacych
ograniczona pochodng wzgledem zmiennej y na R x [0, 7). Przenormujemy ta przestrzen
wprowadzajac:
Julle ;= sup e T Du(y,t)|+ sup e T, (y,t)).
(y,t)ERX[0,T] (y,t)eRx[0,T)

Tak zbudowana przestrzen jest przestrzenia Banacha.

Odwotujac sie do reprezentacji Feynmana-Kaca 5.1.3 i lematu 5.1.5 definiujemy ope-
rator

Tu(y,t) :=Ey, (5(YT) + /tT H(y7 s, u(Ys, 8), uy (Y, 5))d5)-

Twierdzenie 5.2.1. Jezeli a spetnia warunek UEL, 3 ograniczona i globalnie lipschit-
zowska 1 H jest funkcjq ciggle na R x [0,T] x R x [0,T] takq, Ze dla pewnej stalej K

|H(y,t,u,p)| < K(1+ |u|+ |p|),

(5.4) o - -

o . . L . . ~1,0
to istnieje klasyczne i jednoznaczne rozwigzanie rownania (5.3) w przestrzeni C,™ .

DowOD. Dowdd opiera sie¢ na wykorzystaniu twierdzenia Banacha o punkcie statym.
Pokazemy, ze operator 7 jest odwzorowaniem zwezajacym w normie ||-||,, dla odpowiednio
duzego k.

Najpierw pokazemy, ze 7 prezksztalca C’; 0w Cg Y. Wybierzmy dowolne u € C’b1 0,
Poniewaz (3 jest ograniczona oraz zachodza warunki (5.4), to funkcja Tu(y,t) jest ogra-
niczona. Wystarczy pokazac¢, ze pochodna wzgledem zmiennej y, D, 7w, réwniez.
Wprowadzmy dwie nastepujace funkcje:

1) = By (B11) ),
v (y,t) =K, (/tTH(YS,s,u(YS,s),uy(YS,s))ds).

Ze wzoru Feynmana-Kaca 5.1.3 wynika, ze obie funkcje sa rézniczkowalne. Poniewaz [3
spetnia globalny warunek Lipschitza, to z odpowiedniego oszacowania w twierdzeniu 1.1.11
wynika, ze v! spelnia go réwniez wzgledem zmiennej y, ponadto stala lipschitzowska nie
zalezy od zmiennej t. W zwiazku z tym pochodna U; jest ograniczona. Aby wykazaé, ze
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pochodna funkeji v? jest ograniczona skorzystamy z twierdzenia Fubiniego, twierdzeni o
rézniczkowaniu pod znakiem calki i oszacowania (5.2). Otrzymujemy:

T
02y, )] = ’DyEW </ H(}g,s,u(n,s>,uy<m,s))ds)‘
t

_ ’ D, ( /t : /R H(z,s,u(z,s),uy(z,s))p(y,t,z,s)dzds)‘

T
< / / H (2, 5,u(z, 8), 1y (2, 8))|[py (9,1, 2, 5)|dzds
t R

§/tT/R|H(z,s,u(z,s),uy(z,s))|8€texp(—c|zs__ytl2)dzds
< chm / s Kf/f%uﬂwnam'

Nastepne dwa oszacowania dowioda, ze 7 jest odwzorowaniem zwezajacym dla
odpowiednio duzego parametru x. Mamy

L+ [lullx)

e "D\ Tu(y, t) — To(y, t)]

T
< TR, / H (Yo, 5,u(Ya), 1y (Y2)) — H(Yr,0(Y.), 0, (Y2))|ds
t

< Ke " T-0E,, / ([u(Ys) = v(Ya)] + [y (V) — v, (Y:)])ds

T
M
< e_”(T_t)/ |u—v||.e"T*ds < —|ju—v]|.
t l{/
oraz
eI Dy (Tuly,t) — Toly, 1)] =

edefﬂ

DBy [ (Vo (00, (02) = H(Ve 00V, 0,(V)) s

Tt)/ /}H(y,s,u(w),uy(a:)) — H(y, s,0(x), v,(2))|lpy (y, t, 2, 5)|dxds

Tt//m — o)+ (o)~ )5 S exp (- S v

2 T % L
—3Ks
([ )= ool

gdzie state M, M, L zalezg wytacznie od T'. Stad istnieje dostatecznie duze &, dla ktérego
7 jest odwzorowaniem zwezajacym w normie || - ||.. Wobec tego 7 ma doktadnie jeden
punkt staty w C’,} Y i ze wzoru Feynmana-Kaca 5.1.3 wynika, ze jest on jednoznacznym
rozwigzaniem problemu (5.3) w klasie C,*. O

IN
=
™
3
s
|
=
=
Sy
~
»
|
N
|
N
QL
»
N——
w|



57

W zagadnieniach dotyczacych konsumpcji z rozdziatu drugiego istotne okazaty sie by¢
rozwigzania rownania postaci

1

o+ 5a*(Y)ayy + 1i(y)ay + min (pnza(y)ay + pra(y)may,
(m.m2)€r

(5.5)

1
+ v2(y) (A (y) + 771)204> + v3(y)o + =0 q<1,

—dq
z warunkiem koncowym
aly, T) = 1.
Jesli zdefiniujemy
H{(y,t,u,p) = min h(y,t,u, p,n),
nel’
gdzie

_ 2
h(y,t,u,p,n) := i(y)p + praly)p + pra(y)mp + va(y) (A(y) +m) u + vs(y)u + f(y,t)
7 twierdzenia wiadomo jednak, ze gdy. Niech a spetnia warunek UEL oraz v, spelnia
warunek Lipschitza i jest ograniczona, 1o, v3, f sa ciggle i ograniczone, to wykorzystujac
nierownosé
’ min h(y> ta u,p, 77) — min h(ya 77 ’aaﬁa 77)‘ S max ’h(ya ta u,p, 77) - h(@a ) aaﬁ? 77)’
nel’ nel’ nel’

dowodzimy, ze spetnione sa wszystkie zatozenia tw. 5.2.1, i istnieje jednoznaczne klasyczne
. . . 1.0 .~ .
rozwigzanie w klasie Cj" réwnania

1, (e
o+ 5% (y)ayy +mi(y)ay + min | praa(y)ey + pra(y)may
(mm2)€r

(5.6)
T o) (Aw) + ?71)204) L us(y)at f(y,6) =0,

aly, T) = 1.
Postuzymy sie tym faktem wykorzystujac twierdzenie Banacha o punkcie stalym
do dowodu istnienia rozwiazania réwnania (5.5). Do konstrukeji odpowiedniego operatora
7 wykorzystamy stochastyczna reprezentacje rozwiazan réwnania (5.6), z ktérej niejed-
nokrotnie korzystaliSmy w tej pracy. Jezeli

k
X(t, kYY) = /t (1o (Yo)(MY:) + m)? + v3(Y))ds,  to

T
a(y,t) = 72161% E?: [exp(x(t,T, Y)) +/ exp(x(t, k, Y))f(Yk, k‘)dk},

gdzie
dY, = v1(V;)dt + a(YV;) (pdW,}! + pdW?)

d n
% _ < / nudW, + ngtde)T.

Wtasciwy operator ma zatem postac
T

(5.7) Tu(y,t) = r?el% Eg: {exp(x(t,T, Y)) + IL—Q t exp(x(t, k,Y)) (u(Yk, k))qdk:}.
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Operator ten rozpatrywany jest na przestrzeni C} (funkcji ograniczonych i ciagltych na
R x [0,7]) z norma

lull?:= sup e D u(y,1)].
(y,£)€RX[0,7]

Przez C’bZE oznaczmy zbiér funkeji ciagtych, ograniczonych i wiekszych od €. Jest to
podzbiér domkniety przestrzeni Banacha Cj,.

Twierdzenie 5.2.2. Jezeli funkcja a spetnia warunek UEL, funkcje vy spetnia warunek
Lipschitza 1 jest ograniczona, Vs, V3 Sq ciggle 1 ograniczone, to istnieje u jednoznaczne
rozwigzanie rownania (5.6) w klasie Cy. Ponadto istnieje e1 > 0 takie, Ze Ze u nelezy do
przestrzeni C;°".

DowOD. Istniejg state e1,e9 > 0 takie, ze
0<e < exp(X(t,T, Y)) < .

Stad T, przeprowadza C; ' w C;°'. Wystarczy pokazaé, ze 7Ty jest odwzorowaniem zwe-
zajacym w normie || - || dla odpowiednio duzego k. Funkcja stata tego operatora bedzie
rozwigzaniem problemu na mocy twierdzenia 5.2.1. Wystarczy zatem jesli przeprowa-

dzimy nastepujace oszacowanie:
q q
(i) = (o)) it

e "9 Tou(y, 1) — Too(y, 1)

1 Qn 1 T

S@Mkf%g%Ew{EM%ﬂTjg/‘mﬂ%k)—v@L@Wk
t

1 T
< maxE, %@ﬂ__ﬂ/ LRY
< max WF T ), *PK(tRY))

[l =l

T
1
< &ygled™ M- vllne“(“)/ TNk < —eo|qle?™
t Iﬁ.’/

1—g¢q

5.3. Réwnania eliptyczne

W analizie probleméw inwestycyjnych z nieskonczonym horyzontem inwestycyjnym
szczegoblng role odgrywalty rownania eliptyczne postaci

1
(5.8) §a2(y)uyy + H(y,u,uy) —wu =0, y € R.

Pokazemy, ze tego typu rownania maja rozwigzanie ograniczone wraz z pierwsza pochodnag
u,. Tym razem réwniez postuzymy si¢ rozwigzaniami réwnania stochastycznego
dY; = a(Yy)dWr,
(5.9) v = a(Ye)dWs
Yo=y.
Zaktadamy w tej czesci pracy, ze speliony jest warunek

O ) Istnieje p(y,0,x,t) gestosé¢ rozkladu dla rozwiazan uktadu (5.9), ciagta wraz z
pochodng p, na R x R x (0, +00) oraz ¢, C' > 0 takie, ze

C clr —yl?
0.2.1) < = _cr =y
[py(y, 0,2, 0)] < ~ eXp( 57



59

dla wszystkich z, y € R oraz t € (0, +00).
Stwierdzenie 5.3.1. Warunek O jest spelniony, dla procesu Wienera (tzn. gdy a =1).

DowOD. Z twierdzenia 5.1.2 wynika, ze istniejg ¢, C' > 0 takie, ze

T —y 1 c
(000,11 = L exp (<1 =) < Coxp( o - o)

Poniewaz nieré6wnos¢ ta zachodzi dla kazdego x,y € R, to

|z — ] Clz—yP Cclz—yP

1py(y,0,2,t)| = e <—Ce
= X X .
pyy> ) Ly t/—Qt p ) t = ¢ p 9 n

O

Twierdzenie 5.3.2. Jezeli funkcja a spetnia warunek UEL oraz O, f jest ciggta i ogra-
niczona, to istnieje klasyczne i jednoznaczne rozwigzanie réwnania

(5.10) %a2(y)uyy + fly) —wu=0, yeR

w klasie CY.

DowOD. Z wlasnos$ci Markowa i ze wzoru Feynmana-Kaca 5.1.3 wynika, ze funkcja
t t
U(Q?ﬂ = ]Ey,O (/ e—wa(Y;)dS> = / 6_wsEy,T—tf(YT—t+s)d8
0 0

T
=By 7 ( / e—w<s—<T—t>>f<5@)ds)
T—t

jest rozwigzaniem problemu

(5.11)

o= (o Fwv— f) =0 (,1) € R x (0,-+00),
U(yv O) =0 y e R.

Istotne jest asymptotyczne zachowanie funkcji v. Wprost z jej definicji i z ograniczonosci
funkcji f wynika, ze

t—+o0

lim oy, 1) = By ( / ” e‘“’sf(Ys)ds),
0

przy czym zbieznosé ta jest jednostajna. Nalezy pokazaé, ze vy (-, t) jest zbiezne jednostaj-
nie do 0 oraz, ze vy(-,t), vy, (-, t) sa zbiezne jednostajnie do pewnej granicy, gdy ¢ — oo.
Z twierdzenia o rozniczkowaniu pod znakiem catki mamy

vi(y, t) = Eyoe" f(V2).
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Stad hm supv(y,t) = 0. Poniewaz v spelia réwnanie (5.11), to istnieje granica w
o yeR
zbleznoscn jednostajnej dla v,,. Natomiast dla dostatecznie duzych t; i to mamy

/t/ T f(2)py(y, 0, 2, s)dzds
/t/_wslf |_eXp<__g)dzds

< U [ gy UL [ oy

C t1 —wity
_ ww( gt

Zatem istnieje granica w zbieznosci jednostajnej dla v, (-,t). Wyakzane zostalo, ze jesli
t — 400, to v(-,t) i wszystkie interesujace pochodne sa zbiezne jednostajnie. Tym samym

funkcja bedgca granica:
+o0o
u(y) =Eyo </ €wsf(Y;)ds)
0
spetnia réwnanie (5.10).

Jednoznacznos¢ rozwiazania wynika z argumentu, ktory stosowany byt w pracy wie-

Yy\J» ) -
|y (5, 11) — uy(y, 12)| =

lokrotnie tzn. jezeli u jest rozwiazaniem réwnania (5.10) klasy C} i zastosujemy wzor 1t6
do e ™*u(Y;), to uzyskamy réwnosé

=5 [~ s

Powyzszy wynik sugeruje, ze aby rozwiazaé¢ réwnanie (5.8) nalezy rozwazy¢ operator

O

+oo
Tyu(y) = Ey( H(Y;, u(Yy), uy(Yt))dt> :
0
Operator okreslony jest na przestrzeni Banacha C} z klasyczna norma supremowa tzn.

llu|| := sup |u(y)| + sup |uy(y)|.
yeR yeR

Twierdzenie 5.3.3. Niech a bedzie funkcjo spetniajgcg warunek UEL oraz O, funkcja
H niech bedzie ciggla v spelnia

|H(y,u,p)| < L(1+ |u] + [p]),

(5.12) o . .
|H(y,u,p) — H(y,u,p)| < K(Jlu—al+|p—pl|)

dla dowolnych y, u, p, u, p € R. Wtedy dla dostatecznie duzego parametru w istnieje
klasyczne i jednoznaczne rozwigzanie réwnania w klasie C}.
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DowOD. Z twierdzenia 5.3.2 wynika, ze T3 przeksztatca Cf w C}f. Nalezy pokazaé, ze
73 jest odwzorowaniem zwezajgcym dla odpowiednio duzego w.

| Tsu(y) — T3v(y)|

<E,, / T H (Y u(Ya) g (V) — H (Y, 0(Ya), vy (Y2))|ds

<E,q / T (ju(¥2) — oY)+ [y (Ya) — vy (Vi) )ds

“+00 K
< / e K lu — vllds < 2> flu - o]
0 w

|1 Dy(Tuly) — Tv(y))]

- \DE [ e ) (32 — HOYo (020 (2

<Klu=ol [ [ Iny(y.0.2,9)/dzds

<K\|u—v\|/+oo /—exp( W)dms
< —2”||u—v||/+°° s

+oo e~ ws
g — (/ 7 ds +/ )

Clifi%” -5+ 3)

W rozdziale czwartym po$wieconym problemowi z nieskoniczonym horyzontem inwe-

O

stycyjnym, optymalna strategia inwestycyjna zostata zwigzana z réwnaniem

1 _
50 (y)ay, +vi(y)ay, + min <pn2a(y)ay + pra(y)may
(5.13) 2 (mm2)€T
' 1
+ Vg()\(y) + n1)2a> + v3(y)a + - qoﬂ =0, qg<0, vy>0.
Niech

X(Sv Y> 77) = —sw + /0S (VQ()\(Yk) + 771k)2 + 1/3<Y}§))dk‘

Tworzymy operator:

Tuy) = iy Jim 555 | [ e (xevim) (w) s,
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gdzie

dQ; ¢

% =& (/0 s dW ) + 772de§),
dY, = v (Yy)dt + a(Yy) (pdW, + pdW}?).

Oznaczmy przez

W : = sup sup <y2 (AMy) + 7]1)2 + V3(y)> ;
yeR nel’

w: = inf inf (yg(x(y) +m)’ + Vg(y))

yeR nel’

Pot6zmy réwniez

o(w) = (1= ) (0~ ww - m))

1
21

q

e — (- 9 (- w)w - o)

Gdy ¢ € (—1,0), to ¢(w) > c(w).

c(w) =

Twierdzenie 5.3.4. Jesli a spelnia warunek UEL oraz O, funkcja vy spetnia globalny
warunek Lipschitza i jest ograniczona, \, vs jest ciggla i ograniczona oraz q € (—1,0), to
istnieje dostatecznie duze w, dla ktérego operator Iy jest kontrakcjq przeksztatcajqcq zbidr
C'bzg(w) N C’bgc(w) w C’bzg(w) N C'bgc(w). Ponadto punkt staly tego operatora spetnia réwnanie
(5.13).

DowOD. Z twierdzenia 5.3.3 wynika, ze funkcja Zyu dla dostatecznie duzego w spelnia
odpowiednie réwnanie rézniczkowe. Ponadto wielko$¢ w nie zalezy od funkcji u poniewaz
stala Lipschitza K obecna w zalozeniach twierdzenia 5.3.3 od u nie bedzie zalezala. Stad
operator 7, przeksztalca przestrzen Cfg(w) N CEE(w) W C’bzg(w) N C’,)SE(w)
ze T, jest zwezajace dla duzego w. Wybierzmy dowolne

u, v € C4 n o),

. Nalezy pokazac,

Tt (Y,) — (Y, |dt

-
Tau(y, t) — Tov(y, 1)] < max lim E% /

neMi—too 0 [ 1 —¢
’CI| 1
< 4 =1 = | _
< T (elw)) ™ ol
= lal(w = )" w — ) Dy — ],
Poniewaz .
_ q+1
lim |q|(w %)q <1,
w——+00 w —w

to istnieje dostatecznie duze w, dla ktérego 7 jest kontrakcja. Z twierdzenia 5.3.3 wynika,
ze punkt staly tego operatora spelnia rownanie (5.13). 0
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