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Cykloida i zagadnienie wariacyjne,

czyli jak najszybciej zeslizgna¢ sie z gorki

Jesli stowo cykloida kojarzy sie wam z cyklistg, czyli mowigc inaczej z rowerzysta, to jest
to prawidtowe skojarzenie. Bowiem cykloida to krzywa, jakg wyznacza punkt potozony na
obwodzie kota (na przyktad rowerowego) toczacego sie bez poslizgu.

http://www.aapt.org/programs/contests/pc08.cfm

Zagadnienie wariacyjne nie ma nic wspolnego z wariowaniem czy inaczej bzikowa-
niem, za to wigze sie ze zmienianiem. Przypomnijcie sobie angielski czasownik to vary
— zmienia¢. W zagadnieniach wariacyjnych ,wariuje sie” (zmienia sig), pewien parametr,
tak by znalez¢ jego wartos¢, przy ktorej jakas wielkosé fizyczna osigga maksimum lub
minimum, czyli jest najwieksza lub najmniejsza. Nie jest to tatwe, ale na przedstawionych
ponizej dwéch przyktadach poczujecie smak tej wyrafinowanej metody wariacyjne;.

W naszych przyktadach minimalizowang wielkoscig bedzie czas. Bedziemy szukac
takich torow czastki i strumienia swiatta, by czas przebycia drogi od jakiegos punktu A do
B byt najmniejszy.

1. Zagadnienie brachistochrony

Chcemy wyliczy¢ ksztatt krzywej, po ktoérej ciato o masie m ma A
sie zeslizgnac¢ najszybciej (bez tarcia) miedzy zadanymi punkta-
mi A (wyzej) i B (nizej). Krzywa ta (czerwona) nazywa sie brachi-
stochrong. Nazwa pochodzi od ztozenia greckich stéw brachi-
stos (BpaxioTog) — najkrotszy i chronos (xpovog) — czas.
Galileusz sadzit, iz to tuk okregu. Dopiero pozniej Isaak Newton,
Gottfried Leibniz, rywal Newtona, de 'HOspital oraz bracia Jacob
I'i Johann | Bernoulliowie wyliczyli ten ksztatt i znalezli rozwigza- B
nie: ta krzywa to odwrocona cykloida.

W Internecie, pod hastem brachistochrona, znajduje sie animacja pokazujgca ruch
ciata po prostej tgczgcej dwa punkty oraz po brachistochronie. Widac jak czastka zeslizgu-
jaca sie po brachistochronie dociera pierwsza do celu.

Rachunek, jakim postugiwat sie Bernoulli, nazywa sie rachunkiem wariacyjnym. Od-
powiedz na pytanie: Jak najszybciej zeslizgna¢ sie z goérki? brzmi: znalez¢ gorke, ktora
ma przekrdj o ksztatcie odwrdconej cykloidy.

2. Zasada Fermata

Postugujgc sie rachunkiem wariacyjnym mozna takze rozwigza¢ zagadnienie dotyczgce
rozchodzenia sie swiatta. W tym wypadku chodzi o znalezienie toru, po jakim porusza sie
Swiatto od punktu A do B, tak aby czas rozchodzenia byt najmniejszy. W osrodku jedno-
rodnym jest to linia prosta.

Doskonale wiemy, ze sprezysta kula bilardowa odbija sie od bandy w taki sposéb, ze
kat padania rowna sie katowi odbicia. Podobnie zachowuje sie $wiatlo padajgce na zwier-
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ciadto. Wowczas mozna pokazaé, ze czas przebywania drogi od A do B jest najkrotszy
(w tym przypadku oznacza to tez najkrotszg droge). Jest to problem ogrodniczki, ktora
znajduje sie w punkcie A i ma podla¢ grzadke w punkcie B wodg z rzeczki.

ten tor jest najkrotszy
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Jest wiele mozliwych drég, lecz jedna najkrétsza. Ta najszybsza, znaleziona metodg wa-
riacyjng (juz niedtugo w liceum sami jg bez trudu znajdziecie), to ta, dla ktérej jest spet-
niony warunek:

kat padania = kat odbicia

W przypadku, gdy na drodze miedzy punktem A i B $wiatto natrafia na zmiane osrodka,
to z doswiadczenia wiemy, ze jest to krzywa tamana. W pierwszym osrodku $wiatto ma
predkos¢ v,, a w drugim v,

promien padajacy
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promien zatamany

Droga $wiatta sktada sie z dwoch czesci: przebywanej w jednym osrodku oraz w dru-
gim. Catkowity czas jest sumg tych dwoch czaséw.

A moze najszybciej osiggnetoby cel, gdyby poruszato sie po prostej? Okazuje sie, ze
tak nie jest.

Jak wyglada tor dla minimalnego czasu? Jak zatamuje sie tor promienia swiatta? Tor
zatamuje sie ku normalnej, jesli Swiatto przechodzi do o$rodka — jak méwimy — optycznie
gestszego, w ktorym rozchodzi sie wolniej. Odpowiedz daje prawo Snelliusa, ktére dobrze
znacie. To prawo zatamania $wiatta:

sine;, v,

sina, v,

Prawo to wyprowadza sie korzystajgc z zasady wariacyjnej. W liceum bez problemu
poradzicie sobie z tym problemem.
Z.G-M
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