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The tools researchers use to probe certain Artificial Intel­
ligence problems, are sometimes too precise to deal with 
the„fuzziness" o f the real world.

Lotfi Zadeh
(Communications of the ACM, 1984)

Wstęp

Współczesna myśl wielu subdyscyplin psychologii, zwłasz­
cza zajmujących się rozwojem człowieka (w tym w sytuacji 
pracy), nowym paradygmatem kariery, organizacją, zarządza­
niem, doradztwem kariery, podejmowaniem decyzji itp., kieru­
je uwagę badaczy na potrzebę budowania nowych teorii czy też 
adaptowania teorii rozwoju i osobowości człowieka w cyklu 
życia do zachodzących zmian cywilizacyjnych, ekonomicznych, 
społecznych oraz wymagań współczesnego rynku pracy (Bań­
ka 2007). Jednocześnie te zmiany i wymagania stają się coraz 
bardziej ogólne, nieprecyzyjne, nieokreślone, nieścisłe, niekon­
kretne, niestałe itp. Można powiedzieć, że są w różnym stopniu 
rozmyte.

Wiele zagadnień pozostaje wciąż nierozstrzygniętych i nie­
opisanych z powodu braku odpowiedniej metodologii. Wszę­
dzie tam, gdzie procedury psychometryczne zawodzą, gdzie 
wnioskowanie statystyczne obarczone jest zbyt dużym błędem 
pomiaru czy wnioskowania, gdzie występujące fenomena psy­
chologiczne mają charakter ewidentnie nieprobabilistyczny, 
stosuje się studium przypadku jako jedyną metodę, nie z wybo­
ru, lecz z braku innej.

Psychometria, będąca królową psychologii różnic indywi­
dualnych, dostarcza bez liku znakomitych procedur statystycz­
nych, z których bardzo wiele powstało lub zostało rozwinię­
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tych na potrzeby badania tego, jak dalece ludzie różnią się mię­
dzy sobą. Paradoksalnie, różnice usiłuje się opisywać poprzez 
ich niwelowanie, dążąc do znakomitych modeli matematycz­
nych, w których owe różnice są uwzględniane jako tzw. błąd. 
Jednocześnie każdy badacz wie, że gdyby nie ten błąd, to np. 
wszyscy reagowaliby jednakowo na ten sam bodziec. Coraz 
więcej cech, które dzięki zabiegom statystycznym (niwelowa­
nia różnic) uważano za stałe, odkrywa się na nowo, dowodząc, 
że wcale takimi nie są. Co więcej, badacze zaczynają się zasta­
nawiać, czy mają one w ogóle probabilistyczny charakter, bo 
jeśli nie, to statystyczne modele byłyby nie tylko obarczone 
błędem, ale w ogóle stosowane w sposób mało zasadny.

Na dodatek często można spotkać się z opiniami, że czło­
wiek jest osobliwy, niepojęty, ekscentryczny, kuriozalny, że 
mało zdarzeń czy rzeczy w jego życiu można przewidzieć, a co 
ważniejsze, nie ma nic stałego ani pewnego. A co to znaczy,że  
człow iek je s t osobliw y? Czy to, że  je s t jedyną form ą życia ro ­
zum nego we w szechświeciel Przecież wysiłki nauki zmierzają 
do znalezienia innych lub podobnych form życia. A może dlate­
go, że  każda żyw a istota je s t innal Psychologia różnic indywi­
dualnych wciąż odkrywa, jak bardzo każdy człowiek różni się 
od innych.

Dalej można pytać o każde określenie, w każdej opinii. Co to 
np. znaczy, że  n ie ma nic stałego ani pew nego1. Wszystkie okre­
ślenia zawarte w tych opiniach są zrozumiałe, ale jednocześnie 
wszystkie są nieprecyzyjne, nieścisłe, nieostre, zbyt ogólne, 
można powiedzieć, w różnym stopniu rozmyte.

Wzrastająca z dnia na dzień liczba informacji, które do nas 
docierają i które nas otaczają, sprawia, że zaczynamy mieć co­
raz większe trudności z rozumieniem, co jest czym. Zaczynamy 
uświadamiać sobie i odkrywać coraz więcej niepewności 
w środowisku, w którym żyjemy. To właśnie ta niepewność jest 
głównym stresorem powodującym frustrację, złe samopoczu­
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cie czy też różnego rodzaju choroby. Jednocześnie psycholo­
giczne mechanizmy adaptacyjne powodują, że człowiek potrafi 
coraz lepiej funkcjonować w warunkach niepewności.

Niepewność ta zawiera dużo bardzo użytecznych informacji. 
Informacje te są z natury rzeczy nieostre i nieprecyzyjne, czyli 
rozmyte. Te rozmyte informacje pojawiają się zazwyczaj w sy­
tuacji niejednoznacznie zdefiniowanej, słabo wyodrębnionej, 
nieostrej, nieprecyzyjnej czy nawet wątpliwej. Jednocześnie 
musimy używać tych informacji do budowania modeli dyna­
micznych czy też do prowadzenia racjonalnego wnioskowania 
i rozumowania. Musimy uczyć się, jak rozumieć samą rozmytą 
informację czy występujące relacje rozmyte.

Wszystkie tego typu fenomena rozmyte, jak zbiory, infor­
macje, relacje czy pozycje testu, które badacz chce objąć po­
miarem psychologicznym, nazwane są tutaj kategoriami roz­
mytymi.

Nasuwa się zatem naturalne pytanie: C zym ożnaprecyzyjnie  
badać niepew ność albo subiektyw izm ! Odpowiedź na nie jest 
trudna, ponieważ występujące w pytaniu określenia niepew ­
n o śc i subiektyw izm  są określeniami rozmytymi, są to katego­
rie rozm yte. Pytanie to, z metodologicznego punktu widzenia, 
sprowadza się zatem do pytania: Jak m ożna precyzyjnie badać 
kategorie rozm yte! Pytanie owo, w szczególności, zastosowane 
do pomiaru psychologicznego, staje się pytaniem o jego heury- 
stykę, czyli sztukę jego tworzenia poprzez poszukiwanie ana­
logii (Biela 1991), eksperymentowanie, logiczne rozumowanie 
i wreszcie zrozumienie (Alberti 2010) i matematyczne ujęcie 
badanego zjawiska (Pólya 2009).

Teoria zbiorów rozmytych, sformułowana przez Zadeha 
i Klaua, może stanowić podstawę jednej z bardziej sensownych 
heurystyk. Jest to możliwa droga opisu i wnioskowania o nie­
pewności i realnie istniejących fenomenach, które są w różnym

9



stopniu rozmyte w swej naturze lub w subiektywnej ocenie 
rzeczywistości.

Celem niniejszej monografii jest krytyczne przedstawienie 
heurystyk opisu i badania rozmytych fenomenów w psycholo­
gii w taki sposób, aby badacz mógł samodzielnie skonstruować 
swoją przestrzeń konceptualizacyjną w ramach nowych moż­
liwości, jakie stwarza teoria kategorii rozmytych.

Książka zawiera zatem systematyczny wykład monograficz­
ny podstaw teorii zbiorów rozmytych oraz ich przydatności 
w badaniach psychologicznych. Różnego rodzaju operacje na 
zbiorach rozmytych omówione są w sposób krytyczny, z meto­
dologicznego punktu widzenia oraz są ilustrowane licznymi 
przykładami. Następnie wprowadza się szereg miar i wskaźni­
ków, w szczególności miary pokrycia i inkluzji, które odgrywa­
ją dużą rolę w analizie skupień rozmytych oraz mogą znaleźć 
wiele ciekawych nowych zastosowań w badaniach psycholo­
gicznych.

Na zakończenie monografii nieco miejsca poświęcono pro­
blematyce wyznaczania funkcji przynależności do itemów 
rozmytych.

Podsumowując rozważania wstępne, należy podkreślić, że 
celem tej monografii jest krytyczne spojrzenie na możliwości, 
jakie stwarza teoria kategorii rozmytych w metodologii badań 
psychologicznych. Myśl przewodnią stanowi bardziej inspiracja 
badaczy, ukazująca kierunki i możliwości nowych zastosowań 
w różnych subdyscyplinach nauki aniżeli hermetyczny wykład 
określonego wycinka teoretycznych rozważań i utylitarnych 
możliwości ich abstrakcyjnych zastosowań. Z tego względu po­
święcono również nieco miejsca na metodologiczne rozważa­
nia dotyczące samego rozumienia pojęcia rozm ytości oraz 
różnic dotyczących innych pojęć naukowych, relatywnie odno­
szących się do rozmytości. Podjęto w tym zakresie próbę wyja­
śnienia różnic pomiędzy teorią zbiorów rozmytych w klasycz­
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nym ujęciu Zadeha, jako koncepcją nieprobabilistyczną, a in­
nymi modelami o charakterze probabilistycznym.

Zwrócono również uwagę na interesujące współczesne kon- 
ceptualizacje teorii możliwości i logiki rozmytej oraz wprowa­
dzono terminologię związaną z fenomenem rozmytości, która 
umożliwia przede wszystkim prowadzenie jednolitego rozu­
mowania na każdym poziomie zaawansowania rozważań w tej 
monografii oraz jest próbą uporządkowania pojęć z myślą 
o dalszych zastosowaniach. Żadne pojęcie nie jest konceptuali- 
zacją teorii filozoficznych ani lingwistycznych, chociaż ich in­
terdyscyplinarny charakter nie wyklucza rozważań z punktu 
widzenia innych dyscyplin, a nawet może stać się ich inspiracją.

Serdecznie dziękuję mojej żonie Danusi za wyrozumiałość 
oraz moim przyjaciołom Adamowi Bieli i Augustynowi Bańce 
za rozbudzenie ducha nadziei i cenne wskazówki.





1. Zarys teorii zbiorów rozmytych

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiona koncepcja 
zbioru rozmytego oraz funkcji uczestnictwa, zwanej również 
funkcją przynależności. Wszystkie pojęcia z zakresu teorii 
zbiorów rozmytych zostaną zaprezentowane w taki sposób, 
aby czytelnik nieobeznany z tą teorią mógł zrozumieć zarówno 
samą koncepcję zbioru rozmytego, jak i podstawy teorii zbio­
rów rozmytych.

Celem tego rozdziału jest takie ujęcie podstaw teorii zbio­
rów rozmytych, żeby można było łatwo wprowadzić nieco bar­
dziej zaawansowane rozumowanie dotyczące prezentowanych 
w następnych rozdziałach fenomenów stosowania teorii zbio­
rów rozmytych w metodologii badań psychologicznych, obej­
mujące m.in. koncepcję pomiaru rozmytego czy też koncepcję 
skupień rozmytych.

Przykład 1

Rozważmy stan psychologicznego dobrostanu jednostki 
wynikający z więzi z domem, który doświadczany jest poprzez 
jego obecność lub dostępność (Bańka 2007). Jego brak lub 
zbytnie oddalenie i konieczność kontaktu z obcym, nieznanym 
środowiskiem, np. w czasie dłuższego wyjazdu za granicę czy 
też migracji, prowadzi do syndromu reakcji stresowych, zna­
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nego jako szo kku ltu ro w y  (Ward i in. 2001). Podstawą psycho­
logicznego dobrostanu jednostki albo szoku kulturowego są 
zatem dwie rzeczy. Po pierwsze, pojęcie czy też definicja dom u 
(Al-Ali i Koser 2002), a po drugie, uczucie przywiązania, ukie­
runkowane na zapewnienie bliskiego kontaktu z domem czy 
też jego dostępności.

To pierwsze wiąże się przeważnie z miejscem aktualnego 
pobytu, takim jak dom rodzinny, nowo kupiony dom, nowe 
mieszkanie, wynajęte mieszkanie, akademik, pokój w hotelu 
itp. Z kolei przywiązanie do dom u wielu badaczy określa jako 
przywiązanie do miejsca (np. Williams i Vaske 2003), przy 
czym m iejsce również nie jest definiowane precyzyjnie i sta­
nowi piękny przykład pojęcia rozmytego.

Zatem zarówno dom, jak i miejsce są kategoriami rozmyty­
mi, podlegającymi pomiarowi psychologicznemu. Rozważania 
te są kontynuowane w przykładzie 1.1.

1.1. Pojęcie zbioru rozmytego

Jak wspomniano we wstępie, teoria zbiorów rozmytych zo­
stała wprowadzona w dwóch publikacjach, które ukazały się 
niemal w tym samym czasie (Klaua 1965, Zadeh 1965). Praca 
Dietera Klauy miała charakter czysto teoretyczny i pomimo nie­
wątpliwej wartości w zakresie rozważań matematycznych od­
nośnie do pojęcia niepewności i logiki wielowartościowej nie 
cieszyła się większym zainteresowaniem badaczy. Natomiast 
praca Lotfi Zadeha, profesora University of California w Berke­
ley, trafiła na podatny grunt -  prawdopodobnie dlatego, że była 
ukierunkowana na zastosowania komputerowe i inżynierskie, 
co zbiegło się w czasie z wysiłkami informatyków i inżynierów 
dotyczącymi konstruowania coraz to bardziej sprawnych i „inte­
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ligentnych” komputerów. Znalazła wielu zwolenników, a jej kon­
tynuację stanowiły kolejne prace tego samego autora, który 
również wprowadził pojęcie logiki rozmytej (Zadeh 1987).

Teoria zbiorów rozmytych w pierwotnej koncepcji Zadeha 
dotyczyła de facto definicji podzbiorów rozmytych (Zadeh 
1965). Tym niemniej należy wyjaśnić, że omawiana teoria, będą­
ca właściwie teorią podzbiorów rozmytych, jest jednakże często 
dla wygody oraz ze względu na fakt, że podzbiór jest zbiorem, 
definiowana semantycznie poprzez opuszczenie przedimka 
„pod”.

W dalszym ciągu tej książki pojawi się pojęcie kategorii 
rozmytej, które obejmie zarówno same zbiory rozmyte jako 
takie, jak i rozmyte pozycje kwestionariuszy czy skal psycholo­
gicznych, a także całe skale. Ujmując zatem zagadnienie bar­
dziej precyzyjnie, można przyjąć definicję, że kategoria rozmy­
ta jest rozmytą operacjonalizacją pojęć psychologicznych.

Definicja zbioru rozmytego

Niech U będzie zbiorem skończonym lub nieskończonym 
pewnych elementów, powiedzmy x. Podzbiór rozmyty A zbioru 
U określony formułą 1.1 jest zbiorem uporządkowanych par:

A = {(x: Ца(х)), dla każdego x£U } (1-1)

gdzie:
Pa(x) -  stopień przynależności elementu x do zbioru 

rozmytego A;
U -  zbiór nazywany uniwersum  jako zbiór odniesie­

nia, w którym rozważa się konkretne zbiory roz­
myte;

Pa -  funkcja przynależności, która każdemu elemen­
towi x przyporządkowuje pewną wartość ze zbioru 
M. Zbiór M nazywa się zbiorem przynależności.
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Zbiór przynależności M może zawierać dowolne elementy, 
jednakże zakłada się, że jest to zbiór uporządkowany. W wielu 
zastosowaniach jako zbiór M przyjmuje się przedział obu­
stronnie domknięty od zera do jeden:

M = [0,1],

Rozważmy kilka przykładów, dotyczących definiowania 
zbiorów rozmytych.

Przykład 1.1

Przemieszczenia przestrzenne związane z mobilnością, któ­
rych wyrazistym przykładem są migracje zarobkowe, bez 
względu na motywy zawsze powodują zmiany i zaburzenia 
w umysłowych reprezentacjach identyfikacji indywidualnej 
(Swain 2003). Centralnym wymiarem tej identyfikacji jest po­
czucie kontynuacji tożsamości w relacji do miejsca, jakim jest 
dom. Pojęcie domu, który jest tutaj pojęciem referencyjnym, jest 
powszechnie zrozumiałe, pomimo że jest to pojęcie rozmyte.

Niech uniwersum U oznacza miejsce, jak w przykładzie 1. 
Wówczas zbiór rozmyty D с  U może oznaczać pojęcie dom, 
jako opisane pojęcie referencyjne, w sytuacji migranta.

Niech zbiór U składa się z sześciu elementów.

U  =  { d i , d 2 , d 3 , d 4 , d 5 , d 6 } ,  ( 1 - 2 )

gdzie:
di -  służbowy pokój w hotelu pracowniczym; 
d2 -  miejsce stałego zamieszkania; 
d3 -  nowe miejsce zamieszkania migranta; 
d4 -  domek na działce;
ds -  dom rodzinny, w którym jednostka już nie mieszka;

16



dć -  miejsce zamieszkania osoby, która wyjechała cza­
sowo do pracy za granicę, a której rodzina mieszka 
w kraju.

Niech funkcja przynależności (charakterystyczna) przybiera 
wartości ze zbioru M = [0,1]. Funkcja ta może być rozpatrywa­
na, jako funkcja przywiązania do miejsca, która obejmuje ocenę 
związaną z tożsamością, obiektem i relacją łączącą jednostkę 
z miejscem bytowania (Bańka 2007). Wówczas zbiór rozmyty 
D (dom ) może być określony następująco:

di -  należy do zbioru D bardzo słabo, tzn. funkcja przy­
należności przyjmuje wartość bliską zeru, np. gg (di) 
= 0,15. Osoba mieszkająca w służbowym pokoju 
w hotelu pracowniczym nie żywi do tego miejsca 
żadnych szczególnych uczuć, a nawet mogą to być 
uczucia wręcz negatywne; 

d2 -  w pełni należy do zbioru D, funkcja przynależności 
przyjmuje wartość maksymalną równą jeden, gg (d2) = 
1. Osoba jest emocjonalnie przywiązana do tego miej­
sca, może poświęcać swój czas i fundusze dla popra­
wiania warunków życia w tym miejscu; 

d3 -  jest elementem silnie należącym do zbioru D, ale nie 
w pełni, funkcja przynależności przyjmuje wartość 
bliską jeden, np. gg (d3) = 0,85. Osoba uważa, że 
wszystko, co dzieje się w tym miejscu, jest dla niej 
ważne, i zamierza poświęcać swój czas i fundusze, 
aby uczynić z tego miejsca dobre środowisko dla 
swojego życia;

d4 -  nie należy do zbioru D, funkcja przynależności 
przyjmuje wartość równą zeru, gg (d4) =  0. Pomijając 
uczucia, które zazwyczaj są pozytywne, osoba w żad­
nej relacji nie utożsamia tego miejsca z reprezentacją 
pojęcia dom;
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ds -  należy do zbioru D w pewnym stopniu, ani niezbyt 
małym, ani niezbyt dużym, funkcja przynależności 
przyjmuje wartość niezbyt bliską ani zeru, ani jeden, 
np. gg (ds) = 0,59. Osoba myśli o sobie jako o kimś, 
kto wyrósł z tego miejsca, i przejawia uczucia najczę­
ściej pozytywne i sentymentalne, chociaż mogą być 
inne, w zależności od wspomnień z dzieciństwa. Dla 
migranta pojęcie domu rodzinnego wiąże się często 
z uczuciem nostalgii (Van Tilburg i in. 1997, Swain 
2003);

dć -  należy do zbioru D w słabym stopniu, ale bardziej 
niż di, funkcja przynależności przyjmuje wartość bli­
ską zeru, ale większą niż 0,15, np. gg (dć) = 0,27. 
Osoba ma zamiar spożytkować swój czas wolny dla 
poprawy warunków funkcjonowania tego miejsca, ale 
nie przejawia poczucia większej więzi z nim.

Zgodnie definicją zbioru rozmytego (formuła 1.1) zbiór 
rozmyty D, który reprezentuje pojęcie domu zawierającego 
opisanych sześć elementów (formuła 1.2), można formalnie 
zapisać, jako zbiór par uporządkowanych:

D = {(dl:0,15),(d2:l),(d3:0,85),(d4:0),(d5:0,59),(d6:0,27)} 

gdzie:
di (i = i,2,3,4,5,6) -  element zbioru U, wartość po dwukropku 

jest wartością funkcji przynależności g da­
nego elementu do zbioru rozmytego D.

Zadeh wprowadził specyficzny zapis zbioru rozmytego. Gdy 
uniwersum ma skończoną liczbę elementów, U = (xi, хг, хз, ..., 
xn}, wówczas zbiór rozmyty X zapisany jest w postaci sumy 
(formuła 1.3):
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(1.3)

natomiast gdy uniwersum ma nieskończoną liczbę elementów, 
wówczas zbiór rozmyty X zapisany jest w postaci następującej 
całki (formuła 1.4):

W zapisie wprowadzonym przez Zadeha zbiór D {dom) prezen­
tuje formuła 1.5:

Zbiór rozmyty jako rozszerzenie koncepcji zbioru zwykłego

Łatwo zauważyć, że koncepcja zbioru rozmytego jest pew­
nym rozszerzeniem koncepcji zwykłego zbioru. Jeżeli funkcja 
przynależności przyjmuje wartości w zbiorze dwuelemento- 
wym, złożonym z zera i jedynki: M = {0,1}, wówczas funkcja ta 
opisuje po prostu zwykły zbiór, jako binarna funkcja Bolowska.

Weźmy pod uwagę zbiór D określony w przykładzie 1.1. 
Zwykły podzbiór D może zawierać od zera do pięciu elemen­
tów, ponieważ d4 należy do zbioru rozmytego D, z zerową w ar­
tością funkcji przynależności, gg (d4) = 0, co oznacza, że ele­
ment d4 nie należy do żadnego podzbioru zwykłego zbioru D.

Rozważmy zatem zwykły zbiór N c D  zawierający trzy ele­
menty:

di d2 d3 d4 d5 d6
(1.5)

N — {d2, d3, dć}.
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Zbiór ten może być również określony za pomocą funkcji przy­
należności do zbioru rozmytego N poprzez jej zdefiniowanie 
w następujący sposób:

P Ń (d i)  — 0, p ń (Ó 2) — 1, g Ń (d 3)  — 1, p ń (Ó4) — 0,

gŃ(ds) — 0, ря(0б) — 1.

Zwykły zbiór N może być zatem zapisanyjako zbiór rozmyty N:

Widać wyraźnie, że zbiór zwykły ignoruje stopień przyna­
leżności do zbioru rozmytego D (formuła 1.5). Każdy z elemen­
tów d 2, d3, dć należy do zbioru zwykłego N, niezależnie od tego, 
jak silnie przynależał do zbioru rozmytego D.

Podsumowując, należy stwierdzić, że zbiory zwykłe są jedy­
nie szczególnymi przypadkami zbiorów rozmytych, w których 
funkcja przynależności jest zdychotomizowana i przyjmuje 
dwie wartości:

Wobec tego, że zbiory rozmyte są de facto  uogólnieniem 
zbiorów zwykłych, można wskazać na szerokie ich wykorzy­
stanie w metodologii badań psychologicznych. Zastosowanie 
ich chociażby przy konstrukcji kwestionariuszy zezwala bada­
czowi na takie formułowanie pozycji (itemów), które nie wy­
musza na osobach badanych sztucznej dychotomizacji przy 
dawaniu odpowiedzi.

N = N = { ( d 1: 0 ) , ( d 2 : l ) , ( d 3: l ) , ( d 4 : 0 ) , ( d 5: 0 ) , ( d 6: l ) }

1 dla V xe A 
0 dla V xg A
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Definicja zbioru rozmytego pustego

Zbiór rozmyty 0 nazywamy pustym wtedy i tylko wtedy, 
gdy każdy element x e U ma wartość funkcji przynależności 
równą zeru, co odpowiada zwykłemu zbiorowi pustemu, który 
definiuje się tak, że żaden element do niego nie należy. Z tego 
względu zbiór rozmyty pusty jest oznaczony takim samym 
symbolem jak zwykły zbiór pusty:

0 = {xeU : p0(x) = 0}

Warto również zwrócić uwagę na kilka następujących defi­
nicji pojęć charakteryzujących zbiory rozmyte na podstawie 
własności funkcji przynależności. Pierwszym z nich jest pojęcie 
wysokości zbioru rozmytego i związanego z nią określenia 
zbioru normalnego, a następnie pojęcia zbiorów wypukłych 
i wklęsłych.

Wysokością zbioru rozmytego będziemy określać najwyższą 
wartość, jaką przyjmuje funkcja przynależności, rozpiętą na 
tym zbiorze.

Definicja wysokości zbioru rozmytego

Wysokością zbioru rozmytego A nazywamy liczbę h(A)eM;

h(A) = xseu> A(x)

Definicja normalnego zbioru rozmytego

Zbiór rozmyty A nazywamy normalnym wtedy i tylko w te­
dy, gdy wysokość tego zbioru wynosi jeden: h(A) = 1.

Innymi słowy, zbiór rozmyty A nazywamy normalnym w te­
dy i tylko wtedy, gdy istnieje przynajmniej jeden taki element a, 
że funkcja przynależności przyjmuje wartość 1.
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За е U; цА(а) = 1

Uwaga. Jeżeli zbiór rozmyty nie jest normalny, to można go 
znormalizować za pomocą prostego przekształcenia funkcji 
przynależności:

л(кА(х)) = d laV xe U

Definicja jądra zbioru rozmytego

Jądrem zbioru rozmytego A nazywamy zbiór:

core(A) = (xeU: ц а ( х )  = 1}

Z definicji tej wynika oczywisty wniosek: jeżeli zbiór rozmy­
ty A jest normalny, to jego jądro zawiera przynajmniej jeden 
element.

Definicja wypukłego zbioru rozmytego

W przypadku gdy uniwersum U jest zbiorem liczb rzeczywi­
stych, U = R, wówczas zbiór rozmyty A £ l  nazywamy wypu­
kłym wtedy i tylko wtedy, gdy

V xi, x 2 e l , V 5 e  [ 0 ,1 ]  pa (6 x i +  ( 1 -  5 ) x2) >  m in [p A (x i) , PA(x2)J

Definicja wklęsłego zbioru rozmytego

W przypadku gdy uniwersum U jest zbiorem liczb rzeczywi­
stych, U = R, wówczas zbiór rozmyty A £ R  nazywamy wklę­
słym wtedy i tylko wtedy, gdy

V xi, x 2 £ l , V 6 e  [0 ,1 ]  p a ( óxi +  (1  — 5 ) x2) <  m a x [g A (x i), Pa( x2)J
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Z definicji wypukłego i wklęsłego zbioru rozmytego wynika 
wprost, że każdy zbiór zwykły będący p-przekrojem  (pod- 
rozdz. 1.2) wypukłego lub wklęsłego zbioru rozmytego A jest 
zbiorem odpowiednio wypukłym lub wklęsłym.

1.2. Funkcja przynależności

Zbiory rozmyte istnieją jako naturalne kategorie spotykane 
nie tylko w psychologii czy innych naukach społecznych, ale 
w określeniach języka naturalnego lub w sytuacjach codziennych.

Ciekawą rzeczą jest prześledzenie, jak sam Zadeh rozumiał 
pojęcie rozm ytości, a następnie zbioru rozm ytego, co formalnie 
zostało już przedstawione w podrozdziale 1.1. Otóż Zadeh 
określał rozm ytość  jako nieprobabilistyczny rodzaj nieokre­
śloności. Naturalnie nieokreśloność  nie jest również w prost 
pojęciem oczywistym. Dlatego Zadeh (1979) definiuje nieokre­
śloność jako kombinację dwóch pojęć: rozm ytości oraz nieja­
sności, której szczególnym przypadkiem jest dwuznaczność. 
Oto jak na przykładach wyjaśnia różnicę pomiędzy tymi poję­
ciami: „Ruth ma ciemną skórę i jest właścicielką czerwonego 
porsche” oraz „Ruth mieszka gdzieś blisko Berkeley”. W pierw­
szym zdaniu „ciemny” i „czerwony” są pojęciami, które można 
stopniować. Są to pojęcia nieokreślone i nieprobabilistyczne, 
a więc rozm yte. Drugie zdanie jest też nieokreślone, ale pojęcie 
„gdzieś blisko” jest całkowicie niejasne. To nie jest pojęcie 
rozmyte.

Kluczem do definiowania zbiorów rozmytych jest jednak 
funkcja przynależności, a nie rozważania filozoficzne. W zbio­
rze ludzi wyróżnić można np. podzbiór rozmyty ludzi inteli­
gentnych albo podzbiór rozmyty ludzi proaktywnych, w zbio­
rze wierszy wyróżnić można podzbiór rozmyty wierszy
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dobrych, w zbiorze pracowników danego zakładu podzbiorem 
rozmytym może być zbiór osób wypalonych zawodowo, czyli 
wykazujących objawy syndromu burnout, albo zbiór dobrych 
pracowników itp.

Aby jednak każdy z tak definiowanych podzbiorów był rze­
czywiście zbiorem rozmytym, należy określić dla niego funkcję 
przynależności lub przynajmniej podać, jakie wartości przyj­
muje ona dla poszczególnych elementów.

Ponadto należy również zwrócić uwagę na subtelne zbież­
ności, które bynajmniej nie niwelują różnic pomiędzy pojęciem 
rozmytości a pojęciem prawdopodobieństwa subiektywnego.

Prawdopodobieństwo to definiuje się zazwyczaj jako sto­
pień przekonania danej osoby, że zajdzie określone zdarzenie. 
Jest ono podstawą teorii Bayesa dotyczącej wnioskowania pro­
babilistycznego (Kleiter 1981), natomiast, jak już wspomniano 
powyżej, teoria zbiorów rozmytych jest konceptualizacją nie- 
probabilistyczną.

Przykład 1.2

Niech W oznacza zbiór wartości ilorazu inteligencji IQ 
(Stanford-Binet) dwunastu osób z dokładnością do jednego 
punktu skali:

W = {87, 97, 100,105, 106, 108,111, 115,116,117, 127,133}

Zgodnie z rozkładem normalnym wartości IQ w ujęciu psy- 
chometrycznym należałoby stwierdzić np., że 9 osób ma prze­
ciętny iloraz inteligencji, a pozostałe trzy wysoki, albo że 1 
osoba ma poniżej przeciętną inteligencję (IQ = 87), pięć ma 
przeciętną (IQ = 97-108), trzy ponadprzeciętną (IQ = 111­
116) i trzy wysoką (IQ = 117-133). Tym niemniej żaden ba­
dacz nie powie, że osoba mająca IQ = 87 czy IQ = 97 jest tak 
samo inteligentnajak jednostka mająca IQ = 106 czy IQ = 115.
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Rozmyty zbiór I zdefiniowany jako zbiór wartości IQ jedno­
stek o przeciętnym ilorazie inteligencji może być zdefiniowany 
następująco:

I = {(87:0,25), (97:875), (100:1), (105:0,75), (106:0,6875), 
(108:0,5625), (111:0,375), (115:0,125), (116:0,0625), (117:0), 

(127:0), (133:0)}

Widać, że przy tak zdefiniowanej funkcji przynależności 
osoby, które uzyskały powyżej 116 punktów, nie należą do 
zbioru rozmytego I (jednostek o przeciętnej inteligencji), po­
nieważ ich funkcja przynależności wynosi zero. Pozostali nale­
żą do zbioru I w różnym stopniu. Oczywiście, wartości funkcji 
przynależności pi(x) mogą przybierać inne wartości, np.:

I = {(87:0,74), (97:94), (100:1), (105:0,9), (106:0,88),
(108:0,84), (111:0,78), (115:0,7), (116:0,68), (117:0,66), 

(127:0,46), (133:0,34)}

Teraz osoby o wyższych wynikach dalej przynależą do zbio­
ru rozmytego I (jednostek o przeciętnej inteligencji), ale w co­
raz to mniejszym stopniu. Funkcja przynależności może dawać 
możliwość innej interpretacji pojęcia przeciętnie inteligentny. 
W tym przypadku może to nie mieć dużego znaczenia utylitar­
nego, ale pokazuje możliwości interpretacyjne, jakich może do­
starczyć dobór właściwej funkcji przynależności do opisania 
fenomenu psychologicznego.

Funkcję przynależności można też oprzeć na formule ma­
tematycznej (1.6), np.:

w (x) = ---- — -  (1.6)
32 + (x -1 0 0 )2 4 J
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Wartości tej funkcji przynależności ilustruje rysunek 1.1.

Rysunek 1.1. Wykres funkcji przynależności do zbioru rozmytego I osób 
przeciętnie inteligentnych

Jednostki o wartości funkcji przynależności większe niż 0,1 
należą do zbioru osób, dla których wartość IQ mieści się w jed­
nym odchyleniu standardowym wokół średniej. Jest to zbiór 
zwykły, który nazywa się p-przekrojem  zbioru rozmytego. 
W tym przypadku jest to 0,1-przekrój zbioru rozmytego I, co 
oznacza się Io,i.

Io,i = 0,l-przekrój(I) = (x g IQ: pi(x) > 0,1}

Podobnie można określić zbiór zwykły osób, które uzyskały 
wyniki IQ nieodbiegające od średniej o więcej niż pół odchyle­
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nia standardowego. Jest to 0,3-przekrój zbioru rozmytego I 
(rysunek 1.1, linia przerywana).

1о,з = 0,3-przekrój(I) = (x g IQ: pi(x) > 0,3}

Ogólnie rzecz biorąc, p-przekrój można zdefiniować nastę­
pująco:
zwykły zbiór Ap nazywa się p-przekrojem  zbioru rozmytego A 
wtedy i tylko wtedy, gdy

Ap = p-przekrój(A) = {x g U: ц а ( х )  > p} dla V peM

Dla zbiorów zwykłych będących p-przekrojam i zbioru roz­
mytego A zachodzi następująca prawidłowość:

jeżeli pi <  p2, to Ap2 с  Api 

Prawidłowość tajestw idoczna na rysunku 1.1:

0,1 < 0,3 ^  1о,з c  Io,i

Z definicji p-przekroju  zbioru rozmytego wynika, że może 
być on traktowany jako odwrotna funkcja do rozmycia. W pod­
rozdziale zwrócono uwagę, że koncepcja zbioru rozmytego jest 
pewnym rozszerzeniem koncepcji zwykłego zbioru. Teraz wi­
dać, jak można za pomocą p-przekroju  uzyskać zbiór zwykły ze 
zbioru rozmytego.

Warto zwrócić uwagę, że we współczesnej teorii zbiorów 
rozmytych przyjmuje się, iż zbiór rozmyty rozpięty jest na 
pewnej przestrzeni, zwanej nośnikiem (supp), gdzie funkcja 
przynależności przyjmuje niezerowe wartości:

supp(A) =  { x e U :  Pa(x) >  0 }
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W przypadku funkcji określonej formułą 1.6 (rysunek 1.1) no­
śnikiem jest przedział wartości IQ od 52 do 148:

supp(I) = {x £ IQ: pi(x) > 0}=  [52; 148]

Gdyby jednak założyć, że funkcja przynależności jest funkcją 
rozkładu normalnego Gaussa, to wówczas nośnikiem byłby 
przedział od minus do plus nieskończoności:

supp(I) = {x £ IQ: gi(x) > 0}=  ( - ot; + ot)

Z danych przykładów wynika jasno, że funkcja przynależno­
ści wprowadza pewną hierarchię wewnątrz zbioru rozmytego. 
Elementy bardziej lub mniej przynależą do zbioru rozmytego 
i można je ustawić hierarchicznie, np. grupując razem te, które 
przynależą do niego z jednakową siłą, według wartości funkcji 
przynależności, jak IQ = 92 i IQ = 108 (rysunek 1.1) Można za­
tem powiedzieć, że każdy zbiór rozmyty ma już z definicji 
strukturę skupienia hierarchicznego.

Przykłady funkcji przynależności

Funkcje przynależności przybierają różną postać. W meto­
dologii badań psychologicznych szerokie zastosowanie mogą 
znaleźć niżej wyszczególnione funkcje, które często przyjmują 
nazwy pochodzące od ich kształtów (wykresów). Funkcja tra- 
pezoidalna czy trójkątna jako jej szczególny przypadek (formu­
ły 1.7-1.10) nazywane są np. T-funkcjami przynależności do 
zbioru rozmytego. Analogiczne nazwy otrzymują inne funkcje, 
np. S-funkcje (formuły 1.11 i 1.12) czy Z-funkcje (formuła 
1.13).
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Trapezoidalna funkcja przynależności do zbioru rozmyte­
go A.

0 dla x < a 
—- dla a < x < b
b - a

рд(х, a, b, c, d ) =  1 dla b < x < с
d x dla c <  x <  d
d - c

0 dla x > d

(1.7)

Formuła 1.7 określa trapezoidalną funkcję przynależności do 
zbioru rozmytego A, jeżeli nośnik jest wielkością skończoną:

supp(A) = [a,d]; |a, d|<OT

• Trójkątna funkcja przynależności do zbioru rozmytego A.
Trójkątna funkcja przynależności jest szczególnym przy­

padkiem funkcji trapezoidalnej, gdy b = c.

Pa(x< a, b, c) = <

0 dla x < a 
^ - dla a < x < b
b - a

dla b <  x < с
c - b

0 dla x > с

(1.8)

W przypadku gdy nośnik jest przedziałem skończonym, co wy­
nika z założenia dla funkcji trapezoidalnej

supp(A) = [a,c]; |a, c| <  от,

wówczas formuła 1.8 określa trójkątną funkcję przynależności 
do zbioru rozmytego A.

Można rozszerzyć definicję funkcji przynależności w przy­
padku, gdy nośnik będzie rozciągnięty z którejś strony do nie­
skończoności,
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supp(A) = [-от, с] lub supp(A) = [а, от]

Wówczas funkcja przynależności przyjmie następującą postać 
(formuła 1.9 lub 1.10, odpowiednio), niezależnie od tego, czy 
rozpatrywać się będzie funkcję trapezoidalną, czy trójkątną:

1 dla x < b 
pA(x, - ot, b, c) =  d lab  < x < с

0 dla x > с

0 dla x < a 
Pa(x, а, Ь,от) = d laa  < x < b

1 dla x > b

(1.9)

(1.10)

• S-funkcja przynależności do zbioru rozmytego A.
Ta funkcja przynależności do zbioru rozmytego A nazywana 
jest S-funkcją ze względu na jej kształt przypominający funkcję 
sigmoidalną (formuła 1.11):

pA( x ,a ,b )  =  ^  +  ^ c o s

0 dla x < a
(— -n )  dla a < x < b
V b-a )

1 dla x > b
(1.11)

Podobny kształt będzie miała również następująca funkcja 
przynależności do zbioru rozmytego A (formuła 1.12):

0 dla x < a
a\

pA( x ,a ,b , c )  =  <
1 — 2 (~ ~ ) dla b < x < с

1 dla x > с

■J dla a < x < b
2 (1.12)

d lab  = 2
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Funkcja przynależności określona formułą 1.12 jest złożeniem 
części dwóch parabol. Może być modyfikowana; można np. 
podnieść do potęgi 4, ale wtedy trzeba pomnożyć przez 8.

• Z-funkcja przynależności do zbioru rozmytego A.
Ta funkcja jest odbiciem S-funkcji przynależności do zbioru 
rozmytego A (formuła 1.11) i określa ją formuła 1.13:

(  1 dla x < a
pA(x,a,b) = U  + ^cos л ) d laa  < x < b (1.13)

I  0 dla x > b

Analogicznie można uzyskać Z-funkcję poprzez odbicie 
S-funkcji określonej formułą 1.12 lub innym stosownym wie­
lomianem.

• П-funkcja przynależności do zbioru rozmytego A.
Ta funkcja przynależności powstaje poprzez złożenie 

S-funkcji i Z-funkcji. Przykładowo formuła 1.14 prezentuje 
П-funkcję jako złożenie funkcji określonych formułami 1.11 
i 1.13.

W tym celu wprowadźmy następujące oznaczenie -  niech 
S-funkcja = S_pA(x, a, b), Z-funkcja = Z_pA(x, a, b), a П-funkcja 
= П_рА(х, a, b), wówczas:

П_рА(х, a, b, c, d) = min[S_pA(x, a, b), Z_pA(x, c, d) (1.14)

• Dzwonowa funkcja Bella przynależności do zbioru rozmyte­
go A.

pA(x, w, s, m) = J . 2S (1.15)
^4 W |

gdzie: w -  szerokość; s -  nachylenie; m -  środek.
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(x - m )2
Pa(x, m, a) = e (1-16)

gdzie: m -  środek; a  -  szerokość.

Jest wiele funkcji o podobnym kształcie, np. formuła 1.17 
i 1.18.

Pa(x, m, o, s) = 1 — e_(m-x) (1.17)

gdzie: m -  środek; o -  szerokość; s -  nachylenie ramion krzywej.

• Dzwonowa funkcja Gaussa przynależności do zbioru rozmy­
tego A.

pA(x, m, a) = 1 + ] (1.18)

gdzie: m -  środek; a  -  szerokość.
Warto zwrócić uwagę, że funkcja przynależności określona 
formułą 1.18 jest szczególnym przypadkiem dzwonowej funk­
cji Bella, przynależności do zbioru rozmytego A (formuła 1.15).

Na zakończenie przeglądu podstawowych funkcji przynależ­
ności należy podkreślić, że przytoczone siedem klas tych funkcji 
nie wyczerpuje możliwości zastosowań innych funkcji (pod- 
rozdz. 8.2) czy też chociażby innych funkcji elementarnych.

Funkcja przynależności: nieliczbowa i warunkowa

Funkcja przynależności niekoniecznie musi przyjmować 
wartości liczbowe; może ona przybierać postać wyrażeń lin­
gwistycznych, przez co jest wysoce użyteczna w naukach spo­
łecznych. Ostatecznie jednak jeżeli celem badacza jest nie tylko 
opis danego zjawiska, lecz głębsza analiza, wówczas wyrażenia 
lingwistyczne muszą być przekodowywane na wartości licz-
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bowe. W większości przypadków takie przekodowywanie nie 
nastręcza trudności w teorii zbiorów rozmytych i pozwala na 
zachowanie odpowiedniości.

Przykład 1.3

Rozważmy badania Kemptona (1978), w których funkcja 
przynależności ma charakter rozmytych kategorii lingwistycz­
nych. W celu określenia przynależności danego obiektu (ele­
mentu) & do zbioru 0 Kempton zastosował kwaziporządkowy 
zbiór semantycznych ocen:
• & absolutnie nie jest elementem 0;
• & w pewnych przypadkach jest elementem 0;
• & jest pewnym rodzajem elementu 0;
• & jest przede wszystkim elementem 0;
• & jest elementem 0;
• & jest najlepszym okazem elementu 0.

Przekodowując rozmyte kategorie lingwistyczne Kemptona, 
można przykładowo przyporządkować im następujące w arto­
ści z przedziału [0, 1]:
• absolutnie nie jest elementem, цб(^) = 0;
• w pewnym przypadku jest elementem, Цб(^) = 0,2;
• jest pewnym rodzajem elementu, цб(^) = 0,4;
• jest przede wszystkim elementem, цб(^) = 0,6;
• jestelem entem ,pó(^) = 0,8;
• jest najlepszym okazem elem entu, цб(^) = 1.

Warto zwrócić uwagę, że zastosowana tu skala liczbowa od 
zera do jedności stanowi rodzaj skali ilorazowej. Od zwykłej 
skali ilorazowej różni ją tylko to, iż jest ograniczona przez zero 
i jeden. Wartości zera i jedności są tutaj absolutnymi granicami.

33



Przykład 1.4

Rozważmy funkcję przynależności do zbioru dom  (przykład 1) 
jako funkcję odczuć związanych z miejscem (Shamai 1991), 
gdzie gradacja przywiązania jest określana na kwaziporząd- 
kowej skali semantycznych ocen. Każda kolejna pozycja skali 
wyraża większy stopień przywiązania do miejsca, co według 
określenia Bańki (2007) oznacza, że  następna pozycja skali je s t 
bardziej praw dziw a n iż poprzednia  (Bańka 2007, s. 186). Stąd 
wynika łatwość określenia zbioru rozmytego 0 {dom) przy za­
stosowaniu w prost skali Shamai. Warto również zwrócić uwa­
gę na pewną analogię pomiędzy skalą Shamai a ocenami w ba­
daniach Kemptona (przykład 1.3). Niech obiekt & oznacza 
teraz dom. Funkcja przynależności, rozpięta na przedziale 
[0,1], może być następująca:
• brak jakiegokolwiek poczucia więzi z domem, цб(^) = 0;
• wiedza o byciu ulokowanym w domu, żadnych szczególnych 

uczuć, gó(^) = 0,2;
• przynależność do domu, цб(^) = 0,45;
• przywiązanie do domu, to co się w nim dzieje jest istotne, 

go(^) = 0,65;
• identyfikacja z domem, emocjonalne przywiązanie, цб(^) 

=  0,8 ;
• zaangażowanie siebie, żeby dom stał się jak najlepszym 

miejscem życia, цб(^) = 0,95;
• poświęcenie się dla domu, цб(^) = 1.

1.3. Warunkowa funkcja przynależności

Istnieją różne koncepcje rozszerzenia pojęcia funkcji przy­
należności. Zwróćmy uwagę na jedną z nich, która może mieć 
szczególne znaczenie w psychologii oraz innych naukach spo-
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łecznych i behawioralnych. Jest to koncepcja, w której wartości 
funkcji przynależności są uzależnione od pewnych warunków. 
Koncepcja ta, będąca koncepcją warunkowej funkcji przyna­
leżności, zostanie zaprezentowana na podstawie rozwinięcia 
przykładu 1.

Wartości funkcji przynależności wskazują, w jakim stopniu 
różny czas pobytu osób wyjeżdżających za granicę zawiera się 
w zbiorze rozmytym określonym poprzez kategorię przywią­
zania do dom u rodzinnego, gdzie zmienną warunkującą jest 
płeć. Wartości te zostały określone przez sześciu sędziów 
kompetentnych. Mieli oni za zadanie podać wartości funkcji 
przynależności dla dwóch warunków: 1) migrantem jest sa­
motny mężczyzna w wieku 25-30 lat, 2) migrantem jest sa­
motna kobieta w wieku 25-30 lat.

Tabela 1.1 przedstawia wartości funkcji przynależności dla 
zbioru rozmytego dom rodzinny, określonego przez sędziów 
kompetentnych.

Tabela 1.1. Wartości warunkowej funkcji przynależności przywiązanie do 
miejsca dla zbioru dom rodzinny*

Czas Migracja osoby w  w ieku 25 -3 0  la t

M iesiące Kobieta Mężczyzna

0 -3 0,94 0,88

3-6 0,85 0,66

6 -9 0,80 0,48

9 -1 2 0,65 0,31

12 -24 0,45 0,22

>  24 0,33 0,08

*badania własne
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Jak widać z tabeli, wartości funkcji przynależności odzwier­
ciedlające siłę przywiązania młodego mężczyzny do dom u ro­
dzinnego kurczą się gwałtownie. Praktycznie po dwóch latach 
można powiedzieć, że dom rodzinny  jest dla samotnego mi­
granta już tylko mglistym wspomnieniem. Warto też zauważyć, 
że młodzi mężczyźni już na samym początku mają dużo niższą 
wartość funkcji przynależności niż kobiety. Być może, że to 
właśnie ci, którzy mają niższe poczucie więzi z domem rodzin­
nym, decydują się na migracje zarobkowe. Teza ta wymaga 
jednak osobnych badań.

Wbrew pozorom bynajmniej nie oznacza to, że radzą sobie 
oni lepiej niż kobiety. Wręcz przeciwnie, szybka utrata poczu­
cia kontynuacji tożsamości w relacji do miejsca, jakim jest dom 
rodzinny, powoduje zmiany i zaburzenia w poczuciu przyna­
leżności społecznej oraz identyfikacji indywidualnej. Do po­
dobnego wniosku doszedł również Giuliani (1991), pokazując, 
że migracja zarobkowa powoduje zmiany w umysłowych re­
prezentacjach przywiązania.

Kobiety wykazały natomiast nie tylko większe, ale również 
bardziej trwałe przywiązanie do domu rodzinnego. Ich funkcja 
przynależności spada powoli.

Warunkowa funkcja przynależności do zbioru rozmytego 
dom rodzinny  koreluje również o wiele wyżej niż sam czas 
z subiektywnymi miarami jakości życia. Badania własne były 
przeprowadzone na małej próbie badawczej. Tym niemniej po­
twierdzają wnioski uzyskane przez Giulianiego (1991) oraz 
wskazują na interesujący kierunek dalszych badań i analiz.

Koncepcja warunkowej funkcji przynależności może być 
z powodzeniem szeroko stosowana. Jest ona związana z kon­
tekstowym ujmowaniem czy też spostrzeganiem przez czło­
wieka pewnych wielkości wydarzeń, pojęć czy kategorii. Do 
owych kategorii zaliczyć można takie zmienne, jak np. pojęcie 
normy psychicznej, samooceny czy nawet sprawności intelek­
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tualnej. Wszystkie tego rodzaju zmienne są zdeterminowane 
przez jednostki i również przez badaczy w zależności od kon­
tekstu warunkującego punkt odniesienia.

Należy tu podkreślić, iż czynnik kontekstu warunkujący 
funkcję przynależności może być również rozmyty. Przykła­
dowo kiedy badacz ocenia funkcję przynależności do kategorii 
często czy rzadko, ostateczna kwalifikacja uzależniona jest od 
tego, z jakim wydarzeniem mamy do czynienia. Gdy np. ocenia 
się częstość wystąpień profesora uniwersytetu przed kam era­
mi telewizyjnymi, liczba 14 na rok otrzyma wartość funkcji 
przynależności równą jeden (w kategorii często). Natomiast ta 
sama liczba z pewnością nie otrzyma wartości przynależności 
jeden, gdy w grę będą wchodzić wykłady dla studentów. Liczba 
ta mogłaby uzyskać wartość funkcji przynależności równą je­
den, ale w kategorii rzadko.

Funkcję przynależności można modyfikować w takiej ma­
nierze, w jakiej przysłówki modyfikują stopień intensywności 
przymiotników, np. inteligentny, bardzo inteligentny, bardziej 
inteligentny lub mniej inteligentny.

Niedługo po wprowadzeniu podstaw teorii zbiorów rozmy­
tych Zadeh (1972) przedstawił również zarys modyfikatorów 
funkcji przynależności. Prowadził on rozważania w relacji do 
takich pojęć, jak bardzo, m niej więcej, rodzaj czegoś. Rozważa­
jąc za Zadehem przysłówek bardzo, można zauważyć, że bar­
dzo  inteligentny człowiek może być z powodzeniem określony 
przez kogoś jako po prostu inteligentny. Natomiast relacja ta 
w drugim kierunku raczej nie zachodzi. Pewni ludzie określani 
mianem inteligentnych nie będą określani jako bardzo inteli­
gentni. Należy zatem oczekiwać, że wartości funkcji przynależ­
ności „inteligentny” są nie mniejsze niż wartości funkcji przy­
należności „bardzo inteligentny”, co określa następująca 
nierówność:
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P in te lig e n tn y (x )  ^  gbardzo  in te lig e n tn y (x )

W odniesieniu do funkcji przynależności, której zbiór 
M = [0,1], Zadeh zaproponował dla modyfikatora bardzo nastę­
pujący operator, który nazwał operatorem koncentracji (eon).

Pcon(A)(x) = (Pa(x) )2

Jednocześnie wprowadził operator, który działa odwrotnie 
do operatora koncentracji, dla modyfikatorów mających efekt 
podwyższania wartości funkcji przynależności czy też rozsze­
rzania zbioru rozmytego, jak np. je s t pew nym  rodzajem  czy 
pew nym  przypadkiem . Operator ten nosi nazwę operatora dy- 
latacji (dii).

P d il (A )(x )  =  V f A ( X)

Działanie operatorów koncentracji i dylatacji ilustruje rysu­
nek 1.2 dla funkcji określonej formułą 1.6.

Na rysunku 1.2 widać wyraźnie, że operator koncentracji 
powoduje zaniżenie wartości przynależności do zbioru rozmy­
tego I, a tym samym zawężenie jego p-przekrojów (dla wszyst­
kich p e M). Natomiast operator dylatacji powoduje podwyż­
szenie wartości przynależności do zbioru rozmytego I, a tym 
samym rozszerzenie jego p-przekrojów (dla wszystkich p e M).
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W artości funkcji przynależności do zbioru rozmytego 
„przeciętnie inteligentny"

52 60 68 76 84 92 100108116124132140148

wartości ilorazu inteligencji IQStanford-Binet 
(m=100, sd=16)

Rysunek 1.2. Graficzne przedstawienie operatorów koncentracji i dylata­
cji dla przykładu 1.2, formuła 1.6, zilustrowanego na rysunku 1.1

Innym ciekawym modyfikatorem jest wzmacniacz kontrastu  
(int), który sprawia, że zbiór rozmyty staje się mniej rozmyty 
poprzez zwiększenie wartości funkcji przynależności powyżej 
0,5 i zmniejszenie ich poniżej 0,5:

_ г„л = ( 2 ( k A « ) 2 dla VpA(x) > 0,5
k i n t ( A ) (  )  { д  _  2 ( 1  _  Ц х ( х ) ) 2  dl£l у ц й ( х )  <  0>5 (  ' )

Tak zdefiniowana funkcja wymaga dookreślenia dla liniowej 
funkcji рд(х) = x. Dla wartości powyżej jeden przyjmuje się 1, 
dla wartości ujemnych -  0. Wówczas widać wyraźnie, że 
wszystkie wartości рд(х) > ^0,5  = 0,71 mają wartość funkcji 
przynależności równą jeden, a wszystkie рд(х) < f l  — ^0^5) 
= 0,29 mają wartość funkcji przynależności równą zeru.
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Natomiast dla funkcji przynależności symetrycznej, jak 
w przykładzie 1.2, określonej formułą 1.6 operator wzmacniacz 
kontrastu  pokrywa się z operatorem koncentracji(int = eon).

Każdy modyfikator może oczywiście być zdefiniowany 
w inny sposób, w zależności od potrzeb. Weźmy dla przykładu 
kolejny modyfikator, który powoduje, że zbiór rozmyty staje 
się bardziej rozmyty, tzn. wartości funkcji przynależności kon­
centrują się bardziej w pobliżu 0,5. Ten modyfikator nosi na­
zwę dyfuzji kontrastu  (dif). Zadeh proponował użyć w formule 
1.7 wykładnika potęgi poniżej 1. Dzięki temu modyfikator dy­
fu zji kontrastu  może służyć uogólnianiu pojęć, które odgrywają 
znaczącą rolę przy pomiarze psychologicznym, tj. przy kon­
struowaniu skal czy kwestionariuszy, jak np. określenia ogólnie 
rzecz ujmując, na ogół, generalnie, zwykle, ogólnie, z reguly'dy.

Funkcję dyfuzji kontrastu można zdefiniować inaczej, niż 
zrobił to Zadeh. Przykładowo można określić ją poprzez zwy­
kłą funkcję wielomianową trzeciego stopnia. Tak skonstruo­
wana funkcja dyfuzjikontrastu  określona jest formułą 1.20.

Pdif(A)(x) = 0,5 + 4 (pa(x)-0 ,5 )3 (1.20)

Zdefiniowany w ten sposób modyfikator dyfuzji kontrastu  
można łatwo interpretować w praktyce. Na przykład funkcja 
przynależności opisująca stopień przywiązania do zbioru roz­
mytego dom  może ulec uogólnieniu i przyjmować następujące 
sformułowania: na o g ó fp rzyw ią za n ie  do domu...-, zw ykle, 
przyw iązanie do domu...-, pow szechnie,przyw iązanie do do­
mu... itp. Wówczas wartości funkcji przynależności ц а ( х )  mogą 
ulec zmianie dzięki zastosowaniu modyfikatora dyfuzji kontra­
stu  (formuła 1.8), jak następuje:

Jeżeli pa(x) = 0,2, to р<щА)(х) = 0,392;
Jeżeli ц а ( х )  =  0,4, to р< щ А )(х) =  0,496;

Jeżeli ц а ( х )  = 0,5, to р<щА)(х) = 0,5;
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Jeżeli ца(х) = 0,6, to р<щА)(х) = 0,504; 
Jeżeli ца(х) =  0,8, to р<щА)(х) = 0,608.

Rysunek 1.3. Funkcja przynależności opisująca stopień przywiązania do 
zbioru rozmytego dom  po zastosowaniu modyfikatora dyfuzjikontrastu

Przykład ten ilustruje wyraźnie, jak ocena przywiązania do 
dom u po uogólnieniu znaczenia przywiązania ulega większemu 
rozmyciu (rysunek 1.3): zbiór wartości ocen przynależności do 
domu, w szerokim przedziale od 0,2 do 0,8 zostaje zawężony 
(w przybliżeniu) do przedziału od 0,4 do 0,6. Innymi słowy, 
uogólnienie, dzięki dyfuzji kontrastu, powoduje zbliżenie w ar­
tości funkcji przynależności do 0,5. Jednocześnie zachowuje się 
prawidłowość, że wartości poniżej 0,5 są w dalszym ciągu nie­
co mniejsze niż 0,5, a te, które były pierwotnie powyżej 0,5, są 
również nieco większe niż 0,5.

Modyfikatory Zadeha spotkały się pierwotnie z krytyką 
opartą głównie na fakcie, że nie można wszystkich pojęć jedna­
kowo modyfikować. Krytyka ta nie brała pod uwagę, iż właśnie, 
w tym tkwi ich duża siła. Oczywiście, dobranie właściwej funk­
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cji do danego modyfikatora jest sztuką, która daje badaczowi 
duże możliwości interpretacyjne. Z metodologicznego punktu 
widzenia połączenie modyfikatorów poprzez proste matema­
tyczne transformacje funkcji przynależności nadaje liczbom, 
zmiennym i matematycznym funkcjom psychologiczny sens, 
który jest analogią (Biela 1991) pojęć używanych do opisu fe­
nomenów psychologicznych, w naturalnym języku naukowym. 
Fakt ten rzuca również nowe światło na możliwości zwrotnego 
tłumaczenia niektórych transformacji, używanych do tej pory 
dość często w naukach behawioralnych, na język naturalnych 
pojęć stosowanych do naukowego opisu psychologicznych fe­
nomenów.



2. Podstawowe operacje 
na zbiorach rozmytych

W niniejszym rozdziale zostanie zaprezentowanych kilka 
podstawowych operacji na zbiorach rozmytych. Operacje te nie 
tylko będą podane w sensie klasycznym (Zadeh 1965, Kauf- 
mann 1975), lecz zostaną również przedstawione pewne ich 
współczesne poszerzenia. Zachowano zasadę, że najpierw po­
dawana jest operacja w sensie klasycznym, a następnie ewen­
tualne jej poszerzenie czy też modyfikacja. Naturalnym rozsze­
rzeniem klasycznej teorii zbiorów jest wprowadzenie dla 
danych zbiorów rozmytych i ich funkcji przynależności opera­
cji rozmytych, takich jak rozmyte dopełnienie, połączenie, 
przecięcie, inkluzja itp. Ponadto, szerszym pojęciem jest poję­
cie kategorii rozmytych, które jest terminem bardziej nośnym 
w psychologii i obejmuje zarówno pojęcie samego zbioru roz­
mytego, jak i pewnych relacji rozmytych (rozdział 5). Szczegól­
nie użyteczne jest traktowanie niektórych testów psycholo­
gicznych jako kategorii rozmytych -  stąd szerokie ich 
zastosowanie do pomiaru psychologicznego.
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2.1. Operacja rozmytego dopełnienia

Niech U będzie dowolnym zbiorem niepustym (uniwersum), 
aM  = [0,1] odpowiadającym mu zbiorem przynależności, cza­
sem nazywanym również zbiorem uczestnictwa. Niech A i В 
będą podzbiorami rozmytymi zbioru U. Mówi się, że zbiory 
rozmyte A oraz В wzajemnie się dopełniają wtedy i tylko w te­
dy, gdy spełniona jest formuła 2.1:

№ = 1-HA (2.1)

Wprowadźmy oznaczenie В = A'. Wówczas formuła 2.1 przyj­
muje postać formuły 2.2 i może być traktowana przy logicznej 
interpretacji zbiorów rozmytych jako określająca rozmytą ne­
gację zbioruA:

PA' = 1 -  PA (2.2)

Z formuły 2.2 można łatwo wyprowadzić formułę 2.3 określa­
jącą podwójną rozmytą negację. Rozmyta negacja rozmytej ne­
gacji jest oczywiście brakiem rozmytej negacji.

(А у  = A (2.3)

Operacja rozmytego dopełnienia przedstawiona jest poglą­
dowo na diagramach Venna-Eulera (rysunek 2.1 i 2.2).
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Rysunek 2.1. Zbiór rozmyty A przedstawiony poglądowo na diagramach 
Venna-Eulera. Oś pozioma odpowiada elementom zbioru rozmytego A; oś 
pionowa przedstawia wartości funkcji przynależności pA. Przykładowo 
pA(x) = 0,6

Warto zauważyć, że element zbioru rozmytego A, o wartości 
funkcji przynależności ца = 0,6 (rysunek 2.1), przyjmuje oczy­
wiście wartość 0,4 w  zbiorze rozmytym A' (rysunek 2.2).
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Rysunek 2.2. Zbiór rozmyty A’, jako dopełnienie zbioru rozmytego A. 
Oznaczenia jak na rysunku 2.1, pA'(x) = 1 -  0,6 = 0,4

Rozważmy przykład ilustrujący operację rozmytego dopeł­
nienia (rozmytej negacji).

Przykład 2.1

Załóżmy, że zbiór U składa się z sześciu elementów. Zbiór 
ten określonyjest formułą 2.4:

u =  {XI, x2, Хз, X4, x5, X6}, M = [0,1] (2.4)

Niech podzbiór rozmytyA określonybędzie formułą 2.5:

A = {(xi:0,25), (x2:0,01), (хз:0,8), (x4:l), (xs:0,5), (x6:0,97)} (2.5)

Wówczas z definicji rozmytego dopełnienia zbiór A' określa 
formuła 2.6:

A' =  {(xi:0,75), (x2:0,99), (x3:0,2), (хрО), (x5:0,5), (хб:0,03)} (2.6)
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Warto zauważyć, że element X4 zachowuje się jak w teorii 
zbiorów zwykłych. Należy on całkowicie do zbioru rozmytego 
A (formuła 2.4), a w związku z tym nie należy całkowicie do 
dopełnienia zbioru A, czyli do .zbioru A' (formuła 2.5). Nato­
miast element X5 w jednakowym stopniu należy do zbioru A 
i do jego rozmytego dopełnienia A'.

Przykład 2.2

Dwóch badaczy, Hersh i Caramazza (1976), przeprowadziło 
empiryczne badania dla określenia zarówno przynależności do 
zbioru rozmytego k , jak i jego rozmytego dopełnienia A'. Z ba­
dań tych wynika, że ocena przynależności do zbioru A' w wy­
sokim stopniu koresponduje z obliczonymi wartościami 
otrzymanymi przy zastosowaniu formuły 2.2. Badania te po­
twierdzają zgodność rozmytego dopełnienia z subiektywnym 
odczuwaniem negacji rozumianej w sposób klasyczny.

Przykład 2.3

W nowszych badaniach dotyczących negacji oraz logicznego 
prawa „wyłączonego środka” niektórzy autorzy chcieli wyka­
zać słabość pojęcia rozmytego dopełnienia. Tymczasem bada­
nia owe nie tylko okazały się niejednoznaczne, ale często ich 
autorzy wykazywali się niezrozumieniem teorii lub ich wnio­
skowanie prowadziło do sprzeczności. Przykładowo Osherson 
i Smith (1981) rozważali koncepcję czegoś, co jest „jabłkiem, 
które nie jest jabłkiem”. Dowodzili oni, że badana przez nich 
kategoria jest pusta, gdyż nie może być zastosowana do nicze­
go. Oznaczyli oni wartość przynależności do tej kategorii jako 
0, co jest logicznie uzasadnione. Następnie przyjęli, że pewien 
przedmiot może mieć w kategorii „jabłko” wartość funkcji 
przynależności mniej niż jeden (coś jest prawie jabłkiem).
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Zgodnie z formułą 2.2 wartość funkcji przynależności tego 
obiektu do rozmytego zbioru A' jest oczywiście większa od zera 
(coś „prawie nie jest jabłkiem” lub coś jest prawie nie- 
-jabłkiem). Autorzy sformułowali konkluzję, że koncepcja 
„jabłko, które nie jestjabłkiem ” oznacza „jabłko i nie-jabłko”.

Tymczasem autorzy wcale nie pokazali słabości pojęcia 
rozmytego dopełnienia, tylko doprowadzili swoim rozumowa­
niem do innej konkluzji, mianowicie przynależności do prze­
cięcia dwóch zbiorów rozmytych „jabłka” i „nie-jabłka”. Fakt 
ten prowadzi do sprzeczności (zob. przykład 2.5).

Warto również zwrócić uwagę na replikę autora teorii zbio­
rów rozmytych, Zadeha (1982). Stwierdził on, że logiczne pra­
wo wyłączonego środka nie jest prawdziwym aksjomatem 
w teorii zbiorów rozmytych. W związku z tym okazuje się zu­
pełnie możliwe wskazanie obiektu, który należy częściowo do 
zbioru rozmytego „jabłek”, a równocześnie częściowo do zbio­
ru rozmytego „nie-jabłek”.

Przyjmując rozumowanie Zadeha, można np. kategoryzować 
tak jabłko ugryzione, jabłko z kompotu, jabłko kandyzowane 
czy też w jakikolwiek inny sposób spreparowane, które ciągle 
jest w każdej takiej postaci subiektywnie rozpoznawane jako 
jabłko.

Przytoczone tutaj prace wykazują dużą elastyczność teorii 
zbiorów rozmytych i znaczną jej przydatność do subiektywne­
go opisu różnych zjawisk. Wymaga to jedynie przejścia od 
myślenia, czy też ujmowania świata, dychotomicznego (biało­
-czarnego) do myślenia wielokategorialnego czy wręcz ciągłe­
go (widzenie barwne). Opis badanych zjawisk w naukach em­
pirycznych nie musi być dzielony na ilościowy i jakościowy. 
W teorii zbiorów rozmytych opis jakościowy jest naturalnym 
opisem ilościowym. Przy tym ujęciu badacz nie musi dokony­
wać sztucznej dychotomizacji badanych zmiennych, może je 
opisywać takimi, jakie są.
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Człowiek uważany za niepełnosprawnego zawsze pozostaje 
zatem inwalidą czy też człowiekiem ułomnym jedynie w pew­
nym stopniu. Również w pewnym stopniu pozostaje zawsze 
człowiekiem pełnosprawnym. Wartość funkcji przynależności 
do zbioru rozmytego niepełnospraw ny czy też zbioru rozmyte­
go pełnospraw ny  dla tego samego człowieka przyjmuje pewne 
wartości nie mniejsze od zera i nie większe od jeden. Nie ma 
w tym sprzeczności, pomimo że kategoria niepełnospraw ny 
często rozważana jest jako negacja kategorii pełnosprawny. 
Tymczasem zbiór osób należących do zbioru rozmytego n ie­
pełnospraw ny  można rozpatrywać, jako rozmyte dopełnienie 
zbioru rozmytego pełnosprawny. Podobnie można rozpatry­
wać prawie każdy fenomen psychologiczny. W teorii motywacji 
np. zbiór rozmyty m otyw ów  związanych z  dążeniem  do m i­
strzostw a  może być rozważany jako rozmyte dopełnienie zbio­
ru rozmytego m otyw ów  związanych z  unikaniem  m istrzostw a  
(Bańka 2007).

2.2. Operacja przecięcia zbiorów rozmytych

Definicja przecięcia zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С (formuła 2.7) jest przecięciem zbiorów rozmytych A 
i В wtedy i tylko wtedy, gdy:

~  def , .
С = А П В Pc(x) = т 1п(РА(х)<Рв(х)) dla VxeU (2.7)

Przecięcie zbiorów rozmytych jest ściśle związane z logicz­
nym spójnikiem „i”. Fakt ten oznacza, że stopień, do jakiego 
element x należy do rozmytego zbioru A i rozmytego zbioru В
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równocześnie, nie powinien być większy niż stopień, w jakim 
element ten przynależy do zbioru A lub do zbioru B. Operator 
minimum zatem jest intuicyjnie zrozumiały i ściśle związany 
z rozmytym spójnikiem logicznym i.

Przykład 2.4

Rozważmy następujący przykład ilustrujący ideę operacji 
przecięcia. Niech uniwersum U będzie zbiorem pięcioelemen- 
towym określonym formułą 2.8:

U = {xi, x2, x3, x4, x5}; M = [0,1] (2.8)

Załóżmy, że podzbiór rozmyty A określony jest przez formułę 
2.9:

A = {(xi:0,21), (x2:0,10), (x3:0,00), (x4:l,00), (x5:0,50)} (2.9)

Niech z kolei formuła 2.10 określa podzbiór rozmyty B:

В ={(Xl:0,70), (x2:0,10), (x3:0,50), (x4:0,90), (x5:0,25)} (2.10)

Zbiór C, przecięcie zbiorów rozmytych A i B, określa formuła 
2.11:

С = {(xi:0,21), (x2:0,10), (x3:0,00), (x4:0,90), (x5:0,25)} (2.11)

Operacja przecięcia może być poglądowo zilustrowana za 
pomocą diagramów Venna-Eulera. Rysunki 2.3 i 2.4. przedsta­
wiają zbiory rozmyte A i B, natomiast rysunek 2.5 ich przecię­
cie, zbiór C.
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Rysunek 2.3. Zbiór rozmyty A (formuła 2.9) przedstawiony przy zasto­
sowaniu diagramu Venna-Eulera

Rysunek 2.4. Zbiór rozmyty В (formuła 2.10) przedstawiony przy zasto­
sowaniu diagramu Venna-Eulera
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Rysunek 2.5. Zbiór rozmyty С (formuła 2.11) będący przecięciem zbio­
rów rozmytych A i В

Przykład 2.5

Przykład ten jest kontynuacją przykładu 2.3. Do wykazania 
sprzeczności w rozumowaniu badaczy rozważających koncep­
cję czegoś, co jest „jabłkiem, które nie jest jabłkiem”, potrzebne 
jest pojęcie rozmytego przecięcia zbiorów rozmytych. Dzięki 
niemu można będzie kontynuować rozważania skonkludowane 
przez badaczy w przykładzie 2.3 stwierdzeniem, że koncepcja 
„jabłko, które nie jest jabłkiem” oznacza „jabłko i nie-jabłko” 
w klasycznym ujęciu. Użycie logicznego spójnika „i” wskazuje 
na przecięcie dwóch zbiorów zwykłych „jabłko” i „nie-jabłko”. 
Tymczasem, koncepcja „jabłko, które nie jest jabłkiem” oznacza 
w teorii kategorii rozmytych ja b łko i nie-jabłko. Wartość funk­
cji przynależności dzięki zastosowaniu logicznego rozmytego 
spójnika!rów na się zatem, z definicji przecięcia zbiorów roz­
mytych (formuła 2.7), mniejszej z dwóch wartości przynależ­
ności do zbioru rozmytego jabłko  i przynależności do zbioru
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rozmytego nie-jabłko. Funkcja przynależności do zbioru roz­
mytego ja b łko i nie-jabłko  przyjmuje więc wartość większą od 
zera. W ten sposób dochodzimy do rezultatu sprzecznego z za­
łożeniem badaczy (przykład 2.3), którzy logicznie uzasadnili, 
że wartość przynależności do tej kategorii wynosi zero. Ich 
błąd polegał na niezrozumieniu koncepcji! rozmytego.

Przykład ten pokazuje, że koncepcja czegoś, co w teorii 
zwykłych zbiorów i logiki dwuwartościowej jest zbiorem pu­
stym, może być zupełnie logiczną koncepcją w teorii kategorii 
rozmytych, daleką od bycia zbiorem pustym.

Obecnie cały świat podziwia sportowców bez jednej, a na­
wet bez dwóch nóg, którzy na sztucznych kończynach osiągają 
wspaniałe rezultaty w bieganiu. To kategoria ludzi, których 
można śmiało przyporządkować do zbioru „pełnosprawny, 
który nie jest pełnosprawny”, czyli do kategorii rozmytej p e ł­
nospraw ny i niepełnosprawny. Konkluzja taka jest nie do 
przyjęcia w teorii zwykłych zbiorów. Tymczasem z analizy 
przykładu 2.5 wynika, że tacy sportowcy będą należeli do prze­
cięcia zbiorów rozmytych pełnospraw ny i niepełnosprawny.

Użycie rozmytego, logicznego spójnika! nie jest już tak intu­
icyjnie oczywiste jak pojęcie samego zbioru rozmytego. Niektó­
rzy autorzy proponują związać pojęcie przecięcia (! rozmyte­
go) z operacją iloczynu funkcji przynależności (Goguen 1969). 
Formuła 2.12 określa funkcję uczestnictwa dla operacji prze­
cięcia zgodnie z ideą iloczynu.

Мапв = Ma Fb (2.12)

Formuła 2.12, chociaż przydatna w niektórych sytuacjach, od­
biega jednak od idei rozmytości na korzyść ujęcia probabili­
stycznego i pokazuje znowu niezrozumienie teorii zbiorów roz­
mytych, ponieważ tak zdefiniowana funkcja przynależności
(2.12) staje się identyczna z wartością łącznego prawdopodo­
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bieństwa dla zdarzeń niezależnych. Może być jednakże stosowa­
na również jako funkcja przynależności, ale z właściwą interpre­
tacją, ponieważ teoria kategorii rozmytych jest koncepcją nie- 
probabilistyczną (podrozdz. 1.2).

Opisane przykłady ilustrują dobitnie, że stosowanie teorii 
kategorii rozmytych w praktyce pomiaru psychologicznego, 
pomimo że opisują one występujące zjawiska lepiej i są bliższe 
określeniom stosowanym przy jakościowej analizie fenome­
nów psychologicznych, nie jest łatwe. Wydaje się, że trudność 
ta wynika z wielu lat uczenia się opisywania zjawisk w logice 
dwuwartościowej i w kategoriach zwykłych zbiorów. A prze­
cież wszędzie widać, że to za mało. Nawet światła w ruchu 
ulicznym mają trzy kolory, choć mają dyrygować tylko poję­
ciami stó j i jedź. Istota zagadnienia tkwi w tym, że kolor żółty 
jest potrzebny, ponieważ zbiory stó j i je d ź  są tak naprawdę 
rozmyte.

Przecięcie zbiorów rozmytych można uogólnić na dowolną 
liczbę zbiorów.

Definicja przecięcia skończonej liczby zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С (formuła 2.13) jest przecięciem zbiorów rozmytych 
Ai, Кг, An; n e M  wtedy i tylko wtedy, gdy:

С = A1 П ... n An pe (x) = min (pAi(x ),...,pAn(x)) , V x e U
(2.13)
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2.3. Operacja połączenia zbiorów rozmytych

Definicja połączenia zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С (formuła 2.14) jest połączeniem zbiorów rozmytych 
A i В wtedy i tylko wtedy, gdy:

_ _ ~  def
С = A U В Pc(x) = т а х (РА(х)<Рв(х)) dla V x6 U (2.14)

Połączenie zbiorów rozmytych jest ściśle związane z logicz­
nym spójnikiem „lub”. Fakt ten oznacza, że stopień, do jakiego 
element x należy do rozmytego zbioru A lub do rozmytego 
zbioru B, nie może być mniejszy niż stopień, w jakim element 
ten przynależy do zbioru A albo do zbioru B.

Operację „lub” rozmyte określano pierwotnie jako „lub/i” 
(Kaufmann 1975). Oznaczenie to podkreśla, że nie jest to ope­
racja wykluczająca, typu przynależność albo do jednego, albo 
do drugiego zbioru. Tym niemniej w niniejszej monografii 
oznaczenie owo nie będzie stosowane ze względu na to, że 
symbol taki wprowadza logiczną niespójność.

Logiczne spójniki rozmyte będą oznaczane tak, jak zbiory 
rozmyte, tzn. za pomocą akcentu „tylda”. Rozmyty logiczny 
spójnik lub i odpowiadające mu połączenie zbiorów może 
oznaczać przynależność do jednego zbioru lub przynależność 
do drugiego zbioru rozmytego, co oczywiście nie wyklucza 
przynależności do obydwu zbiorówjednocześnie.

Przykład 2.6

Przyjmijmy uniwersum określone w przykładzie 2.4 (for­
muła 2.8). Przyjmijmy dalej, że zbiory rozmyte A i В są okre­
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ślone odpowiednio przez formuły 2.9 i 2.10. Połączenie zbio­
rów rozmytych A lub В określa w  tych warunkach formuła 
2.15:

D =  A UB =
{(x1:0,70), (x2: 0,10), (x3:0,50), (x4:l, 00), (x5: 0,50)} (2.15)

Rysunek 2.6 przedstawia połączenie zbiorów rozmytych A 
i В zamieszczonych na rysunkach 2.3 i 2.4.

Rysunek 2.6. Zbiór rozmyty D będący połączeniem zbiorów rozmytych, 
przedstawionych na rysunkach 2.3 i 2.4, co stanowi graficzną ilustrację 
rozmytego lub (A lub B)

Analogicznie jak w  przypadku operacji przecięcia, niektórzy 
autorzy próbowali definiować operację połączenia poprzez 
znaną formułę 2.16:

Paub =  Pa +  Pb _  Pa Pb (2-16)
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Należy jednak podkreślić, podobnie jak w przypadku operacji 
przecięcia, że posługiwanie się formułą 2.16 prowadzi do bar­
dziej probabilistycznego niż rozmytego ujmowania zagadnienia. 
Tym niemniej trzeba zwrócić uwagę, że tak zdefiniowana funk­
cja może być w niektórych zastosowania użyta jako funkcja 
przynależności, ale w interpretacji nieprobabilistycznej.

Połączenie zbiorów rozmytych można uogólnić na dowolną 
liczbę zbiorów.

Definicja połączenia skończonej ilości zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С (formuła 2.17) jest połączeniem zbiorów rozmytych 
Ai, Аг, ..., An; n e M  wtedy i tylko wtedy, gdy:

С = A1 U ...UAn ^>f ge (x) = m ax(pAl(x ),...,pAn(x)), (2.17)

V x £ U

Operacje przecięcia i połączenia zdefiniowane przez funkcje 
min i max mają wiele właściwości.

Poniżej zostanie przedstawionych sześć właściwości, które 
są wystarczające do limitowania wyboru spośród możliwych 
operacji dla zbiorów rozmytych, operacji min oraz max jako 
najodpowiedniejszych dla przecięcia (rozm ytego!) oraz połą­
czenia (rozmytego l ub ) (Bellman i Giertz 1973, Fung i Fu, 
1975, Noworol 1989a).
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Właściwość operacji min oraz max

Niech k , m, p e M  = [0,1]
1. min(0, k) = 0, dla Vk ^  0;
2. m ax(k,l) = 1, dla Vk ^  1;
3. min(k, k) = max(k, k) = k, dla Vk, idempotencja;
4. min(k, m) = min(m, k), max(k, m) = max(m, k), dla Vk, m, 

komutatywność, przemienność;
5. min(k, min(m, p)) = min(min(k, m), p), dla Vk, m, p, łącz­

ność,
max(k, max(m, p)) = max(max(k, m), p), dla Vk, m, p, łączność;
6. min(k, max(m, p)) = max(min(k, m), min(k, p)), dla Vk, m, 

p, rozkładowość,
max(k, min(m, p)) = min(max(k, m), max(k, p)), dla Vk, m, p, 

rozkładowość.
Rozmyte operacje przecięcia oraz połączenia związane są 

tak samo jak dla zwykłych zbiorów prawem de Morgana (Kauf- 
mann 1975). Prawo to głosi, że połączenie zbiorów rozmytych 
Al ubBr ówne  jest rozmytemu dopełnieniu przecięcia rozmy­
tego dopełnienia zbioru A i rozmytego dopełnienia zbioru В 
(formuła 2.18).

Al ubB = (A 'iB ') ' (2.18)

Posługując się funkcją przynależności, prawo to można od­
zwierciedlić w formule 2.19:

Paub = 1 -  min( l -  Pa ;1 -  Pb) (2-19)

Proste przekształcenie formuły 2.19 prowadzi do formuły
2 .2 0 :

Paub = ! - ( ! -  max(ps ;pB)) = max(ps ;gg) (2.20)
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Właściwość idempotencji głosi, że stopień, do którego x 
przynależy do zbioru rozmytego A przeciętego z samym sobą, 
jest po prostu równy stopniowi przynależności elementu x do 
zbioru rozmytego A. Tak samo stopień, do którego x przynależy 
do zbioru rozmytego A połączonego z samym sobą, jest po pro­
stu równy stopniowi przynależności elementu x do zbioru 
rozmytego A.

Właściwości komutatywności i łączności uważane są za 
esencjalne właściwości dla rozmytych logicznych łącznikowi 
orazlub. Są one spełnione przez wszystkie funkcje przynależ­
ności, przy zastosowaniu operatorów min i max.

2.4. Operacja rozłącznej sumy

Definicja rozłącznej sumy zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С = A®B (formuła 2.21) jest rozłączną sumą zbiorów 
rozmytych A i В (Noworol 1989a) wtedy i tylko wtedy, gdy:

^___ ___ __ def ^          4       4
С = А® В « С  =  ( А п В ' ) и  (А' П В) (2.21)

co w notacji funkcji przynależności prezentuje formuła 2.22:

Pc(x) = max(min(pA(x ) ,l  -  gg (x )) ,m in (l  -  pA(x),gg(x)))
(2.22)

Operacja ta dla dwóch zbiorów rozmytych A i В jest zdefi­
niowana na podstawie pewnej kombinacji operacji połączenia, 
przecięcia i dopełnienia.
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Przykład 2.7

Załóżmy, że uniwersum U jest zbiorem sześcioelemento- 
wym odzwierciedlającym przedziały czasowe w miesiącach 
z tabeli 1.1:

U = {xi(do 3), x2(3 -6 ) , x3(6 -9 ), x4(9 -1 2 ) , x5(1 2 -2 4 ),
X6(ponad 24)}, M = [0,1]

Niech formuła 2.23 określa wartości warunkowej funkcji 
przynależności przyw iązanie do m iejsca dla zbioru dom ro­
dzinny  dla kategorii rozmytej A, kobiety (tabela 1.1):

A =  {(xi:0,94), (x2:0,85), (x3:0,80), (x4:0,65), (x5:0,45),
(x6:0,33)} (2.23)

Z kolei formuła 2.24 określa wartości warunkowej funkcji 
przynależności przyw iązanie do m iejsca dla zbioru dom ro­
dzinny  dla kategorii rozmytej B, mężczyźni (tabela 1.1):

В ={(x,:0,88), (x2:0,66), (x3:0,48), (x4:0,31), (x5:0,22),
(x6:0,08)} (2.24)

Wówczas dopełnienie zbiorów rozmytych A i В określone 
jestodpowiednio formułami 2.25 i 2.26.

A'= {(xi:0,06), (x2:0,15), (x3:0,20), (x4:0,35), (x5:0,55),
(x6:0,67)} (2.25)

B' = {(Xi:0,12), (x2:0,34), (x3:0,52), (x4:0,69), (x5:0,78),
(x6:0,92)} (2.26)

Proste obliczenia z wykorzystaniem formuły 2.15 pozwalają 
otrzymać wartości dla sumy rozłącznej rozmytych kategorii
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przyw iązania do miejsca kobiet i mężczyzn dla zbioru dom ro ­
dzinny  (formuła 2.27):

T = АФВ = {(xi:0,12), (x2:0,34), (x3:0,52), (x4:0,65), (x5:0,45),
(x6:0,33)} (2.27)

Rysunek 2.7 prezentuje funkcję przynależności do kategorii 
rozmytych przyw iązania do m iejsca kobiet i mężczyzn dla 
zbioru dom rodzinny  oraz funkcję przynależności do sumy roz­
łącznej obu tych kategorii rozmytych.

Rysunek 2.7. Funkcja przynależności pf do sumy rozłącznej T = A©B 
kategorii rozmytych przywiązania do miejsca kobiet i mężczyzn dla zbio­
ru dom rodzinny
(Oś pozioma zawiera czas mierzony w  miesiącach, a oś pionowa wartości funkcji przy­
należności. Linie oznaczone kwadratami prezentują funkcję przynależności kobiet 
(dolna) i mężczyzn (górna). Linia oznaczona trójkątami prezentuje funkcję p j)

Funkcja przynależności gf do sumy rozłącznej T = A®B ka­
tegorii rozmytych przyw iązania do m iejsca kobiet i mężczyzn
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dla zbioru dom rodzinny  wydaje się przybierać kształt 
w pierwszej chwili raczej zaskakujący badacza. Nasuwa się py­
tanie, co ona oznacza i czy da się ją zinterpretować w obrębie 
pojęć leżących u podstaw rozpatrywanego fenomenu.

Odpowiedź wydaje się prosta i równie zaskakująca. Niskie 
wartości funkcji przynależności do sumy rozłącznej mężczyzn 
i kobiet w początkowym okresie dość szybko rosną, osiągając 
apogeum po roku przebywania w innej kulturze, a następnie 
wolniej maleją, w tempie właściwie takim, w jakim spada 
przyw iązanie do miejsca bez względu na płeć. Można stąd wy­
ciągnąć wniosek, że zbiór rozmyty T stanowi nowo odkrytą ka­
tegorię rozmytą tęskno ty za dom em  rodzinnym . Zaraz po wy- 
jeździe z domu rodzinnego dana osoba, znalazłszy się w innej 
kulturze, uruchamia mechanizmy adaptacyjne i obronne, a bę­
dąc zajęta nową codziennością, nie ma nawet czasu na myśle­
nie o niedalekiej jeszcze przeszłości. Migrant żyje przede 
wszystkim teraźniejszością i przyszłością. Tym niemniej tęsk­
nota za dom em  rodzinnym  nasila się i osiąga po roku wartość 
funkcji przynależności Цт(!2) = 0,65. Jest to wartość dla sumy 
rozłącznej, a więc niezależna od płci. Pierwszy rok na migracji 
jest zatem okresem krytycznym. Później funkcja przynależno­
ści wolno opada, przyjmując po trzech latach wartość 0,33. Jest 
to wartość, która z pewnością jest już dużo mniejsza niż inne, 
nowe wartości, przywiązanie do nowego miejsca (założenie 
nowego domu czy rodziny), ale okazuje się wciąż na tyle duża, 
że nie można jej ignorować. Patrząc na rysunek 2.7, łatwo zau­
ważyć, że tęsknota za dom em  rodzinnym  (w szerokim rozu­
mieniu może to być tęsknota za ojczyzną) pozostaje przez całe 
życie. Funkcja przynależności opada bardzo wolno.

Kończąc te rozważania, trzeba podkreślić, że bez pojęcia 
rozmytej sumy rozłącznej nie dałoby wykryć tego zjawiska. 
Oczywiście kwestię, na ile interpretacja ta jest zgodna z innymi 
badaniami, należy pozostawić psychologom badającym pro­
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blem migracji. Celem tych rozważań było jedynie pokazanie, że 
stosowanie w praktyce nawet tak prostych działań, jak rozmy­
ta suma rozłączna, może prowadzić do poznawczo ciekawych 
wniosków. Być może, że funkcja przynależności tęsknota za 
dom em  rodzinnym  jest matematyczną reprezentacją, czyli ope- 
racjonalizacją pojęcia nostalgii, badanej i znakomicie opisanej 
przez Swaina (2003).

2.5. Operacja różnicy

Definicja różnicy zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Zbiór 
rozmyty С = A В (formuła 2.28) jest różnicą zbiorów rozmy­
tych A i В (Noworol 1989a) wtedy i tylko wtedy, gdy:

_ ~  ~  def _ „  „
С = А \  В « С = А П В '  (2.28)

co w notacji funkcji przynależności prezentuje formuła 2.23:

Pc(x) = min(pA(x ) ,l  -  pg(x)) (2.29)

Operacja różnicy dwóch zbiorów rozmytych A i В jest zdefi­
niowana poprzez operację przecięcia zbioru rozmytego A 
z rozmytym dopełnieniem zbioru В (formuła 2.28).

Przykład 2.8

Przyjmijmy, że kategorie rozmyte A i В oznaczają rozmyte 
pojęcie dom  i uogólnione rozmyte pojęcie dom, jak w podroz­
dziale 1.3. Funkcje przynależności do tych kategorii rozmytych
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określone są formułą ца(х) = x oraz formułą 1.8. Opisują one 
stopień przywiązania do zbioru rozmytego dom  oraz stopień 
tego przywiązania do uogólnionego zbioru rozmytego dom, tj. 
po zastosowaniu modyfikatora dyfuzjikontrastu  (rysunek 1.3):

A = {(х-^ОД), (x2:0,2), (x3:0,3), (x4:0,4), (x5:0,5), 
(x6:0,6), (x7:0,7), ( x 8 : 0 , 8 ) ,  (x9:0,9)}

В = {(x1:0,24)< (x2:0,39), (x3:0,47), (x4:0,5), (x5:0,5), 
(x6:0,5), (x7:0,53), (x8:0,61), (x9:0,76)}

W tej sytuacji różnica zbiorów rozmytych С = А ч В jest 
określona przez formułę 2.30:

Ć =  A %B = {(xi:0,l), (x2:0,2), (x3:0,3), (x4:0,4), (x5:0,5),
(x6:0,5), (x7:0,47), (x8:0,39), (xg:0,24)} (2.30)

Widać zatem, że różnica zbiorów rozmytych odbiega od intu­
icyjnego rozumienia różnicy, tym niemniej może dostarczyć cie­
kawej interpretacji. Na przykład psycholog badający fenomen 
przywiązania do domu może być zainteresowany funkcją przy­
należności określającą stopień przywiązania do zbioru rozmyte­
go dom, ale z wyłączeniem stopnia tego przywiązania do uogól­
nionego zbioru rozmytego dom, tzn. bez sądów ogólnych 
w kwestii, co powszechnie czy zazwyczaj sądzi się o przyw iąza­
niu do domu. Tak postawiony problem byłoby trudno rozwiązać 
bez możliwości zastosowania rozmytej różnicy.

Stosując operację różnicy, można sumę rozłączną zbiorów 
rozmytych A i В zapisać jako połączenie różnicy tych zbiorów 
z różnicą ich dopełnień. To proste twierdzenie określa formuła 
2.31:

С = АФВ = (А ч В) u (A'  ч B') (2.31)
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Dowód tego twierdzenia wynika w prost z definicji sumy 
rozłącznej (formuła 2.21) i z definicji różnicy zbiorów rozmy­
tych (formuła 2.28).

Dla ilustracji weźmy rozmyte zbiory A i В przedstawione na 
rysunkach 2.3 i 2.4. Różnica pomiędzy tymi zbiorami rozmy­
tymi A i В jest pokazana na rysunku 2.8.

Rysunek 2.8. Różnica zbiorów rozmytych С = A В dla zbioru A przed­
stawionego na rysunku 2.3 i zbioru В przedstawionego na rysunku 2.4

Różnica zbiorów rozmytych С = А ч В przedstawiona na 
rysunku 2.8 jest oczywiście przecięciem zbioru rozmytego A ze 
zbiorem rozmytym B'.
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2.6. Operacja inkluzji i równości zbiorów rozmytych

Definicja inkluzji zbiorów rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 
odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Niech 
A i В oznaczają dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Operację 
inkluzji definiuje się klasycznie poprzez relację mniejszości 
pomiędzy wartościami funkcji przynależności. Mówimy, że 
zbiór A zawiera się w zbiorze B, co notuje się A £B , wtedy 
i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest nierówność określona 
formułą 2.32:

~  „  def
A ^ B o  Pa(x) — bg(x) dla V x6 U (2.32)

Jeżeli przynajmniej dla jednego elementu relacja pomiędzy 
wartościami funkcji przynależności (formuła 2.32) jest ostra, 
wówczas mówi się o silnej inkluzji lub właściwej inkluzji 
(formuła 2.33):

~  ~  def „  „
A c B o A ę B , 3 x £ U :  Pa(x) < bg(x) (2.33)

Przykład 2.9

Niech U będzie zbiorem czteroelementowym określonym 
formułą 2.34:

U = {xi, X2, хз, x4}, M = [0,1] (2.34)
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Załóżmy, że dwie kolejne formuły 2.35 i 2.36 określają odpo- 
odpowiednio zbiory rozmyte A i B:

A = {(Xl:0,15), (x2:0,25), (x3:0,60), (x4:0,20)} (2.35)

В = {(xi:0,30), (x2:0,90), (x3:0,60), (x4:1,00)} (2.36)

Z określenia zbiorów rozmytych A i В (formuły 2.35 i 2.36) 
wynika, że zbiór rozmyty A zawiera się w zbiorze rozmytym B, 
ponieważ spełniona jest formuła 2.32. Co więcej, inkluzja jest 
właściwa, ponieważ spełniona zostaje również formuła 2.33:

Pa(xi ) = 0,15 < pg(Xl) = 0,30

Pa(x2) = 0,25 < gg(x2) = 0,90

pA(x3) = 0,60 < pg(x3) = 0,60

Pa(x4 ) = 0,20 < pg(x4) = 1,00

Operację inkluzji dwóch zbiorów rozmytych E i F można 
również zilustrować graficznie (rysunek 2.9).

Przykład 2.10

Niech U będzie uniwersum określonym formułą 2.29. 
Uniwersum to można również zapisać jako zbiór rozmyty U, 
ponieważ, jak już wiadomo, każdy zbiór zwykły jest 
szczególnym przypadkiem zbioru rozmytego.
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Rysunek 2.9. Rozmyty zbiór E zawiera się w zbiorze F, przy czym inkluzja 
jestwłaściwa

Formuła 2.34 przedstawia uniwersum jako zbiór rozmyty. 
Wartości funkcji przynależności dla każdego elementu 
uniwersum wynoszą oczywiście jeden:

U =  { ( x i : l ) ,  (x 2: l ) ,  (x 3: l ) ,  (x 4: l ) }  (2 .3 7 )

Zatem uniwersum U jest podzbiorem rozmytym samego siebie, 
przy czym inkluzja nie jest właściwa. Fakt ten można 
odnotować w postaci formuły 2.38, dla której prawdziwa jest 
formuła 2.32, ale nieprawdziwa jest formuła 2.33:

U =  U £ U  (2.38)

Formuła 2.38 pozostaje prawdziwa dla każdego dowolnego 
uniwersum. Fakt ten sprawia, iż teoria zbiorów rozmytych jest 
bardzo elastyczna. Pozwala ona traktować uniwersum U
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w jednolity sposób jako zbiór rozmyty. Nie ma więc potrzeby roz­
różniać, czy uniwersum jest zbiorem zwykłym, czy rozmytym.

Oprócz inkluzji zdefiniowanej formułami 2.32 i 2.33, można 
rozważać rozmytą inkluzję, którą da się zdefiniować w taki 
sposób, że zbiór rozmyty E zawiera się w zbiorze rozmytym F 
w pewnym stopniu a, co notujemy:

E ę"(a) F : a £  [0,1]

Rozmytą inkluzję nazywa się również słabą inkluzją zbiorów  
rozm ytych. Tak rozumianą rozmytą inkluzję można definiować 
w różny sposób, przykład to formuła 2.39:

~ -------_ def , 4
E £  (a) F : a £  [0,1] m ax(l — gg(x),gp(x)) > a; (2.39)

V x £ U

W języku kategorii można powiedzieć, że kategoria rozmyta 
E jest a-podkategorią kategorii rozmytej F.

Przykład 2.11

Załóżmy, że rozmyte kategorie A i В będą określone odpo­
wiednio formułami 2.35 i 2.36, jak w przykładzie 2.9. 
W takiej sytuacji można zauważyć, że kategoria rozmyta A jest 
0,5-podkategorią kategorii rozmytej B, czyli że a  = 0,5, co for­
malnie można zanotować A Q (0,5) B. Innymi słowy, kategoria 
rozmyta A zawiera się w В nie mniej niż w połowie. Inaczej: 
kategoria rozmyta A jest co najmniej w połowie zanurzona 
w kategorii rozmytej B. Widać stąd, jak rozmyta inkluzja typu a  
pozwala na nowe ciekawe interpretacje zawierania się do pew­
nego stopnia jednych fenomenów psychologicznych w drugich.
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Operacja równości

Definicja równości zbiorów rozmytych
Niech U oznacza niepusty zbiór (uniwersum), a M = [0,1] 

odpowiadający mu zbiór przynależności (uczestnictwa). Niech 
A i В oznaczają dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Operację 
równości definiuje się klasycznie poprzez relację równości 
pomiędzy wartościami funkcji przynależności. Mówimy, że 
zbiór A równa się zbiorowi B, co notuje się A = B, wtedy i tylko 
wtedy, gdy prawdziwa jest równość określona formułą 2.40:

~  „  def
A = В Pa(x) = bg(x) dla V x6 U (2.40)

Jak widać, operacja równości jest operacją prostą, 
w związku z czym nie wymaga dalszego wyjaśniania.

Poprzez zaprzeczenie formuły 2.40 otrzymujemy definicję 
zbiorów różnych. Przy tych samych założeniach, jak w definicji 
równości zbiorów (formuła 2.40), jeżeli w uniwersum U istnie­
je przynajmniej jeden element x taki, że funkcja przynależności 
przybiera dla niego inną wartość w zbiorze rozmytym A niż 
w zbiorze rozmytym B, wówczas mówi się, że zbiory rozmyte 
Ai В są różne (formuła 2.41):

„  ~  def
А ^  В O  3x £ U Pa(x) ^  Pb(x) (2-41)

Analogicznie do rozmytej inkluzji można podać koncepcję 
rozmytej równości, którą dla jednolitej terminologii określa się 
mianem słabej rów ności zbiorów rozmytych. Powiemy zatem, 
że zbiór rozmyty A słabo równa się  zbiorowi rozmytemu В 
wtedy, gdy zbiór rozmyty A słabo zawiera się w zbiorze rozmy­
tym В i zbiór В słabo zawiera się  w zbiorze A.

Z koncepcją słabej rów ności zbiorów rozmytych wiąże się 
pojęcie podobieństwa zbiorów rozmytych i indeksu podo­
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bieństwa, który można zdefiniować jako minimalny stopień, do 
którego zbiór A słabo zawiera się  w zbiorze rozmytym В lub 
zbiór В słabo zawiera się  w zbiorze rozmytym A (podrozdział 
6.1).

Na zakończenie tych rozważań wprowadźmy jeszcze kon­
cepcję rozm ytego pokrycia  zbiorów rozmytych, które przez 
analogię nazywamy słabym  pokryciem  zbiorów rozmytych. 
Powiemy, że istnieje słabe pokrycie pomiędzy zbiorami A i B, 
gdy zbiór A słabo zawiera się  w zbiorze В lub zbiór В słabo za­
wiera się w zbiorze A. Analogicznie jak w przypadku podo­
bieństwa można wprowadzić indeks pokrycia jako wartość 
maksymalną, z jaką zbiór A słabo zawiera  zbiór В lub zbiór В 
słabo zawiera zbiór A.





3. Problem konstruowania testu 
psychologicznego

Ten rozdział poświęcony jest problematyce konstruowania 
testów psychometrycznych na podstawie teorii testów. Można 
sformułować tezę, że problem konstrukcji testu psychome- 
trycznego jest współcześnie rozpatrywany właściwie na pod­
stawie klasycznych teorii testów psychometrycznych, które 
w dalszym ciągu bazują na podejściu probabilistycznym i nie 
zawierają konceptualizacji kategorii rozmytych.

W dalszym ciągu główną konceptualizacją jest teoria Lorda- 
-Novicka, która zakłada, że rozkład prawdopodobieństwa wy­
ników testu jest charakterystyczny dla danej osoby. Stąd pro­
blem konstruowania testu psychometrycznego jest zasadniczo 
problemem probabilistycznym. Fakt ten wyjaśnia w dużym 
stopniu, dlaczego badacze zafascynowani modelami staty­
stycznymi nie biorą pod uwagę teorii zbiorów i relacji rozmy­
tych ani teorii możliwości czy rozmytej logiki przy analizowa­
niu fenomenów psychologicznych (Noworol 1989a).
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3.1. Teorie testów  psychometrycznych a problem  
konstrukcji

Klasyczna teoria testów opiera się zazwyczaj na założeniu, 
że nieskończenie wielka populacja osób m = от posiada ob- 
serwowalne wyniki punktowe, nieskończoną ilość razy n = от 
(Cronbach 2004). Założenie to jest pomijane przez badaczy czy 
też traktowane jak aksjomat przyzwolenia na wybór skończo­
nej ilości n pozycji testu i sprawdzenia go na grupie osób bada­
nych, o również skończonej liczebności m.

Podstawy tej teorii opracował Gulliksen (1950), a jej mody­
fikacji dokonali Lord i Novick (Novick 1966, Lord i Novick 
1968). Od tamtej pory do dnia dzisiejszego nie zostały wypra­
cowane formalne reguły dla konstruowania testów psychome­
trycznych.

Gulliksen zbudował swoją teorię testów na wzór teorii (mo­
deli pomiaru) funkcjonujących w naukach fizycznych. Podsta­
wowym założeniem jego teorii jest przyjęcie twierdzenia idea­
lizującego, zgodnie z którym każdy człowiek w określonym 
momencie posiada pewne prawdziwe wartości cech psycholo­
gicznych, podobnie jak każdy obiekt fizyczny ma określone 
wartości swoich cech, niezależnie od stosowanego narzędzia 
pomiarowego.

Każde narzędzie pomiarowe niesie z sobą pewien błąd po­
miaru, wypaczając rzeczywistą wartość mierzonej cechy. Poja­
wia się tutaj pojęcie wyniku prawdziwego (zgodnego z w arto­
ścią rzeczywistą cechy) i wyniku obserwowanego (zgodnego 
z dokonanym pomiarem, a de facto  z realizacją zmiennej loso­
wej o pewnym rozkładzie) oraz pojęcie błędu pomiaru. Relację 
pomiędzy wynikiem prawdziwym a wynikiem obserwowalnym 
określa formuła 3.1 (Nowakowska 1975).

Xg = Tg + Eg (3.1)
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gdzie:
Xg -  zmienna losowa, której realizacjami są wyniki w te ­

ście g dla losowo wybranej osoby;
Tg -  wynik prawdziwy -  realizacja zmiennej losowej 

w teście g dla losowo wybranej osoby;
Eg -  błąd pomiaru przy realizacji zmiennej losowej w  te ­

ście g dla losowo wybranej osoby.

Wnioskowanie o wartości prawdziwej danej cechy w  teście 
g opiera się na ocenie wariancji błędu pomiaru. Fakt ten sta­
nowi niewątpliwą słabość klasycznego ujęcia. W praktyce te ­
stowej nie można uzyskać dostatecznie wielkiej liczby nieza­
leżnych obserwacji (wyników testu) dla jednej osoby 
(Nowakowska 1975). W związku z tym nie ma możliwości oce­
ny wariancji błędu dla pojedynczej osoby. Oblicza się więc wa­
riancję błędu dla całego testu, będącą w  rzeczywistości średnią 
wariancją błędów pomiarów dla poszczególnych osób.

W celu dokonania estymacji wyniku prawdziwego dla danej 
osoby konieczne okazuje się przyjęcie pewnych założeń, które 
są aksjomatami w  teorii Gulliksena, natomiast w  teorii Lorda- 
-Novicka przybierają postać twierdzeń. Te trzy podstawowe 
założenia są następujące:
1. Wartość oczekiwana zmiennej losowej błędu E równa się 

zeru.
2. Zmienne losowe wynik prawdziwy i błąd pomiaru nie są 

z sobą skorelowane.
3. Zmienne losowe błędów w  dwóch różnych pomiarach Ei 

i E2 są również zmiennymi nieskorelowanymi.

Założenia drugie i trzecie w  przypadku, gdy zmienne podle­
gają łącznemu rozkładowi normalnemu, są równoważne nieza­
leżności tych zmiennych. Oznacza to, że wynik prawdziwy 
i błąd pomiaru są zmiennymi niezależnymi oraz że różne po­
miary są niezależne.
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Klasyczna teoria testu w ujęciu Gulliksena stała się przed­
miotem krytyki wielu badaczy. Jeden z podstawowych zarzu­
tów dotyczy pojęcia wyniku prawdziwego. Chodzi o to, że wy­
nik prawdziwy jest zakłócony nieobserwowalnym błędem 
losowym i nie jest mierzony bezpośrednio, a zatem nie może 
mieć znaczenia teoretycznego (Thorndike 1964). Drugim po­
ważniejszym zarzutem jest fakt, że Gulliksen w swojej koncep­
cji wyniku prawdziwego przyjął wiele postulatów niepoddają- 
cych się empirycznej weryfikacji (Nowakowska 1975).

Modyfikacja teorii zaproponowana przez Lorda i Novicka 
(1968) wprowadziła nowe aksjomatyczne ujęcie z jednocze­
snym zachowaniem pierwotnego ujęcia Gulliksena. Podstawo­
wym konstruktem teorii Lorda-Novicka jest system określony 
formułą 3.2:

{P, G, ПР, Xgp: p e P , g e G}  (3.2)

gdzie:
P -  populacja osób, z której badacz losuje próbę;
G -  zbiór testów;
Пр -  rozkład prawdopodobieństwa na zbiorze P;
Xgp -  rodzina zmiennych losowych (zakłada się tutaj, że 

dla dwóch różnych osób p, p' i dla dwóch testów g, g' 
-  niekoniecznie różnych -  zmienne losowe Xgp oraz 
Xg’p’ są niezależne).

W teorii Lorda-Novicka przyjmuje się, że rozkład prawdo­
podobieństwa wyników testu jest charakterystyczny dla danej 
osoby. Ten rozkład prawdopodobieństwa zmiennej losowej Xgp 
określa się jako rozkład skłonności. Rozkład ten jest empirycz­
nie nieobserwowalny z uwagi na wspomniany już wcześniej 
fakt ograniczenia liczby pomiarów uzyskiwanych dla jednej 
osoby. Wynik prawdziwy definiowany jest w  zmodyfikowanej 
teorii jako wartość oczekiwana rozkładu skłonności. Zasadni­
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cza różnica w stosunku do teorii Gulliksena polega na tym, że 
błąd pomiaru ma wartość oczekiwaną równą zeru na mocy de­
finicji, a nie jak w ujęciu Gulliksena na mocy aksjomatu.

Podsumowując, można powiedzieć, że dwa pierwsze aksjo­
maty z teorii Gulliksena są prawdziwe w ujęciu Lorda-Novicka 
(jako twierdzenie) przy założeniu, że rozkład skłonności ma 
skończoną wariancję. Trzeci aksjomat Gulliksena, aby stać się 
twierdzeniem w teorii Lorda-Novicka, wymaga dodatkowego 
założenia -  liniowej eksperymentalnej niezależności pomiarów.

Wynik prawdziwy w teorii Lorda-Novicka odnosi się do de­
finicji cechy jako wartości param etru rozkładu częstości za­
chowań badanego. Jest on zatem wynikiem statystycznym i ma 
charakter probabilistyczny, w przeciwieństwie do wyniku 
prawdziwego w ujęciu Gulliksena, gdzie jest on zewnętrzny 
w stosunku do pomiaru.

Cała klasyczna teoria testów -  w swojej wersji pierwotnej, 
jak również w zmodyfikowanej -  ukierunkowana jest na bada­
nie rzetelności testów oraz, w mniejszym stopniu, na badanie 
trafności.

Rzetelność testu g rozumiana jest jako stosunek wariancji 
wyników prawdziwych do wariancji wyników obserwowa­
nych. Ponieważ wynik prawdziwy jest nieznany, nieznana po­
zostaje również jego wariancja. Takie ustawienie zagadnienia 
powoduje, że wszystkie wysiłki badaczy są ukierunkowane na 
wyszukiwanie różnorodnych sposobów szacowania rzetelno­
ści. W każdym przypadku rzetelność wymaga oszacowania 
empirycznego. Fakt ten w  powiązaniu z definicją rzetelności 
doprowadził do krytyki całej klasycznej teorii testów. Wielu 
autorów zwraca uwagę na fakt, iż pojęcie rzetelności jest poję­
ciem martwym. Rzetelność jest różna dla różnych grup osób 
badanych. W związku z tym próby określania ogólnej rzetelno­
ści natrafiają na przeszkody (Samejima 1997).
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Rzetelność określa dobroć pomiaru, tzn. dobroć testu, który 
jest estymatorem wyniku prawdziwego. Innymi słowy, rzetel­
ność stanowi teoretyczny parametr, który jest estymowany na 
podstawie próby badawczej i za pomocą różnych, coraz to do­
skonalszych, wypracowanych w ramach teorii testów, estyma­
torów (Brzeziński 1984, Magnusson 1981, Machowski 1988). 
Podsumowując, można powiedzieć, że rzetelność jako teore­
tyczny param etr pewnego estymatora (testu g) sama podlega 
estymacji (Nowakowska 1975). Mamy więc do czynienia 
z dwoma błędami estymacji, które wcale nie muszą być nieza­
leżne.

Klasyczna teoria testów ma raczej ograniczone zastosowania 
z uwagi na długość testu. Nie powinna być stosowana do testów 
krótkich, ze względu na brak możliwości uzyskania wiarogod- 
nych estymacji. Ponadto wszystkie rezultaty wynikające ze sto­
sowania klasycznej teorii testów ignorują źródła błędów, takich 
jak wariancja spowodowana efektami oceny, kiedy odpowiedzi 
na pozycje testowe są ocenami subiektywnymi.

Również w przypadku poszerzenia komponentu wariancji 
występującego w klasycznej teorii testów do wielu źródeł błę­
dów w uogólnionej teorii testów (Brennan 2001) wciąż pozo­
staje założenie, że oceny testowe są pomiarami zmiennych cią­
głych.

Największym ograniczeniem klasycznej teorii jest jednak 
niewątpliwie jej zależność od ocen dychotomicznych. Tak na­
prawdę to nie ma podstaw do odpowiedzi, które oceniają trzy 
lub więcej kategorii, pomimo że jest to powszechną praktyką 
stosowanych testów czy rozwiązywanych problemów. Kla­
syczne metody bywają często stosowane w takich sytuacjach -  
udzielania odpowiedzi na pozycje testowe -  poprzez arbitralne 
przypisanie numerycznych wartości do kategorii. Trudność 
wyjaśniania wzrasta, gdy pozycje testowe zawierają różne licz­
by kategorii podlegających ocenie.
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Również procedury skalowania, które w ostatnich latach, 
zyskały wielu zwolenników wśród badaczy, oparte na przypi­
sywaniu wartości do kategorii maksymalizujących stosunek 
sumy kwadratów odchyleń wyników pomiędzy grupami re­
spondentów do sumy kwadratów odchyleń wyników wewnątrz 
tych grup, zawodzą, ponieważ traktują dane wszystkich pozycji 
testowych bez uwzględniania ich charakterystyk. Bogaty prze­
gląd literatury oraz szerokie wyjaśnienie tego problemu można 
znaleźć w pracy Nishisato (1994).

Antidotum na niedomagania klasycznej teorii miała być 
Item  Response Theory (IRT), teoria odpowiadania na pozycje 
kwestionariuszowe. Teoria ta omija większość trudności poja­
wiających się w klasycznej teorii testów, opierając się na od­
miennych podstawach. Podstawy te wiążą pomiar przeprowa­
dzany w psychologii z teorią prawdopodobieństwa. Stąd też 
problemy rzetelności i trafności jawią się w zupełnie odmien­
nym świetle -  schodzą na dalszy plan (Hulin i in. 1983). 
Wspomniana teoria ciąży w kierunku rozwiązań modelowych, 
opartych na teoretycznych funkcjach opisujących prawdopo­
dobieństwa odpowiedzi w danym teście.

Podsumowując, należy jeszcze zwrócić uwagę na ważniejsze 
współczesne podejścia do zagadnień związanych z teorią te ­
stów psychometrycznych. Otóż badacze byli przez wiele lat pod 
wpływem znakomitej pracy Test Theory: A Unified Treatm ent 
autorstwa Roda McDonalda (1999), w której autor szeroko ar­
gumentuje i wyjaśnia esencjalny związek pomiędzy analizą 
czynnikową, klasyczną teorią testów oraz teorią odpowiadania 
na pozycje kwestionariuszowe (IRT). W kolejnej pracy, ten sam 
autor (McDonald 2000) dołączył do tego związku nowo opra­
cowane wielowymiarowe modele odpowiadania na pozycje 
kwestionariuszowe (Multidimensional Item Response Theory, 
MIRT).
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Ostatnio wprowadzono do problematyki teorii testów i in­
nych zagadnień psychometrycznych uogólnione modele linio­
we i mieszane zmiennych ukrytych (Skrondal i Rabe-Hesketh 
2004, Generalized Linear Latent and Mixed Models, GLLA- 
MMs). Ta rodzina modeli obejmuje analizę czynnikową, kla­
syczną teorię testów i modele IRT, jako szczególne przypadki, 
oraz całą klasę modeli zmiennych ukrytych, wielopoziomo­
wych, longitudinalnych i równań strukturalnych.

Zarówno klasyczna teoria testów, jak i IRT, MIRT czy mode­
le GLLAMMs badają de facto jedynie testy i ich struktury, nawet 
bardzo złożone i wielopoziomowe (Steele i Goldstein 2006), 
jako narzędzia pomiarowe. Nie rozwiązują natomiast proble­
mów metodologicznych konstruowania samych testów, jak 
również nie pozwalają wnioskować o różnicach indywidual­
nych. Można powiedzieć, że mamy tu pewien paradoks meto­
dologiczny. Psychologia różnic indywidualnych, zajmując się 
odmiennością jednostek, dąży równocześnie do konstruowania 
testów, w których indywidualne różnice zastępowane są przez 
makro cechy, wynikające z modelu statystycznego, które po­
zwalają na klasyfikowanie jednostek do określonych kategorii. 
Różnice indywidualne w tych modelach są traktowane jako 
źródło błędu pomiaru, a nie jako wartości zmiennych wyróż­
niających daną osobę i pokazujących jej odmienność od innych.

Nie umniejszając bynajmniej wartości rozwiązań psychome­
trycznych i naprawdę ogromnych możliwości konstruowania 
modeli statystycznych, wyjaśniających prawa przyrody i za­
chowań człowieka, należy jednak mieć na uwadze fakt globali­
zacji różnic indywidualnych. Wynika stąd jasno potrzeba po­
dejmowania dalszych poszukiwań i rozwiązań zarówno 
w ramach możliwości oferowanych przez współczesną psy- 
chometrię, jak i w ramach adaptowania nowych i rozwijania 
tych teorii matematycznych, które mogą przyczynić się do opi­
su rzeczywistości w takich modelach, w których różnice indy­
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widualne nie będą źródłem błędu, lecz przedmiotem analizy. 
Należy tutaj wyraźnie podkreślić i rozróżnić analizy błędów 
(w tym pomiaru), które dokonuje się w statystyce matema­
tycznej, od analizy różnic indywidualnych jako niepowtarzal­
nych wartości charakteryzujących danego człowieka.

3.2. Zasady konstruowania testu psychometrycznego

W praktyce testy psychometryczne konstruowane są za­
zwyczaj w taki sposób, iż z pierwotnej puli pytań (pozycji, ite- 
mów) wybiera się te, które spełniają pewne kryterium zakła­
dane przez badacza. Może to być kryterium nieformalne, 
odzwierciedlające wymagania stawiane przez przyjmowaną 
przez badacza teorię. W takim przypadku badacz zazwyczaj 
wybiera te pozycje, które możliwie wysoko korelują z jego kry­
terium i jednocześnie nisko korelują między sobą.

Innym kryterium jest kryterium formalne. Badacz opiera się 
tutaj przeważnie na analizie czynnikowej i dopiero wtórnie 
uzyskanym wymiarom (czynnikom) nadaje interpretację teo­
retyczną. Nierzadko również na podstawie uzyskanych czynni­
ków buduje lub rozwija własną teorię. Jest to więc postępowa­
nie jak gdyby przeciwne do postępowania związanego 
z kryterium nieformalnym, gdzie punktem wyjścia jest teoria.

Badacz może wykorzystywać przy konstrukcji testu pewne 
statystyczne wskaźniki, takie jak wariancja poszczególnych po­
zycji, współczynniki korelacji pomiędzy itemami, moc dyskry­
minacyjna itemów czy całego testu, błąd pomiaru itp. Wszyst­
kie te wskaźniki mogą być jednakże obliczane przy założeniu, 
że badacz dysponuje już ograniczoną pulą pozycji tworzących 
defacto  pierwszą wersję testu.
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Wynika stąd wiele niejasności czy wręcz sprzeczności. Na 
przykład, chcąc obliczyć moc dyskryminacyjną pozycji (itemu) 
dla testu, a nie dla jego wersji pierwotnej, badacz musi dyspo­
nować tym testem. Natomiast w celu określenia mocy dyskry­
minacyjnej jednego itemu przy konstruowaniu testu z puli 
dziesięciu itemów badacz, chcąc wykonać swoją pracę rzetel­
nie, powinien skonstruować 458 testów i dla każdego z nich 
określić moc dyskryminacyjną rozważanego itemu. Pracę tę 
powinien powtórzyć dla każdego itemu, czyli w sumie powi­
nien de facto  skonstruować 4580 testów. Następnie należałoby 
wybrać taką liczbę i taką konfigurację itemów, która zapewni 
maksymalizację mocy dyskryminacyjnej.

Oczywiście nikt do tej pory takiej pracy nie wykonał, a ist­
niejące testy psychometryczne powstają na zasadzie subiek­
tywnych rozstrzygnięć. Moc dyskryminacyjna pytań badana 
jest p o st factum. Badacz zazwyczaj manipuluje jedynie wybra­
ną pulą pozycji, redukując ją lub powiększając. Nie dysponuje 
on ogólną procedurą pozwalającą na optymalne konstruowanie 
testu.

Przez pewien czas uważano, iż wyjściem z tego impasu jest 
analiza czynnikowa. Zastosowanie tej metody pozornie daje 
podstawy obiektywnej procedury konstruowania testu psy- 
chometrycznego. W wyniku analizy pierwotnej puli pozycji ba­
dacz uzyskuje czynniki gromadzące pewne grupy itemów. Me­
toda ta może jednak mocno zniekształcać rzeczywistość, dając 
w efekcie taki wynik czy taką konfigurację i liczbę czynników, 
jaką d e fa c to badacz chce uzyskać.

Pełną krytykę analizy czynnikowej ze wskazaniem wszyst­
kich jej ważniejszych ograniczeń przeprowadziła wiele lat te­
mu Nowakowska (1975). Pierwotna empiryczna przestrzeń 
itemów jest redukowana i przekształcana w nową teoretyczną 
przestrzeń czynników. Nastręcza to trudności związane z in­
terpretacją tak uzyskanych czynników.
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Również wybór rodzaju rotacji (ortogonalnej lub jednej 
z wielu skośnych) jest trudny i wielu badaczy dokonuje go intu­
icyjnie. Należy podkreślić, że istnieje sporo różnych metod, za­
wartych w programach komputerowych, wyodrębniania czyn­
ników i ich rotacji, z których każda dostarcza pewną możliwość 
interpretacji. Badacz stara się zazwyczaj wybrać taką metodę 
i interpretację, które mieszczą się w ramach założonej przez 
niego teorii.

Inną słabością analizy czynnikowej jest fakt, że badacze czę­
sto usiłują stosować te same czynniki dla przewidywania i kon­
struowania różnych indykatorów. W analizie czynnikowej nie 
ma podstaw do stwierdzenia, że wybór określonej liczby czyn­
ników prowadzi do jedynej prawdziwej struktury (do jedynego 
prawdziwego opisania danego obszaru rzeczywistości, zacho­
wań czy cech człowieka).

Zastosowanie analizy czynnikowej wymaga, aby zmienne, 
wyrażone poprzez pozycje testu, kwestionariusza itp., były 
mierzalne na skali typu przynajmniej przedziałowego, tzn. 
w taki sposób, by można było sensownie obliczyć wartości 
średnie oraz wariancje. Ponadto dla interpretacji czynników 
konieczne jest, żeby dokładnie było wiadomo, jakie zmienne są 
mierzone przez analizowane testy czy itemy.

Podsumowując, należy stwierdzić, iż analiza czynnikowa nie 
jest optymalnym narzędziem do konstruowania testów psy­
chometrycznych. Powinna być zatem stosowana jedynie 
w określonych i uzasadnionych sytuacjach, a nie jako standar­
dowa metoda konstruowania testów psychometrycznych.

Istotnym, zupełnie odrębnym zagadnieniem związanym 
z budowaniem testów psychometrycznych jest problem bada­
nia deformacji odpowiadania na pytania kwestionariuszowe.

Zagadnienie to poruszało wielu autorów, np. Nowakowska 
(1975) czy Marek i Noworol (1987). Zasadniczy problem 
sprowadza się tutaj do stwierdzenia, do jakiego stopnia dany
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item „mierzy” daną cechę, a do jakiego stopnia odzwierciedla 
pewne preferencje osoby badanej do określonej kategorii od­
powiedzi lub nastawienie osoby badanej do udzielania odpo­
wiedzi zgodnej z preferencjami danej grupy społecznej. Pro­
blemu tego nie rozwiązuje stosowanie nowoczesnych modeli 
GLLAMMs (podrozdz. 3.1).

Odpowiedzi na pytania czy też ustosunkowanie się jednost­
ki do poszczególnych itemów, które wyrażone są w postaci 
stwierdzeń, ma przeważnie charakter dychotomiczny: Tak -  
Nie, Zgadzam się -  Nie zgadzam  się, Prawda -  Fałsz itp., lub też 
rozpięte jest na pewnej skali punktowej, np. typu Likerta.

Innymi słowy, zakłada się, iż odpowiadający na pytanie 
w odniesieniu do pewnych cech czy też typów zachowań, które 
ze swej natury mają charakter zmiennych ciągłych, zastosuje 
sztuczną dychotomizację, wymuszoną przez typ skali zastoso­
wanej przez badacza.

Przyjmuje się zatem a priori, że człowiek nie jest w  stanie 
odzwierciedlić ciągłości zmiennej w  inny sposób niż poprzez 
jej dychotomizowanie. Pogląd ten, przyjmowany milcząco, nie 
znajduje jednak potwierdzenia w  ostatnio prowadzonych ba­
daniach nad szeroko rozumianą percepcją. Okazuje się miano­
wicie, iż ciągłość przysługująca pewnym modalnościom może 
być doskonale odzwierciedlana przez człowieka. Potwierdzają 
to badania, w  których procesy percepcji są w  sposób wysoce 
zadowalający opisywane przy zastosowaniu skalowania wie­
lowymiarowego (Coombs 1950, Borg i Lingoes 1987, Roskam 
i Lingoes 1970, Biela 1995) oraz zbiorów rozmytych (np. Za­
deh i in. 1975, Peagans i Biller 1980, Mamdani i Gaines 1981, 
Marek i Noworol 1986, Noworol 1989). Wyniki tych badań 
skłaniają do zweryfikowania dotychczasowych poglądów.
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3.3. Zasady konstruowania testu na podstawie modelu 
rozmytych skupień hierarchicznych

Jak wynika z dotychczasowych rozważań, problem kon­
struowania testu psychometrycznego jest ciągle otwarty. Pro­
ponowane rozwiązania są niepełne, często pozorne lub też ze 
względów praktycznych niemożliwe do zastosowania.

Niniejsza monografia jest próbą przedstawienia nowej kon- 
ceptualizacji konstruowania testu psychometrycznego. Opiera 
się ona z jednej strony na teorii zbiorów rozmytych (Kaufmann 
1975), z drugiej zaś na hierarchicznych modelach analizy sku­
pień, hierarchicznych procesach analitycznych (AHP) i anali­
tycznych procesach sieciowych (ANP) czy modelach podejmo­
wania decyzji (Saaty 2000, 2001). Połączenie tych obu idei daje 
w efekcie modele rozmytych skupień hierarchicznych, które 
pozwalają na wierniejsze odzwierciedlenie badanych zmien­
nych ciągłych, opisywanych przez poszczególne itemy.

Koncepcja hierarchicznej analizy skupień umożliwia selek­
cjonowanie itemów poprzez wyodrębnianie ich homogenicz­
nych grup (skupień). Dostarcza ponadto informacji o wzajem­
nych hierarchicznych relacjach pomiędzy itemami. Niezmiernie 
istotny jest tutaj fakt, iż uzyskiwane skupienia itemów są pre­
zentowane w pierwotnej przestrzeni miar odległości lub podo­
bieństw.

Nałożenie koncepcji zbiorów rozmytych na idee hierar­
chicznej analizy skupień wzbogaca liczbę i jakość informacji 
otrzymywanych w wyniku analizy. Badacz dowiaduje się nie 
tylko, że dane skupienie jest podskupieniem innego skupienia, 
lecz uzyskuje dodatkowo informacje, w jakim stopniu jedno 
skupienie zawiera się w drugim oraz jakie są relacje podobień­
stwa między skupieniami. Informacje, które badacz może uzy­
skać w wyniku zastosowania modelu rozmytych skupień hie­
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rarchicznych, są o wiele bogatsze i zarazem bardziej jedno­
znaczne oraz ponad wszelką wątpliwość bardziej zbliżone do 
realnego obrazu rzeczywistości niż informacje, jakie może uzy­
skać w wyniku zwykłej analizy skupień. Wydaje się, że infor­
macje te mogą w pełni wystarczyć do konstruowania rozmyte­
go testu psychometrycznego (Noworol 1989).



4. Odległości między kategoriami rozmytymi

W niniejszym rozdziale zostaną przedstawione dwa typy 
odległości określające relacje między kategoriami rozmytymi. 
Następnie, opierając się na klasycznej analizie hierarchicznej 
zastosowanej do skupiania obiektów lub zmiennych, nakreśli­
my problematykę skupiania kategorii rozmytych.

Zaprezentowana zostanie szczegółowo uogólniona odle­
głość Hamminga oraz odległość euklidesowa pomiędzy katego­
riami rozmytymi. Obydwa rodzaje odległości zostaną przed­
stawione w formie ogólnej i unormowanej, tzn. przyjmującej 
wartości z przedziału [0,1]. Oba typy odległości zostaną przed­
stawione zarówno w przypadku, kiedy uniwersum U jest zbio­
rem skończonym lub przeliczalnym podzbiorem liczb rzeczy­
wistych R, jak i w przypadku gdy uniwersum jest zbiorem 
nieskończonym.
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4.1. Odległości między kategoriami rozmytymi -  wybrane 
definicje

Definicja uogólnionej odległości Hamminga, gdy uniwersum 
jest zbiorem skończonym

Niech zbiór uniwersum U będzie zbiorem skończonym, np. 
n-elementowym, określonym formułą 4.1:

U = {xi, x2, x3,..., xn}; M = [0,1] (4.1)

Niech A i В oznaczają dwa podzbiory rozmyte zbioru U. 
Wówczas uogólniona odległość Hamminga dH pomiędzy kate­
goriami rozmytymi A i В jest określona formułą 4.2:

dH(A,B)

= Zf=i(max(pA(Xi), pB(Xi)) -  min(pA(Xi), рв (х;))) (4.2)

Z właściwości funkcji max i min wynika, że formuła 4.2 od­
powiada sumie wartości bezwzględnych z różnic pomiędzy 
wartościami funkcji przynależności elementów do kategorii 
rozmytej A i do kategorii rozmytej B. Można więc powiedzieć, 
że uogólniona odległość Hamminga pomiędzy kategoriami 
rozmytymi jest odpowiednikiem odległości city block pomię­
dzy obiektami charakteryzowanymi przez zespół cech (Za­
krzewska 1987).

Warto tutaj zwrócić uwagę, że maksymalna wartość uogól­
nionej odległości Hamminga równa się liczbie elementów uni­
wersum U. Prawdziwa jest zatem formuła 4.3:

0 < dH(A,B) < n; n = #U (4.3)
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Formuła 4.3 stanowi podstawę do normalizacji uogólnionej 
odległości Hamminga. Formuła 4.4 określa unormowaną uo­
gólnioną odległość Hamminga dla kategorii rozmytych w przy­
padku dyskretnych funkcji przynależności:

6H( A , B ) ^ ! k m  (4.4)

Zarówno uogólniona odległość Hamminga, jak i jej wersja 
unormowana spełniają wszystkie warunki odległości (np. Ma­
rek i Noworol 1987).

Przykład 4.1

Niech U będzie zbiorem czteroelementowym określonym 
formułą 4.5:

U ={xi,x2,x 3,x4} (4.5)

Niech kolejne formuły 4.6 i 4.7 określają kategorie rozmyte 
AiB:

A = {(xi:0,20), (x2:0,55), (x3:0,70), (x4:1,00)} (4.6)

В = {(Xl:0,60), (x2:0,30), (x3:0,15), (x4:0,80)} (4.7)

Korzystając z formuły 4.2 określającej uogólnioną odległość 
Hamminga, obliczono odległość pomiędzy kategoriami A i В 
określonymi formułami 4.6 i 4.7. Wyliczoną odległość prezen­
tuje formuła 4.8:

dH(A, B) = 0,40 + 0,25 + 0,55 + 0,20 = 1,40 (4.8)
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Zgodnie z formułą 4.4 wyliczona została odległość unormo­
wana pomiędzy zbiorami A i В (formuła 4.9):

6h (A,B) = ^ = 0 , 3 5  (4.9)

Definicja uogólnionej odległości Hamminga, gdy uniwersum 
jest zbiorem przeliczalnym

Niech zbiór uniwersum U będzie zbiorem przeliczalnym, tj. 
zawierającym nieskończoną liczbę elementów. Niech A i В 
oznaczają dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Wówczas uogól­
niona odległość Hamminga dn pomiędzy zbiorami rozmytymi 
A i В jest zdefiniowana poprzez szereg nieskończony, przy 
czym istnieje tylko wtedy, gdy szereg jest zbieżny (formuła 
4.10):

dH(A,B)

= Х1^1(тах(рд(х;), pg(xi)) -  min(p5(xi), pg(xi))) (4-10)

Definicja uogólnionej odległości Hamminga, gdy uniwersum 
jest zbiorem nieskończonym

Niech zbiór uniwersum U = R będzie zbiorem liczb rzeczy­
wistych, U = (-co, +c»). Niech A i В oznaczają dwie kategorie 
rozmyte zbioru U. Wówczas, uogólniona odległość Hamminga 
dn pomiędzy kategoriami rozmytymi A i В jest zdefiniowana 
poprzez całkę niewłaściwą i w związku z tym ma sens tylko 
wtedy, gdy całka jest zbieżna (formuła 4.11):

dH(A,B)

= /_+Г (т а х (кА(х)< Pg(x)) -  т т (р д (х ), gg(x)))dx (4.11)

90



Odległości określone równościami 4.10 i 4.11 nie poddają się 
normalizacji.

Jeżeli uniwersum U nie równa się całemu zbiorowi liczb 
rzeczywistych, lecz jest jego pewnym podzbiorem właściwym, 
np. przedziałem skończonym, U = [a,b] с  I ;  a, b 6 1 , to odle­
głość określona formułą 4.11 musi być zawężona do całki 
oznaczonej, rozpiętej na tym przedziale (formuła 4.12):

dH(A,B) ^  /аЬ(тах(рд(х), pB(x)) -  min(pA(x), pB(x)))dx
(4.12)

Odległość tę można zilustrować graficznie (rysunek 4.1).

Rysunek 4.1. Poglądowa prezentacja odległości Hamminga dH(A, B) 
(formuła 4.12) w przypadku, gdy uniwersum U=[a,b] i M = [0,1]. Pole 
zakreskowane przedstawia wartość odległości pomiędzy kategoriami 
rozmytymi A i В
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Odległość określona formułą 4.12 poddaje się normalizacji. 
Kolejna formuła 4.13 określa znormalizowaną uogólnioną odle­
głość Hamminga dla sytuacji, w której uniwersum U = [a,b] с  R.

(4.13)

gdzie:
dH(A, B) dane jest formułą 4.12.

Odległość euklidesowa w przypadku gdy uniwersum U jest 
zbiorem skończonym

Niech zbiór U będzie zbiorem n-elementowym określonym 
formułą 4.1. Z kolei niech A i В oznaczają dwie kategorie roz­
myte zbioru U. Wówczas odległość euklidesowa, oznaczona 
samą literą r/bez indeksu dolnego, pomiędzy zbiorami rozmy­
tymi A i В określona jest formułą 4.14:

= VSf=i(max(pA(x), pg(x)) -  т т ( р й (х), p§(x) ) )2 (4.14)

Odległość euklidesowa pomiędzy zbiorami rozmytymi A i В 
określona formułą 4.14 może przyjąć wartość maksymalną 
równą n. W związku z tym odległość tę można łatwo znormali­
zować. Formuła 4.15 określa znormalizowaną odległość eukli­
desową:

d(A, B) dAf

(4.15)
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Przykład 4.2

Niech U będzie zbiorem czteroelementowym określonym 
formułą 4.5. Natomiast kategorie rozmyte A i В niech będą 
określone odpowiednio formułami 4.6 i 4.7. Korzystając z for­
muł 4.14 oraz 4.15, obliczono odległość euklidesową (formuła 
4.16) oraz znormalizowaną euklidesową (formuła 4.17):

d(A,B) = V0,565 *  0,752 (4.16)

— 0,752
б(А, В) = — — = 0,188 (4.17)

4

Warto tu zwrócić uwagę, że odległość euklidesowa jest 
mniejsza niż odległość Hamminga. Fakt ten uwidacznia się 
w opisanych przykładach, kiedy porówna się wartości uzyska­
ne w formułach 4.8 i 4.16 oraz odpowiednio 4.9 i 4.17.

Odległość euklidesowa w przypadku gdy uniwersum U jest 
zbiorem przeliczalnym.

W tym przypadku odległość euklidesowa d  pomiędzy kate­
goriami rozmytymi A i В zdefiniowana jest analogicznie jak od­
ległość Hamminga -  poprzez szereg nieskończony. Istnieje ona 
tylko wtedy, gdy szereg jest zbieżny (formuła 4.18):

4 A ,B )  dAf

=  V £ ^ i ( m a x ( g A ( x i ) ,  P g (x i ) )  -  т т ( р д ( х ;), p g ( x i) ) ) 2 ( 4 .1 8 )
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Odległość euklidesowa w przypadku gdy uniwersum E jest 
zbiorem nieskończonym

Niech U = R. Wówczas odległość euklidesowa pomiędzy ka­
tegoriami rozmytymi A i В zdefiniowana jest poprzez pierwia­
stek z całki niewłaściwej. Istnieje ona tylko wtedy, gdy całka 
jest zbieżna (formuła 4.19):

Warto zwrócić tu uwagę, iż podobnie jak w przypadku odle­
głości Hamminga odległości euklidesowe określone formułami 
4.18 i 4.19 nie poddają się normalizacji.

Odległość daną formułą 4.19 można znormalizować, jeżeli 
uniwersum U równa się przedziałowi [a,b], czyli jest podzbio­
rem właściwym R. W takim przypadku całka występująca 
w formule 4.19 określona jest w granicach od a do b (formuła 
4.20):

Unormowana odległość euklidesowa w tym przypadku 
określona jest formułą 4.21:

d(A,  B) dAf

(тах (р й (х), pg(x)) -  min(gA(x), gg(x)))2dx (4.19)

d(A,  B) dAf

dAf J (тах (р й (х), pg(x)) -  min(ps (x), pB(x)))2dx (4.20)

aJ a

(4.21)

94



Należy tutaj podkreślić, że kwadrat odległości euklidesowej 
(norma euklidesowa) może być rozpatrywany jako wskaźnik 
odległości pomiędzy zbiorami rozmytymi. Nie jest on jednak 
odległością, ponieważ nie spełnia warunku trójkąta z definicji 
odległości.

Analogicznie do opisanych tutaj miar odległości można dla 
zbiorów rozmytych skonstruować odpowiednik odległości 
Minkowskiego oraz innych miar.

4.2. Hierarchiczne skupianie kategorii rozmytych

Punktem wyjścia dla klasycznej analizy hierarchicznej przy 
skupianiu obiektów lub zmiennych jest macierz odległości lub 
macierz podobieństwa pomiędzy nimi (BMDP 2011). W po­
przednim podrozdziale (4.1) pokazano, że określanie odległo­
ści pomiędzy zbiorami rozmytymi jest analogiczne do określa­
nia odległości pomiędzy obiektami lub zmiennymi opisanymi 
w przestrzeni wielowymiarowej.

Za pomocą klasycznych metod hierarchicznych analizy sku­
pień można zatem skupiać kategorie rozmyte, wychodząc 
z macierzy odległości pomiędzy nimi. Podobnie jak w przypadku 
klasycznym, problem doboru rodzaju odległości i metody sku­
piania uzależniony jest przede wszystkim od problemu meryto­
rycznego, do którego dana odległość i metoda są stosowane.

Możliwość skupiania kategorii rozmytych pozwala na bu­
dowanie hierarchii itemów lub dymensji. Model testu opartego 
na skupianiu itemów jako kategorii rozmytych jest następują­
cy. Badacz dysponuje pulą pozycji testu, którą traktuje jako 
zbiór podzbiorów rozmytych. Subiektywne oceny osób bada­
nych są wówczas wartościami funkcji przynależności cechy, 
którą mierzy item, do tej pozycji testu. Uzyskana hierarchia
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skupień może być traktowana jako estymator hierarchii sku­
pień itemów występujących w danym teście, który jest aktual­
nie konstruowany.

Drugi model związany jest ze skupianiem dymensji. W mo­
delu tym badacz traktuje kategorie rozmyte jako dymensje, na­
tom iast itemy jako elementy tych rozmytych dymensji. Uzy­
skana hierarchia skupień pozwala na ocenę położenia dymensji 
względem siebie.

Tego rodzaju analiza może pozwolić na wychwycenie nie­
prawidłowości badanego konstruktu (testu). Nieprawidłowo­
ści te są rozumiane jako niezgodność otrzymanego obrazu rze­
czywistości z teorią, na podstawie której badacz konstruuje 
dany test. W momencie wykrycia, że test mierzy dymensje ina­
czej, niż oczekuje tego badacz, może on usunąć pewne itemy, 
zaburzające strukturę czy też zawartość skupień, lub może do­
dać nowe. W każdym takim przypadku badacz powinien po­
wtórzyć analizę.

Opisany sposób postępowania nie pozwala jednakże na peł­
ne wykorzystanie walorów stosowania zbiorów rozmytych do 
konstruowania testów psychometrycznych. Ograniczeniem jest 
tutaj zastosowanie klasycznej analizy skupień do zbiorów roz­
mytych. Rzeczywista analiza oparta na teorii zbiorów rozmy­
tych kończy się w modelu pierwszym na subiektywnej ocenie 
przynależności badanych cech, manifestujących się u badanych 
osób, do poszczególnych itemów.

W modelu drugim analiza rozmyta kończy się w momencie 
skonstruowania wartości przynależności poszczególnych ite­
mów do poszczególnych dymensji.

Postępowanie tego rodzaju, tzn. zastosowanie klasycznej 
analizy skupień do zbiorów rozmytych, jest postępowaniem 
poprawnym. Niepełność wykorzystania możliwości, jakie 
stwarza teoria zbiorów rozmytych, może jednak w niektórych 
przypadkach spowodować, że badacz uzyska obraz rzeczywi­
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stości zaburzony nową zmienną, z której nie zdaje sobie spra­
wy, mianowicie, że uzyskane skupienia zawierają zbiory roz­
myte, natomiast same nie są kategoriami rozmytymi. Innymi 
słowy, badacz przyjmuje, że zbiory rozmyte (elementy sku­
pień) należą do poszczególnych kategorii z jednakową w arto­
ścią funkcji przynależności równą jeden.

Tymczasem badacz dysponujący hierarchią skupień zbio­
rów rozmytych powinien przyjąć, że w hierarchii poszczególne 
elementy przynależą do danych kategorii w różnym stopniu 
(z różną siłą). Tego rodzaju naturalna rozmyta analiza skupień 
przyjmująca skupienia rozmyte, tzn. takie, do których elementy 
przynależą w różnym stopniu, może i powinna prowadzić do 
wykrycia funkcji przynależności do tych skupień.

Na zakończenie tego podrozdziału warto zwrócić uwagę na 
fakt, że rodzaj użytej odległości wpływa istotnie zarówno na 
zawartość skupień, jak i na ich hierarchię. Podobnie wpływ na 
uzyskiwaną strukturę elementów (itemów) ma rodzaj zasto­
sowanej metody skupiania. Pozostaje zatem pytanie: jaką odle­
głość i jaką metodę można polecić do stosowania przy kon­
struowaniu testów psychometrycznych? Wydaje się, że 
odpowiedź jest następująca. Warto stosować odległość eukli­
desową jako znaną intuicyjnie badaczowi z codziennej praktyki 
oraz odległość Hamminga, która wydaje się odpowiednia do 
wyrażania odległości pomiędzy rozmytymi itemami. Nie ma 
tutaj takiego niebezpieczeństwa zniekształcenia danych empi­
rycznych, jak w przypadku stosowania odległości euklidesowej 
pomiędzy cechami nierozmytymi (Zakrzewska 1987). Zaleca 
się ponadto stosowanie tych odległości w postaci znormalizo­
wanej, ponieważ łatwiej jest wówczas porównywać z sobą róż­
ne skale.

Ujmując zagadnienie skupiania itemów geometrycznie, 
stwierdzić można, że chodzi o wykrywanie obszarów o dużej 
gęstości. Metoda prostych połączeń jest jedną z dogodnych me-
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tod do wykrywania obszarów o dużej gęstości punktów (Harti- 
gan 1985).

W rozdziale 6  przedstawione zostaną różne inne związki 
pomiędzy kategoriami rozmytymi, jak rozmyta inkluzja czy 
rozmyte pokrycie. W podrozdziale 6.3 prezentowane będą 
rozmyte miary siły związków pomiędzy kategoriami rozmyty­
mi, jak rozmyte miary inkluzji, pokrycia czy asocjacji oraz ich 
zastosowanie do rozmytej analizy skupień.



5. Relacje rozmyte

5.1. Pojęcie relacji rozmytej

Definicja relacji rozmytej

Niech 1  =  U x V będzie iloczynem kartezjańskim dwóch 
uniwersów (dowolnych zbiorów niepustych). Niech M = [0,1] 
oznacza zbiór przynależności. Wówczas rozmyta relacja Л  zde­
finiowana jest jako podzbiór rozmyty iloczynu kartezjańskiego 
X  przyjmujący wartości swojej funkcji przynależności w zbio­
rze M. W ten sposób zdefiniowana relacja jest oczywiście rela­
cją binarną.

W przypadku gdy U i V są zbiorami skończonymi, odpo­
wiednio n- i m-elementowymi, wówczas relacja rozmyta Л  mo­
że być przedstawiona w postaci macierzy (formuła 5.1):

= [rxi,yj] . = 1 2  m ; rxi,yj e M: xi e U,yj e V (5.1)

Analogicznie można zdefiniować rozmytą relację n-arną. 
Wówczas zbiór T  jest iloczynem kartezjańskim n uniwersów:

^  = Ui x U 2 x . . . x  Un
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Rozmyta n-arna relacja jest podzbiorem rozmytym zbioru T\

;śn c y

Tak jak i poprzednio zakłada się, że zbiór przynależności 
M = [0,1].

Przykład 5.1

Określmy rozmytą relację 3-arną. Niech uniwersum Ui = (xi, 
хг}. Z kolei niech uniwersum U2 = {yi, уг} oraz uniwersum U3 = 
(zi, Z2}. Niech M = [0,1]. Rozmyta relacja 3-arna określona jest 
formułą 5.2.

Я  = {(xi, yi, zi: 0,75), (xi, уг, zi: 0,10), (x2, yi, zi: 0,00),
(хг, У2, zi: 0,60), (xi, yi, z2: 0,06), (xi, уг, z2: 1 ,0 0 ),

(x2, yi, z2: 0,77), (x2,y2,z2: 0,40)} (5.2)

Jak wynika z formuły 5.2, relacja Л  jest podzbiorem rozmytym 
iloczynu kartezjańskiego uniwersów U1 XU 2 X U3.

W przypadku relacji rozmytych binarnych wygodniejszą 
formą zapisu niż formuła 5.2 jest zapis macierzowy (por. przy­
kład 5.2). Zapis taki pozwala również na wykonywanie operacji 
na relacjach rozmytych jako operacji na macierzach.

Przykład 5.2

Niech uniwersum U i=  (xi, хг, хз, X4, Х5, Хб} będzie zbiorem 
sześcioelementowym, a uniwersum U2 =  {yi, уг, уз, Уа} będzie 
uniwersum czteroelementowym, natomiast M zbiorem przyna­
leżności, M = [0,1]. Tabela 5.1 prezentuje przykład relacji roz­
mytej с  x U2.
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Tabela 5.1. Relacja rozmyta & с  U]_ x U2

к У1 У2 уз У4
XI 0,32 0,63 0,05 0,10
X2 0,15 0,98 1,00 0,05
X3 0,21 1,00 0,00 1,00
X4 0,17 0,24 0,98 0,00
X5 0,66 0,98 0,90 0,88
X6 0,27 0,87 0,33 0,27

Forma zapisu macierzowego w przypadku rozmytych relacji 
binarnych jest oczywiście możliwa wtedy, gdy obydwa uniwersa 
są zbiorami skończonymi. W przypadku kiedy uniwersa są zbio­
rami nieskończonymi, rozmyte relacje binarne, a ściślej, funkcje 
przynależności tworzące te relacje, można opisywać formułami 
matematycznymi i przedstawiać w postaci wykresów. Forma 
graficznej prezentacji (wykres) może mieć miejsce również 
wtedy, gdy badacz nie zna formuły opisu matematycznego.

Przykład 5.3

Niech ■& oznacza rozmytą relację bliskość. Przykładowo, ba­
dacz chce wyrazić bliskość proaktywności badanych osób. 
Używa on do tego celu Skali Proaktywności w  Karierze, autor­
stwa A. Bańki (2005). Dla poszczególnych dymensji (czterech 
podskal) uzyskuje wyniki na skali, która oczywiście nie jest 
ciągła. Tym niemniej pojęcie rozmytej relacji bliskości jest po­
jęciem ciągłym i może być opisane za pomocą funkcji ciągłej.

Rysunek 5.1 prezentuje funkcję, którą w term inach relacji 
rozmytych można określić następująco: osoba A ma proak- 
tywność bliską tej, jaką ma osoba B. Funkcja przedstawiona 
na rysunku 5.1 opisana jest wzorem matematycznym, który 
prezentuje formuła 5.3.
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№^ = в -т* 2Д > 0  (5.3)

gdzie:
■& -  odległość, np. Hamminga (formuła 4.3) pomiędzy 

znormalizowanymi wynikami badanych osób A i B; 
t  -  stała.

Z rysunku 5.1 wynika, że funkcja przynależności do rozmy­
tej relacji Misko przyjmuje wartość równą jeden wtedy, 
gdy wartość odległości Hamminga wynosi zero, ■& = 0. Oczywi­
ście, odległość ta zeruje się wtedy, gdy A = B, tzn. gdy obie oso­
by uzyskują dokładnie takie same wyniki we wszystkich pod- 
skalach proaktywności, niezależnie od tego, czy są to wyniki 
wysokie, czy niskie.

i
■ = 0 , 9
'V)
O n o  .£  U ,o

■N
— fi  7raс
>• А /ГN U,D

* 0 5  -
"u  '
*c 0 , 4

'U  n  4 -МЙ U ' Jo
fl  ?  -Si U rZra

S  0 , 1  -

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Odległość Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.1. Funkcja przynależności do rozmytej relacji blisko, opi­
sana formułą 5.3, dla stałej t = 7
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Podobnie wartości funkcji przynależności do relacji rozmy­
tej blisko  znajdują się w pobliżu jedności, gdy wartości 
znormalizowanej odległości Hamminga obliczone dla wszyst­
kich czterech podskal nie odbiegają zbyt daleko od zera, tzn. 
■& < 0,22. W miarę oddalania się wartości podskal uzyskiwa­
nych przez osoby A i В od siebie, tzn. w miarę wzrostu znorma­
lizowanej odległości Hamminga, wartości funkcji przynależno­
ści maleją szybko do zera, w zależności od wartości param etru 
t. Badacz może uzyskać wolniejszy spadek tej funkcji, wyzna­
czając inną wartość param etru t, empirycznie lub na podstawie 
teorii leżącej u podstaw badanej cechy, w tym przypadku -  
proaktywności.

Warto jednak zauważyć, że wartości te nigdy zera nie osią­
gną, chociaż mogą być bardzo małe.

Nasuwa się tutaj naturalne pytanie, czy fakt ten jest zaletą, 
czy też wadą modelu opisanego formułą 5.3. Odpowiedź na to 
pytanie dadzą zapewne specjaliści zajmujący się badaniem pro­
aktywności, chociaż wydaje się, z metodologicznego punktu wi­
dzenia, że każde dwie osoby wybrane z populacji wszystkich lu­
dzi zamieszkujących kulę ziemską powinny przynależeć do 
rozmytej relacji bliskości proaktywności w pewnym, chociażby 
dowolnie małym stopniu, z tego tytułu, że obie są ludźmi. Argu­
ment ten, na pozór trywialny, wydaje się jednak atrybutem mo­
delu 5.3 dla rozmytych relacji bliskości opisujących większość 
cech psychicznych i psychofizjologicznych człowieka.

5.2. Działania na relacjach rozmytych

Omawiane w tym podrozdziale właściwości relacji rozmy­
tych oraz działania na nich ilustrowane będą przykładami rela­
cji binarnych. Są one jednak prawdziwe dla dowolnych rozmy­
tych relacji n-arnych.
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Połączenie relacji rozmytych

Połączenie dwóch relacji rozmytych R i S określone jest 
przez funkcję przynależności (formuła 5.4):

P r u s  U  y )  =  m a x ( g R (x ,  у ) , р § ( х < y ) )  ( 5 -4 )

W przypadku gdy są więcej niż dwie relacje, połączenie tych 
relacji (formuła 5.5) określone jest przez odpowiednią funkcję 
przynależności (formuła 5.6):

R = y R i  (5.5)
i

№ ( л у )  =  mR*PRi(x<y) (5.6)

Przykład 5.4

Rozpatrzmy relację bliskości z przykładu 5.3. Formuła 5.7 
określa tę relację jako relację Rx:

~  def
ARj^B A jest bliskie В (5-7)

Niech R2 oznacza relację dalekościokreśloną formułą 5.8.

AR2B = A jest dalekie (różne) od В (5.8)

Rysunek 5.2 prezentuje funkcję przynależności do relacji 
rozmytej R2 określonej formułą 5.8.
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Rysunek 5.2. Funkcja przynależności p^2 do relacji rozmytej R2 określo­
nej formułą 5.8

Jak widać, funkcja przynależności jest funkcją rosnącą. 
W miarę jak zwiększa się różnica pomiędzy A i B, wartości funk­
cji przynależności zmierzają do jedności. Przebieg funkcji przy­
należności jest zgodny z intuicyjnym rozumieniem relacji R2.

Niech R = Rx U R2. Relacja ta określona jest formułą 5.9:

ARB = A jest bliskie lub dalekie od В (5-9)

Relacja R określona formułą 5.9 jako połączenie relacji 
Rx U R2 nie jest już tak oczywista. Wyraża ona specyfikę poję­
cia rozmytości.

W teorii zwykłych zbiorów relacja 5.9 musiałaby być zredu­
kowana do relacji 5.10:

ARB = A jest bliskie В lub A jest dalekie В (5.10)

105



Taka zwykła relacja R sugeruje, że „lub” jest rozłączne. Wy­
klucza ono możliwość „i”. Nie ma elementu A spełniającego re­
lację 5.10, który byłby równocześnie bliski i daleki B.

Rozmyta relacja 5.9 dopuszcza taką możliwość. Wartości 
funkcji przynależności w przypadku!nie wykluczają podobne­
go stanu rzeczy. W przypadku interpretacji merytorycznej, 
w badaniach psychologicznych, relacje rozmyte wydają się 
bardziej naturalne niż relacje zwykłe. Wracając do przykładu
5.3, można powiedzieć, że istnieją osoby, które mają proaktyw- 
ność podobną lub różną, tzn. lub/i różną w klasycznym sensie. 
Innymi słowy, osoby te mają w małym stopniu proaktywność 
podobną i różną. Jeszcze inaczej, osoby te przynależą w pew­
nym stopniu do różnych dymensji bliskości i dalekości opisu­
jących proaktywność.

Rysunek 5.3 prezentuje funkcję przynależności gg do relacji 
rozmytej „A jest bliskie В lub A jest dalekie B” (formuła 5.9).

1 i

— 09у  'ЧЯ
i  0,8M

■s °'7с n к

3  0 5
u"

*e 0 43 ’
1  O 5u-in
2  0 2

®  0,1 
n

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Odległość Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.3. Funkcja przynależności gg do relacji rozmytej R = Rj U R2 
określonej formułą 5.9 dla danych z przykładu 5.3 i 5.4 (rysunki 5.1 i 5.2)

106



Jak widać na rysunku 5.3, istnieje pewien punkt x, w którym 
funkcja przynależności do relacji 5.9 przyjmuje wartość mini­
malną. Punkt ten jest punktem przecięcia się funkcji przyna­
leżności do relacji rozmytych „A jest bliskie B” oraz R2 

„A jest dalekie B”. Na rysunku 5.3 punkt x = 0,4. Wartość funk­
cji przynależności w tym punkcie oznacza stopień przynależ­
ności do obu relacji rozmytych Rx i R2 równocześnie.

Przykład 5.5

Przykład ten ilustruje operację połączenia trzech relacji bi­
narnych. Tabele 5.2, 5.3 i 5.4 prezentują relacje rozmyte R1( 
R2 i R3 .

Tabela 5.2. Rozmyta binarna relacja Rx

Ri У1 У2 Уз
Xi 1,00 0,75 0,12

x2 0,20 0,99 0,56

X3 0,00 1,00 0,34

X4 0,44 1,00 0,65

Tabela 5.3. Rozmyta binarna relacja R2

r 2 У1 У2 Уз
Xl 0,00 0,35 0,42

x2 0,05 0,19 0,66

X3 0,04 0,00 0,54

X4 0,54 1,00 0,75
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Tabela 5.4. Rozmyta binarna relacja R3

R3 У1 У2 y3
Xi 0,90 0,55 0,72

X2 0,28 0,49 0,26
x3 0,09 1,00 0,54

X4 0,89 0,90 0,35

Tabela 5.5 prezentuje rozmytą relację R = R 1 UR2 UR3. 
Warto zauważyć, że operacja połączenia relacji rozmytych 
określona formułą 5.6 jest również prawdziwa dla relacji zwy­
kłych. Fakt ten pozwala na stosowanie operacji połączenia, 
określonej formułą 5.6, do relacji rozmytych i zwykłych, a więc 
do wykonywania operacji mieszanych.

Tabela 5.5. Rozmyta binarna relacja R = Rj U R2 U R3

R У1 У2 y3
Xl 1,00 0,75 0,72

x2 0,28 0,99 0,66
X3 0,09 1,00 0,54

X4 0,89 1,00 0,75

W wyniku połączenia relacji zwykłej z relacją rozmytą na 
ogół otrzymuje się relację rozmytą. Kolejna tabela 5.6 przed­
stawia relację zwykłą R.
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Tabela 5.6. Zwykła binarna relacja R

R У1 У2 Уз
Xi 1,00 0,00 0,00
x2 0,00 1,00 0,00
x3 0,00 1,00 0,00

X4 0,00 1,00 1,00

Połączenie relacji rozmytej R3 z relacją zwykłą R prezentuje 
tabela 5.7. Widać, że po wykonaniu operacji mieszanej otrzy­
mano relację rozmytą.

Tabela 5.7. Rozmyta binarna relacja R = R3 U R

R У1 У2 Уз
Xl 1,00 0,55 0,72

x2 0,28 1,00 0,26

x3 0,09 1,00 0,54

x4 0,89 1,00 1,00

Oczywiście, nie jest to reguła. Może się zdarzyć, że połącze­
nie relacji zwykłej i rozmytej będzie relacją zwykłą, jednakże 
z uwagi na fakt, że relacje rozmyte są uogólnieniem relacji 
zwykłych, przypadek taki nie ma szczególnego znaczenia 
w prezentowanej tutaj teorii relacji rozmytych.

Przecięcie relacji rozmytych

Przecięcie dwóch relacji rozmytych R i S określone jest 
przez funkcję przynależności określoną formułą 5.11:

ProsU  У) = min(pR(x,y),p§(x,y)) (5.11)
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Przecięcie dowolnej (skończonej) liczby relacji rozmytych 
jestrelacją rozmytą (formuła 5.12):

R = ^ R i  (5.12)
i

której funkcja przynależności określona jest formułą 5.13:

Pr(x, У) = тк" PR; (x, У) (5-13)

Przykład 5.6

Niech rozmyte relacje Rxi R2 będą relacjami z przykładu 5.4, 
określonymi formułami 5.7 i 5.8. Przecięcie tych dwóch relacji 
prowadzi do relacji rozmytej R =  Rj П R2. Relacja R określona 
jestform ułą 5.14:

~  def
A R B ^ A  jest bliskie Bi A jest dalekie В (5.14)

Relacja!była już rozważana, w kontekście rozmytej relacji 
lub, w przykładzie 5.4. Rozmyta relacja!charakteryzuje się 
jednak niskimi wartościami funkcji przynależności. Rysunek 
5.4 przedstawia funkcję przynależności do rozmytej relacji 
określonej formułą 5.14, co stanowić może podbudowę intui­
cyjnego rozumienia rozmytej relacji lub oraz i.
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Odległość Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.4. Funkcja przynależności do relacji rozmytej R = Rj П R2 
określonej formułą 5.14

Iloczyn algebraiczny relacji rozmytych

Iloczyn algebraiczny relacji rozmytych określony jest po­
przez zwykłe mnożenie wartości funkcji przynależności. For­
muła 5.15 definiuje funkcję przynależności do rozmytej relacji 
R, która jest iloczynem algebraicznym dwóch relacji rozmy­
tych: Rxi R2.

Rr =  M-Ri ' Rr2 (5.15)

gdzie:
R = Rx- R2 -  iloczyn algebraiczny dwóch relacji rozmy­

tych Rxi R2;
-  zwykłe mnożenie funkcji przynależności.
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Weźmy pod uwagę relacje i R2 prezentowane w tabelach
5.2 i 5.3 z przykładu 5.5. Iloczyn algebraiczny obu binarnych 
relacji rozmytych jest relacją rozmytą R, prezentowaną w tabe­
li 5.8. Łatwo zauważyć, że wartości funkcji przynależności do 
relacji R (iloczynu relacji rozmytych) są zawsze nieco mniejsze 
niż wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej R będą­
cej przecięciem relacji Rx i R2.

Przykład 5.7

Tabela 5.8. Iloczyn algebraiczny rozmytych relacji binarnych R = Ry R2 
wartości funkcji przynależności do relacji rozmytych są prezentowane 
w tabelach 5.2 i 5.3

R — Ry R2 yi У2 уз
Xi 0,00 0,2625 0,0504

x2 0,01 0,1881 0,3696

X3 0,00 0,00 0,1836

X4 0,2376 1,00 0,4875

Jedynie w przypadku gdy jedna z relacji Rx lub R2 jest rela­
cją zwykłą, wówczas operacja iloczynu algebraicznego po­
krywa się z operacją przecięcia. Fakt ten łatwo wytłumaczyć. 
Załóżmy, że formuła 5.16 prezentuje równość obu operacji, 
tzn. wartości funkcji przynależności określone formułą 5.15 
równają się wartościom funkcji przynależności określonej 
formułą 5.11:

■ Rr2 = min(hR1,PR2) (5.16)

Z formuły 5.16 wynika, że przynajmniej jedna z funkcji 
przynależności (i = 1 lub 2) musi przyjmować wartości ze 
zbioru dwuelementowego złożonego z zera i jedynki, M = {0,1}.
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Formuła 5.16 wyjaśnia, że rozpatrywanie operacji przecię­
cia dwóch relacji rozmytych jako iloczynu funkcji przynależno­
ści ma sens jedynie w specyficznych przypadkach. Fakt ten 
w konsekwencji dowodzi, że operacja mnożenia (iloczynu al­
gebraicznego) relacji rozmytych jest operacją różną od operacji 
przecięcia, która w wielu zastosowaniach może być właściw­
sza, wierniej oddając ideę rozmytości w metodologii badań 
psychologicznych.

Rozpatrzmy przykładowo parę (x, y), której funkcja przyna­
leżności do relacji rozmytej R przyjmuje taką samą wartość jak 
do relacji S. Niech to będzie wartośćgg(x,y) = g§(x,y) = 0,5. 
Operacja przecięcia wyznacza tę samą wartość 0,5 (formuła 
5.11) jako wartość przynależności pary (x, y) do rozmytej relacji 
T. Natomiast operacja mnożenia (formuła 5.15) wyznacza war­
tość przynależności do relacji V o połowę mniejszą: gg = 0,25.

Dystans pomiędzy wartościami przynależności do rozmy­
tych relacji T i V maleje zgodnie z tym, jak funkcja kwadratowa 
zmierza do funkcji liniowej, aby się z nią spotkać w punktach 
zero i jeden.

W przypadku większej liczby relacji rozmytych wchodzą­
cych w skład operacji mnożenia funkcja przynależności będzie 
funkcją potęgową o wykładniku równym liczbie relacji, których 
iloczyn algebraiczny jest aktualnie wyliczany. Wynika stąd, że 
wartość funkcji przynależności przy mnożeniu większej liczby 
relacji rozmytych szybko spada do zera.

Operacja negacji relacji rozmytej

Operacja negacji (dopełnienia) w przypadku gdy zbiór 
M = [0,1], dla relacji rozmytej R określa nową relację rozmytą 
R'. Formuła 5.17 definiuje funkcję przynależności do R' dopeł­
nienia relacji rozmytej R:

gg, = 1 — gg (5-17)
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Rozważmy funkcję bliskości prezentowaną na rysunku 5.1 
i opisaną w przykładzie 5.3. Funkcja ta określa wartości przy­
należności relacji R głoszącej, że osoby A i В są bliskie sobie 
w zakresie proaktywności.

Negacja tej relacji głosi, że osoby A i В nie są bliskie sobie 
w sensie podobieństwa tej cechy. Relacja R' prezentowana jest 
na rysunku 5.6. Formuła 5.17 podaje wzór określający funkcję 
przynależności do relacji R': osoby A i  В nie są bliskie sobie co 
do proaktyw ności określanej Skalą Bańki, albo inaczej: osoby 
A i  В nie mają bliskich sobie cech proaktyw ności ogólnej,po- 
znaw czej,w budow aniusieci wsparcia oraz w budow aniukom - 
fortu  psychicznego,określonych tą samą Skalą Proaktywności 
wKarierze.

Przykład 5.8

Rysunek 5.6. Funkcja przynależności do relacji rozmytej R' będącej do­
pełnieniem relacji rozmytej R, prezentowanej na rysunku 5.1
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Warto zwrócić uwagę na relację rozmytą R2 określoną for­
mułą 5.8: osoby A i  В są dalekie od siebie (różne co do proak­
tywności), tzn. uzyskują dalekie od siebie oceny na skali Bańki. 
Funkcja przynależności do relacji rozmytej R2 prezentowana 
jest na rysunku 5.2. Przy porównaniu rysunków 5.2 i 5.6 widać, 
że funkcje przedstawiane na tych rysunkach różnią się od sie­
bie. Relacje R 'i R2: osoby A i  В nie są sobie bliskie co do proak­
tyw ności oraz osoby A i  В mają różne cechy proaktyw ne, są 
różnymi relacjami rozmytymi. Relacje rozmyte potrafią precy­
zyjnie odzwierciedlić tego rodzaju różnice, jak nie b liski czy 
niepodobny  oraz daleki czy różny, przy czym nie chodzi tutaj 
bynajmniej o semantykę, ale o sens psychologicznego pomiaru.

Badacz zazwyczaj „czuje” takie różnice i potrafi je analizo­
wać opisowo, napotyka natomiast duże trudności, kiedy różni­
ce te chce precyzyjnie przeanalizować, stosując jakiś klasyczny 
model statystyczny. Relacje rozmyte dają możliwość łatwiej­
szego opisu, a następnie precyzyjnej analizy matematycznej 
i interpretacji psychologicznej.

Suma algebraiczna relacji rozmytych

Niezależnie od połączenia dwóch relacji rozmytych, oparte­
go na funkcji max dla wartości przynależności, można zdefi­
niować sumę algebraiczną dwóch relacji rozmytych.

Funkcja przynależności do relacji rozmytej S będącej sumą 
algebraiczną relacji rozmytych i S2 dana jest formułą 5.18:

M-s = М§г + M§2 _  М§г ‘ M§2 (5.18)

gdzie:
S = §! + S2 -  suma algebraiczna relacji Sx i S2.

Algebraiczna suma dwóch relacji rozmytych dana formułą
5.18 przypomina wzór określający prawdopodobieństwo sumy
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zdarzeń, które nie są niezależne. Poza tym nie ma ona nic 
wspólnego z prawdopodobieństwem.

Suma określona formułą 5.18 jest zgodna z intuicyjnym 
oczekiwaniem badacza. Rzeczywiście, jeżeli element należy do 
relacji z wartością funkcji przynależności równą 0,5 i do re­
lacji rozmytej S2 przynależy on z taką samą wartością 0,5, to 
badacz oczekuje, że element ten będzie przynależał do sumy 
relacji S z wartością większą niż 0,5.

Jednocześnie oczekuje on, że wartość ta nie będzie wynosi­
ła 1, jakby to wynikało z prostego dodania obu wartości przy­
należności. Ponadto, wartość 1 jest w takiej sytuacji m eryto­
rycznie bezsensowna. Formuła 5.18 pozwala wartość tę 
wyliczyć jako równą 0,75, co nie jest sprzeczne z intuicją ba­
dacza i może mieć sens merytoryczny.

Przykład 5.9

Niech relacja rozmyta będzie określona poprzez funkcję 
przynależności przyjmującą wartości przynależności zgodnie 
z tabelą 5.2. Niech relacja rozmyta R2 przyjmuje wartości 
zgodnie z tabelą 5.3. Wówczas wartości funkcji przynależności 
do relacji rozmytej S = Rx + R2 (sumy algebraicznej relacji 
rozmytych Rx i R2) będą takie, jak wartości przedstawione 
w tabeli 5.9.

Tabela 5.9. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej 
S = Rx + R2. Relacje Rx i R2 prezentowane są w tabelach 5.2 i 5.3

S — R̂  -t- R2 yi У2 уз
Xi 1 0,8375 0,4896

x2 0,24 0,9919 0,8504

X3 0,04 1 0,6964

X4 0,7424 1 0,9125
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Suma rozłączna dwóch relacji rozmytych

Suma rozłączna dwóch relacji rozmytych i R2 jest połą­
czeniem przecięcia relacji Rx z dopełnieniem relacji R2 oraz 
przecięcia dopełnienia relacji Rx z relacją R2. Formuła 5.19 
określa sumę rozłączną relacji rozmytych Rx i R2:

Ri ® R 2 = ((K i  n R'2) U (R 'i n R2))  (5.19)

Sumę rozłączną dwóch relacji rozmytych można zapisać 
w terminach funkcji przynależności, używając do tego celu 
znanych już operacji opartych na funkcjach min i max.

Formuła 5.20 prezentuje określenie funkcji przynależności 
do relacji sumy rozłącznej dwóch relacji rozmytych:

F r 1® r 2 =  m a x  ( m i n  ( к к Д 1  -  R u j )  <m i n  ( ( !  -  R r J .  F r 2 ) )

(5.20)

Formuła 5.20 jest natychmiastową konsekwencją formuły
5.19 wynikającą z zastosowania formuł 5.4, 5.11 i 5.17.

Przykład 5.10

Weźmy pod uwagę relacje rozmyte Rx i R2 z przykładu 5.5. 
Funkcje przynależności do tych relacji podane są w tabelach
5.2 i 5.3. Tabele 5.10 i 5.11 przedstawiają odpowiednio dopeł­
nienia relacji rozmytych Rx i R2.
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Tabela 5.10. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej R /  do­
pełnienia relacji rozmytej Rx. Wartości funkcji przynależności do relacji 
rozmytej Rx prezentuje tabela 5.2

Ri' yi У2 уз
Xi 0 0,25 0,88
x2 0,8 0,01 0,44
x3 1 0 0,66

X4 0,56 0 0,35

Tabela 5.11. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej R2' do­
pełnienia relacji rozmytej R2. Wartości funkcji przynależności do relacji 
rozmytej R2 prezentuje tabela 5.3

r2' yi У2 Уз
Xl 1 0,65 0,58

x2 0,95 0,81 0,34

X3 0,96 1 0,46

X4 0,46 0 0,25

Tabele 5.12 i 5.13 prezentują przecięcie relacji Rx z dopeł­
nieniem relacji R2 oraz przecięcie dopełnienia relacji Rx z rela­
cją R2.

Tabela 5.12. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej Rx П R2'. 
Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej Rx prezentuje tabela 
5.2, natomiast do relacji R2' tabela 5.11

Ri П R2' yi У2 Уз
x4 1 0,65 0,12
x2 0,2 0,81 0,34
x3 0 1 0,34
X4 0,44 0 0,25
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Tabela 5.13. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej R'x П R2. 
Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej R'x prezentuje tabela 
5.10, natomiast do relacji R2 tabela 5.3

R'i o R2 yi У2 уз
Xi 0 0,25 0,42

X2 0,05 0,01 0,44
x3 0,04 0 0,54

X4 0,54 0 0,35

Sumę rozłączną relacji oraz R2 przedstawia tabela 5.14. 
Warto zwrócić uwagę, że wartości funkcji przynależności 

sumy rozłącznej są niższe od sumy algebraicznej dwóch relacji 
rozmytych Rx i R2 (por. tabele 5.9 i 5.14).

Tabela 5.14. Wartości funkcji przynależności do sumy rozłącznej Rx ф  
R2. Wartości funkcji przynależności do relacji rozmytej Rx П R2' prezen­
tuje tabela 5.12, natomiast do relacji R'x П R2 tabela 5.13

Ri ® R2 yi У2 Уз
Xl 1 0,65 0,42
x2 0,2 0,81 0,44

X3 0,04 1 0,54

X4 0,54 0 0,35

Prawidłowość ta zachodzi zawsze, gdy zbiór wartości przy­
należności jest przedziałem od zero do jeden, M = [0,1]. Dowód 
tego faktu wynika natychmiast z porównania formuł 5.18 
i 5.20.
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Przykład 5.11

Wróćmy do przykładu 5.3 i przykładu 5.4. Rozważmy dwie 
relacje: relację rozmytą Rx bliskości proaktywności określanych 
skalą Bańki oraz relację R2 dalekości (różności) proaktywności 
mierzonych tą samą skalą. Funkcje przynależności do obu relacji 
rozmytych prezentowane są na rysunkach 5.1 oraz 5.2.

W celu uzyskania sumy rozłącznej należy utworzyć dopeł­
nienia tych relacji i wykreślić odpowiednie funkcje przynależ­
ności. Suma rozłączna prezentowana jest na rysunku 5.7.

Rysunek 5.7. Funkcja przynależności do sumy rozłącznej Rx ф  R2 relacji 
rozmytych blisko i daleko

Z rysunku 5.7 widać, że wartości funkcji przynależności do 
relacji sumy rozłącznej Rx ®  R2 relacji rozmytych blisko  i da­
leko  szybko rośnie, w miarę jak rośnie znormalizowana odle­
głość Hamminga, do 0,4, czyli zmniejsza się bliskość, a zaczyna 
wzrastać dalekość osób od siebie w zakresie proaktywności. 
Następnie, funkcja przynależności znacznie wolniej opada

120



z powrotem do zera, w miarę jak dalekośćzdobywa przewagę 
nad bliskością. Fakt ten oznacza, że istnieje pewien obszar, kie­
dy osoby są odległe od siebie w granicach od 0,3 do 0,5, w któ­
rym funkcja przynależności do sumy rozłącznej relacji rozmy­
tych przyjmuje wartości powyżej 0,4, osiągając maksimum 
wynoszące ok. 0,6. Oznacza to, że dwie osoby mogą przynale­
żeć do sumy rozłącznej proaktyw ności bliskich i dalekich sobie, 
co najwyżej w stopniu 0,6. Uzyskany wynik może mieć daleko­
siężne znaczenie w dalszych badaniach nad proaktywnością.

Prześledźmy proces tworzenia sumy rozłącznej dwóch relacji 
rozmytych i R2, nadając im sens merytoryczny z przykładu
5.3. Przypomnieć należy, że relacja rozmyta Rx oznacza bliskość 
proaktywności dwóch osób wyrażoną poprzez odpowiednio bli­
skie wartości na skali proaktywności. Relacja rozmyta R2 ozna­
cza z kolei dalekość {różność) proaktywności dwóch osób, mie­
rzonych na skali Bańki. Wyrażenia „bliskid i „dalekid są bardzo 
wygodne do interpretacji. Znając sens merytoryczny tych wyra­
żeń, można ich używać jako skrótowych nośników informacji 
bez obawy o utratę pierwotnej informacji merytorycznej w wy­
niku zastosowanych przekształceń. Procedurę tworzenia sumy 
rozłącznej dwóch relacji rozmytych można przedstawić w trzech 
następujących krokach.

Krok pierwszy

Tworzy się dopełnienie relacji rozmytej R^ Otrzymana rela­
cja rozmyta R /  oznacza, że proaktywności dwóch osób nie są 
bliskie (przykład 5.8). Następnie wyznacza się minimum funk­
cji przynależności do relacji R /  (proaktywności nie są bliskie) 
i R2 (proaktywności są dalekie).
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Krok drugi

Tworzy się tutaj, analogicznie jak w kroku pierwszym, nega­
cję relacji rozmytej R2'. Następnie wyznacza się funkcję mini­
mum z funkcji przynależności do relacji Rx (proaktywności bli­
skie) i otrzymanej relacji rozmytej R2' (proaktywności nie są 
dalekie).

Krok trzeci

Tworzy się maksimum z otrzymanych w poprzednich 
dwóch krokach funkcji przynależności. Otrzymana funkcja 
przynależności (rysunek 5.7) określa relację rozmytą Rx ®  R2, 
którą jest suma rozłączna proaktywności bliskich i dalekich.

Funkcja przynależności do tej relacji rozmytej ma pewien 
przedział argumentów, dla których przyjmuje wartości małe. 
Rzeczywiście, zgodnie z intuicją, istnieje taki przedział wartości 
dla dwóch osób, w którym osoby te mają proaktywność bliską 
sobie czy też daleką. Dla znormalizowanej odległości Hammin­
ga nie większej niż 0,2 lub nie mniejszej niż 0,7 osoby te mają 
wartości funkcji przynależności do sumy rozłącznej poniżej 0,3, 
ponieważ mają one bliskie sobie proaktyw ności lub zdecydo­
wanie dalekie, a więc różne.

Wartości przynależności będą rosnąć w miarę opuszczania 
obszaru proaktyw ności bliskie i proaktyw ności dalekie, w obu 
kierunkach, tzn. w miarę zmniejszania różnicy oraz w miarę 
zwiększania tej różnicy. Ciekawy wydaje się tutaj fakt, że 
w zrost wartości przynależności w obu kierunkach nie jest taki 
sam (rysunek 5.7).

Na zakończenie warto zwrócić uwagę, że dla relacji bliskie 
oraz relacji dalekie można zamiast proaktywności podstawić 
inną cechę psychologiczną, funkcję psychiczną czy psychofizjo­
logiczną, a ogólny przepis tworzenia i interpretowania sumy
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rozłącznej nie zmieni się, chociaż zmianie ulegną niewątpliwie 
funkcje przynależności do relacji rozmytych i R2.

Warto również zauważyć, że intuicyjnie rozumiana funkcja 
odległości zachowuje się analogicznie w relacjach blisko  i dale­
ko. Tym niemniej, każdy doświadczony badacz stwierdzi, że 
funkcje przynależności do określonych relacji są zależne od 
cech psychologicznych pozostających w danej relacji. Funkcje 
przynależności do relacji bliska proaktyw ność w  budowaniu 
kom fortu psychicznego, bliska inteligencja emocjonalna, bliska 
w ew nątrz sterowność, bliskie wyczerpanie emocjonalne itp. 
będą zatem różne, chociażby za względu na różne funkcje 
przynależności, ale wszystkie opisane działania na tych rela­
cjach, ich własności oraz interpretacja nie ulegną zmianie.

5.3. W łaściwości działań na relacjach rozmytych

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostaną w spo­
sób syntetyczny podstawowe własności działań na relacjach 
rozmytych. Zaprezentowane będą zwłaszcza prawa rozdziel­
ności oraz dopełnienia relacji rozmytych.

Rozdzielność połączenia względem przecięcia relacji 
rozmytych

Rozdzielność połączenia dwóch relacji rozmytych względem 
przecięcia z inną relacją rozmytą określona jest formułą 5.21:

Rx П (R2 U R3) = (Rx П R2) U (Rx П R3) (5.21)
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Rozdzielność przecięcia względem połączenia relacji 
rozmytych

Funkcjonuje również prawo rozdzielności przecięcia dwóch 
relacji rozmytych względem połączenia z trzecią relacją rozmy­
tą, które określa formuła 5.22:

Rx U (R2 П R3) = (Rx U R2) П (Rx U R3) (5.22)

Rozdzielność połączenia względem iloczynu algebraicznego 
relacji rozmytych

Rozdzielność połączenia dwóch relacji rozmytych względem 
iloczynu algebraicznego z relacją rozmytą określona jest for­
mułą 5.23:

Ri ■ (R2 U R3) = (R , ■ R2) U (Ri ■ R3) (5.23)

Rozdzielność przecięcia względem iloczynu algebraicznego 
relacji rozmytych

Rozdzielność przecięcia dwóch relacji rozmytych względem 
iloczynu algebraicznego z relacją rozmytą określona jest for­
mułą 5.24:

Ri ■ (R2 n R3) = (Ri ■ R2) П (Ri ■ R3) (5.24)

Rozdzielność połączenia względem sumy algebraicznej relacji 
rozmytych

Rozdzielność połączenia dwóch relacji rozmytych względem 
sumy algebraicznej z relacją rozmytą określona jest formułą 
5.25:

Ri + (R2 U R3) = (Ri + R2) U (Ri + R3) (5.25)
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Rozdzielność przecięcia względem sumy algebraicznej relacji 
rozmytych

Rozdzielność przecięcia dwóch relacji rozmytych względem 
sumy algebraicznej z relacją rozmytą określona jest formułą 
5.26:

Ri + (R2 П R3) = (Ri + R2) П (Ri + R3) (5.26)

Dopełnienie sumy rozłącznej relacji rozmytych

Dopełnienie sumy rozłącznej dwóch relacji rozmytych okre­
ślone jest formułą 5.27:

(Ri 0  R2) ' = (R i' U R2) n (Rx U R2Q (5.27)

Dowody prawdziwości formuł 5.21-5.27 wynikają bezpo­
średnio z własności min-max funkcji przynależności oraz 
z własności działań elementarnych na zbiorach rozmytych, 
więc nie ma potrzeby ich prezentowania. Czytelnik z łatwością 
przeprowadzi każdy z nich oraz znajdzie inne interesujące 
prawa, które nie były tutaj zaprezentowane.

Również sens merytoryczny tych praw jest nietrudny do in­
terpretacji. Przykład 5.12 pokazuje interpretację merytoryczną 
formuły 5.27.

Przykład 5.12

Niech relacje rozmyte Rx i R2 będą relacjami z przykładu 
5.4. Relacja rozmyta Rx oznacza bliskość  proaktywności, nato­
miast relacja rozmyta R2 jest relacją dalekości proaktywności. 
Dopełnienia tych relacji oznaczają odpowiednio: R /  -  proak­
tywności n iesą  bliskie i R2' -  proaktywności n iesą  dalekie.
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Lewa strona formuły 5.27 brzmi: nieprawdą jest, że proak­
tywności dwóch osób są sobie bliskie albo są dalekie od siebie. 
Prawa strona tej formuły (5.27) brzmi: proaktywności dwóch 
osób są nie bliskie lub są dalekie i są bliskie lub są niedalekie. 
Chwila zastanowienia wystarczy, aby stwierdzić, że lewa i pra­
wa strona formuły 5.27 wyrażają merytorycznie to samo.

Rysunek 5.8. Funkcja przynależności do dopełnienia sumy rozłącznej 
relacji rozmytych R1( i R2, przedstawionej na rysunku 5.7

Analizując rysunek 5.7, możemy dostrzec, że maksimum 
z funkcji przynależności do relacji nie blisko  (R /)  oraz z funk­
cji przynależności do relacji daleko (R2) jest funkcją przyna­
leżności do relacji nie blisko. Analogicznie maksimum z funkcji 
przynależności do relacji blisko  (Rx) oraz z funkcji przynależ­
ności do relacji nie daleko (R2') jest funkcją przynależności do 
relacji nie daleko. Z kolei minimum z funkcji przynależności do 
relacji nie blisko  i nie daleko jest wyznaczone z rysunku 5.7 
i prezentowane na rysunku 5.8.
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6. Związki pomiędzy kategoriami rozmytymi

Omówione w rozdziale 2 podstawowe operacje na zbiorach 
rozmytych są de facto  szczególnymi przypadkami relacji i kate­
gorii rozmytych. Są to rozmyte relacje binarne dopełnienia, 
przecięcia, połączenia czy inkluzji. Każda z tych operacji na ka­
tegoriach rozmytych, określona poprzez odpowiednią funkcję 
przynależności, może być rozpatrywana jako relacja binarna na 
iloczynie kartezjańskim pewnego uniwersum U przez siebie 
U x U.

6.1. Relacje i współczynniki inkluzji

Klasyczna definicja rozmytej relacji inkluzji podana formułą 
2.32 głosi, że element nie powinien przynależeć do zbioru we­
wnętrznego (ostrzej zdefiniowanego) z większą siłą, niż przy­
należy on do zbioru zewnętrznego (słabiej zdefiniowanego).

Przykład 6.1

Niech zbiór rozmyty A oznacza zbiór osób o bardzo dużej 
bezdecyzyjności ogólnej, mierzonej Skalą D ecyzyjności Kariery 
(Bańka 2007). Niech zbiór rozmyty В oznacza zbiór osób bez- 
decyzyjnych według skali bezdecyzyjnościogólnej.
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Wówczas zgodnie z klasyczną definicją (formuła 2.32) zbiór 
В zawiera zbiór A. Osoby o bardzo dużej bezdecyzyjności sta­
nowią podzbiór osób bezdecyzyjnych. Oczywiście osoba o bar­
dzo małej bezdecyzyjności nie będzie przynależeć do zbioru 
rozmytego A (osób o bardzo dużej bezdecyzyjności) z większą 
siłą niż przynależy ona do zbioru В (osób bezdecyzyjnych).

Zadeh (1965) zdefiniował dwa zbiory rozmyte A i В jako 
równe wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór rozmyty A zawiera zbiór 
rozmyty В i zbiór rozmyty В zawiera zbiór rozmyty A. Stąd 
prawdziwa jest formuła 2.40, określająca równość zbiorów 
rozmytych.

Mając na uwadze praktyczne zastosowania oraz cel niniej­
szej pracy, nie można poprzestać na klasycznej definicji inkluzji 
i równości zbiorów rozmytych, ze względu na ich zbyt małą 
rozmytość. Definicje te są zwykłym przeniesieniem definicji 
inkluzji i równości dla zwykłych zbiorów, których funkcja 
przynależności jest dychotomiczna, zero-jedynkowa. W związ­
ku z tym nie oddaje ona idei rozmytości.

Warto pokusić się tutaj o ogólną dygresję, ponieważ często 
można spotkać się z opinią, że znane pojęcia łatwo da się prze­
nieść na grunt teorii zbiorów rozmytych. Owszem, można je 
przenieść, ale nie zawsze (a właściwie bardzo rzadko) będą 
one oddawały ideę rozmytości. Rzadko więc będą one użytecz­
ne w praktycznych zastosowaniach, zwłaszcza teorii kategorii 
rozmytych w psychologii.

Specjaliści zajmujący się teorią zbiorów rozmytych wypra­
cowali inne definicje inkluzji. Przytoczone zostaną tutaj jedynie 
te, które mają zastosowanie w prezentowanej teorii lub są po­
trzebne do zrozumienia innych koncepcji.
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Relacja słabej rozmytej inkluzji

Relacja słabej rozmytej inkluzji (formuła 2.39) głosi, że je­
den zbiór rozmyty zawiera słabo drugi zbiór rozmyty wtedy 
i tylko wtedy, gdy każdy element przynależy do połączenia do­
pełnienia zbioru zawartego (wewnętrznego) oraz zbioru za­
wierającego (zewnętrznego) z siłą nie mniejszą niż a. Pierwsi 
badacze własności słabej rozmytej inkluzji przyjmowali a  = 0,5 
(Kempton 1978, Dubois i Prade 1980).

E Q F : ^  m ax(l — gg(x),gp(x)) > 0,5; (6.1.)
V x £ U

Definicja słabej rozmytej inkluzji została poddana krytyce 
z powodu wybrania wartości 0,5. Dlaczego 0,5, a nie inna w ar­
tość? Rzeczywiście wartość ta była przyjęta arbitralnie. Dysku­
sja na ten tem at jest jednak roztrząsaniem pozornego proble­
mu, zwłaszcza w teorii kategorii rozmytych, ponieważ relacja 
inkluzji, tak jak każda inna relacja, powinna być rozmyta. Fakt 
ten oznacza, że jedna kategoria rozmyta powinna zawierać 
drugą w pewnym stopniu, wyrażonym liczbą z przedziału od 
zera do jeden. Taka koncepcja zostanie wykorzystana w anali­
zie hierarchicznej skupień rozmytych, a definicja określona 
formułą 2.39 oddaje tę ideę.

Definicja owa została rozwinięta, aby móc stwierdzić, do ja­
kiego stopnia jedna kategoria rozmyta zawiera się w drugiej, 
poprzez określenie miar inkluzji określających a  i wyrażonych 
najczęściej jako współczynniki inkluzji. Współczynników ta­
kich zaproponowano w literaturze przedmiotu bardzo dużo. 
W większości jednak są one mało przydatne. Jednym z najbar­
dziej interesujących wydaje się współczynnik inkluzji zapropo­
nowany przez Sancheza (1979). Współczynnik ten we współ­
czesnej notacji określa formuła 6.2:
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mm(gg,gg)
(6 .2)

gdzie:
mm(gg,gg) -  średnia wartość min(gg,gg); 
gg -  średnia w artość przynależności do zbio­

ru F.

Z formuły 6.2 można odczytać, że wyraża ona, w jakim stop­
niu rozmyty zbiór E zawiera się w rozmytym zbiorze F, lub 
ekwiwalentnie, w jakim stopniu rozmyty zbiór F zawiera roz­
myty zbiór E.

W przypadku kiedy są to kategorie rozmyte, współczynnik 
ten określa, w jakim stopniu jedna kategoria zawiera inną lub 
w jakim stopniu jedna kategoria zawiera się w drugiej.

Łatwo też zauważyć, że dla równych kategorii rozmytych 
współczynnik S wynosi 1. Rzeczywiście, niech E = F, wówczas:

Innym współczynnikiem, który może być interpretowany 
jako miara inkluzji, jestwspółczynnik opisany formułą 6.3:

Współczynnik określony formułą 6.3 może również być zde­
finiowany równoważnie formułą 6.4:

Łatwo dowieść, że formuły 6.3 i 6.4 są sobie równoważne. 
W spółczynnikPggg można interpretować jako stopień, w ja­

, mm(pp,gp) ub
' F £ F  _  =

£ f — 1 max(0, Pp gg) (6.3)

Pgęg = m in (l,l -  gg + gg) (6.4)
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kim elementy nie przynależą bardziej do kategorii rozmytej E, 
niż przynależą do kategorii rozmytej F.

Użytecznym współczynnikiem jest również współczynnik 
Ig £ g zaproponowany przez Smithsona (1982). Formuła 6.5 
definiuje ten współczynnik:

nTax(0, (gg -  gE))
1e ę f = ----- , ,------  (6-5)

I Pf Ре I

gdzie:
max -  wartość średnia z maksimum wartości przy­

należności do obydwu kategorii;
|gp —gg| -  wartość średnia z bezwzględnej wartości 

różnic.

W spółczynniklggg określony formułą 6.5 jest jakby natu­
ralnym uogólnieniem klasycznej definicji inkluzji. Jeżeli rozmy­
ta kategoria F zawiera rozmytą kategorię E w klasycznym sen­
sie (spełniona jest nierówność 2.32), wówczas współczynnik 
Ig£g przyjmuje wartość jeden. Jest to więc maksymalna inklu­
zja. Można powiedzieć, że rozmyta kategoria F całkowicie 
(w stopniu równym 1) zawiera rozmytą kategorię E.

Warto zwrócić uwagę na następujące fakty. Współczynniki 
Sg£g (formuła 6.2) i l g£g  (formuła 6.5) są określone jako ilo­
razy sum i stanowią wskaźniki globalne. Inaczej zdefiniowany 
jest w spółczynnikPg£ g (formuły 6.3 i 6.4), który odpowiada 
za poszczególne wartości przynależności, wskazując maksy­
malną i odpowiednio minimalną różnicę.

W przypadku kiedy obie funkcje przynależności do obu ka­
tegorii rozmytych są identyczne, formuła 6.5 nie ma sensu. Nie 
istnieje więc współczynnik Ig£g. Pozostałe dwa współczynniki 
przyjmują wtedy wartość jeden, potwierdzając klasyczną rów­
ność kategorii rozmytych.
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Nie można tutaj odpowiedzieć na pytanie, który ze współ­
czynników jest najlepszy. Wydaje się, że znajomość właściwo­
ści tych współczynników pozwala badaczowi na wybór tego, 
który jest najodpowiedniejszy przy jakimś konkretnym pro­
blemie. Czasem posługiwanie się wszystkimi trzema może po­
zwolić na bardziej wielostronną interpretację.

Przykład 6.2

Niech kategoria rozmyta E będzie określona formułą 2.35, 
a kategoria F formułą 2.36, wówczas słaba relacja inkluzji, 
określona formułą 2.32, pozwala na przyjęcie a  = 0,6, czyli 
stwierdzenie, że E jest 0,6-podkategorią F (formuła 6.1).

Natomiast wyliczona dla tego przykładu wartość współ­
czynnika S wynosi:

0,15 + 0,25 + 0,60 + 0,20
S = ___________ 1___________ = —  ~  o 428

£ F 0,30 + 0,90 + 0,60 + 1,00 2,8
4 '

Widać zatem, że zbiór rozmyty E zawiera się w zbiorze F, 
w stopniu nieprzekraczającym 0,43.

Z kolei wartość współczynnika Pg g g, określonego formułą
6.3, wynosi:

PggF = 1 - 0 , 8  = 0,2

oczywiście tak samo jest w przypadku formuły 6.4:

Pggg = 1 - 1  + 0,2 = 0,2

Zatem współczynnik inkluzji P wskazuje, że kategoria roz­
myta E zawiera się w kategorii rozmytej F w stopniu 0,2.
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Kolejny wskaźnik stopnia inkluzji rozmytej, określony for­
mułą 6.5, wynosi:

0,15 + 0,65 + 0,80
j —________4________   ^
' E£F 0,15 + 0,65 + 0,80 1

4

Współczynnik ten pokazuje, że kategoria rozmyta E zawiera 
się całkowicie w kategorii rozmytej F, co jest zgodne z faktem, 
że zbiory rozmyte określone formułami 2.35 i 2.36 spełniają 
w arunek inkluzji właściwej (formuła 2.33).

6.2. Relacje i współczynniki podobieństwa

Jak już wspomniano w podrozdziale 2.5, analogicznie do 
relacji rozmytej inkluzji można rozważać koncepcję rozm ytej 
równości, jak również podobieństw a kategorii rozm ytych  czy 
też rozm ytego pokrycia. Koncepcje te odgrywają podstawową 
rolę w rozwijaniu technik redukcji danych oraz analiz takso­
nomicznych rozmytych kategorii, podobnie jak koncepcje miar 
korelacji i asocjacji zmiennych w klasycznej metodologii badań 
psychologicznych.

Rozmyta relacja podobieństwa

Rozmyta relacja podobieństwa p  określona na iloczynie 
kartezjańskim kategorii К oraz L, p  с  К x L spełnia trzy na­
stępujące warunki: zwrotność, sym etryczność  oraz przechod- 
niość  max-min.

133



• Zw rotność oznacza, że podobieństwo dowolnego elementu 
к do samego siebie wynosi 1, czyli funkcja przynależności 
przyjmuje wartość 1:

рД к,к) = 1

• Sym etryczność oznacza, że podobieństwo dowolnego ele­
mentu к do innego elementu 1 jest takie samo, jak elementu 
1 do k, czyli funkcja przynależności spełnia następującą 
równość:

V-р (к* 1) (1, k)

• Przechodniość max-min oznacza, że podobieństwo pary 
elementów к i 1 jest przynajmniej tak duże, jak podobień­
stwo łańcucha zawierającego trzeci element m, czyli funkcja 
przynależności spełnia następującą nierówność:

ltp(k, 1) > min(p^(k, m ),p^(m , 1)

Należy zauważyć, że rozmyta relacja podobieństwa jest 
wzorowana na klasycznej relacji równoważności. Warunek 
trzecp przechodniość  max-min, jest jednak warunkiem moc­
niejszym niż nierówność trójkąta, a niektórzy uważają nawet, 
że jest zbyt mocny, za mało rozm yty  (Bezdek i Harris 1978). 
W związku z tym próbowano stosować inne warunki zamiast 
warunku trzeciego.

Jedną z sensowniejszych propozycji o wiele bardziej rozmy­
tej relacji podobieństwa wydaje się klasyczna propozycja Ra- 
spiniego (1977). Postulował on, aby warunek przechodniości 
max-min zastąpić warunkiem max ograniczonej sumy. Ozna­
czając tę relację literą?, otrzymuje się następującą definicję 
relacji podobieństwa.
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Relacja podobieństwa l

Rozmyta relacja podobieństwa ? spełnia warunki zwrotno- 
ści i symetrii, tak samo jak relacja podobieństwa p , natomiast 
warunek przechodniości max-min został zastąpiony w arun­
kiem max ograniczonejsum y, który określa formuła 6.6:

gj(k, 1) > max (o, (p^(k, m) + gj(m, l) j — 1) (6.6)

Warunek m ax ograniczonej su m y  głosi, że podobieństwo 
dwóch elementów к i 1 jest przynajmniej tak mocne, jak suma 
podobieństwa każdego z nich do trzeciego elementu m.

Odległość oparta na relacji podobieństwa p

Rozmytą relację podobieństwa p  można w łatwy sposób 
przekształcić w miarę odległości. Formuła 6.7 określa odle­
głość d^(k,  1) pomiędzy dowolnymi elementami к i 1:

dp{k,  1) =  1 -  рДк, 1) (6.7)

Funkcja odległości (formuła 6.7) może być również rozpa­
trywana jako relacja niepodobieństwa lub jako ultrametryka 
dzięki temu, że rozmyta relacja podobieństwa p  oparta jest na 
warunku przechodniości max-min. Stąd funkcja o d le g ło śc i^  
może mieć wiele zastosowań dotyczących roli podobieństwa 
w pomiarze psychologicznym. Tym niemniej zbyt powierz­
chowna znajomość relacji rozmytych powoduje, że we współ­
czesnej literaturze nie ma referencji do psychologicznych pod­
staw konstruowania relacji podobieństwa. Wydaje się jednak, 
że relacje tego typu czekają na swoje, sądzę, że bogate, zasto­
sowania w metodologii badań psychologicznych.
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Podobne uwagi dotyczą także rozmytej relacji podobień­
stwa ?. Relacja ta również wprowadza pewien rodzaj miary 
odległości, mianowicie pseudometrykę d~{.

Pseudometryka oparta na relacji podobieństwa ł

Opierając się na rozmytej relacji podobieństwa?, można 
wprowadzić miarę odległości, pseudometrykę d~{ analogicznie 
do odległości dp, określonej formułą 6.7.

Formuła 6.8 określa pseudom etrykę^, (к, 1) dla dwóch do­
wolnych elementów к i 1:

^ ?(k,l) = 1 — p?(k,l) (6.8)

Pseudometryka d~{ określona formułą 6.8 spełnia warunek 
trójkąta, co łatwo wykazać, jak następuje. Można zauważyć, że 
prawdziwa jest nierówność dana formułą 6.9:

dj(k,  1) < min ( l ,  dj(k,  m) + d^{m, l)j (6.9)

Prawa strona nierówności 6.9 spełnia, w sposób oczywisty, 
nierówność 6.10:

min ( l ,  d~{(k, m) + d~{(m, l) j < d~{{k, m) + d~{(m, 1) (6.10)

Gdy porówna się nierówności dane formułami 6.9 i 6.10, 
widać, że nierówność trójkąta jest spełniona.

Pomimo że pseudometryka d~{ określona formułą 6.8 jest 
miarą odległości nieco bardziej rozmytą niż odległość dp  okre­
ślona formułą 6.7 oraz pomimo że spełnia ona nierówność 
trójkąta, to jednak nie znalazła ona do chwili obecnej praktycz­
nego zastosowania w psychologii.
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Na zakończenie tego podrozdziału warto zwrócić uwagę na 
fakt, że można otrzymać trzy nowe współczynniki podobień­
stwa, opierając się na współczynnikach inkluzji. Współczynniki 
te można zdefiniować w sposób następujący. Dla każdego 
współczynnika inkluzji (formuły 6.2-6.5) można utworzyć ko­
respondujący z nim współczynnik podobieństwa, zdefiniowany 
jako minimalny stopień, w jakim kategoria rozmyta E zawiera 
kategorię rozmytą F lub kategoria rozmyta F zawiera kategorię 
rozmytą E (zob. podrozdz. 6.1).

6.3. Współczynniki mierzące siłę związku pomiędzy 
kategoriami rozmytymi

Jak wspomniano na końcu poprzedniego podrozdziału, 
można wyprowadzić formuły określające współczynniki mie­
rzące siłę związku pomiędzy kategoriami rozmytymi, czyli 
współczynniki podobieństwa, korzystając z formuł określają­
cych stopień inkluzji.

Pierwszy współczynnik podobieństwa WS, określający siłę 
związku pomiędzy dwoma kategoriami rozmytymi К i L, okre­
ślony formułą 6.11, oparty jest na współczynniku inkluzji S 
określonym formułą 6.2:

WS(K,L) = min(SR ę l<Sl ę к) (6.11)

Kolejne formuły 6.12 i 6.13 określają współczynniki siły 
związku pomiędzy kategoriami rozmytymi К i L, oparte odpo­
wiednio na współczynnikach inkluzji P (formuła 6.3 lub 6.4) 
oraz I (formuła 6.5):

WP(K,L) = min(PR ę l<Pl ę к) (6-12)

WI(K,L) = т т (1 к с Ы Е с к )  (6-13)

137



Warto zauważyć, że współczynniki podobieństwa, określa­
jące siłę związku pomiędzy dwoma kategoriami rozmytymi 
Ki L określone formułami 6.11-6.13 odzwierciedlają słabą 
rozmytą równość pomiędzy kategoriami rozmytymi К i L. Przy 
czym przez słabą rozmytą równość kategorii rozmytych rozu­
mieć należy stopień, w jakim kategoria rozmyta К zawiera ka­
tegorię rozmytą L i vice versa, jak to zostało zdefiniowane 
w klasycznej teorii zbiorów rozmytych Zadeha (podrozdz. 2.5).

Kolejnym współczynnikiem zbudowanym na podobnych 
zasadach jest współczynnik WPP, który został podany przez 
Dubois i Prade'a (1980). Formuła 6.14 określa ten współ­
czynnik, wyrażony poprzez funkcje przynależności do katego­
rii rozmytych:

  mm(u^,ur)
WPP(K,L) = K -  (6.14)

тах (ц к ,р Е)

Współczynnik WPP mierzy stopień przecięcia się kategorii 
rozmytych do ich połączenia. Przy czym stopień ten wyraża 
stosunek średnich wartości funkcji przynależności do przecię­
cia kategorii rozmytych do średnich wartości funkcji przyna­
leżności do połączenia kategorii rozmytych.

Oprócz podanych współczynników mierzących stopień 
związku pomiędzy kategoriami rozmytymi można wprowadzić 
wiele prostszych współczynników, które mierzą stopień podo­
bieństwa oparty na odległości pomiędzy wartościami przyna­
leżności poszczególnych elementów.

Formuła 6.15 określa kilka współczynników podobieństwa 
mierzących siłę związku pomiędzy kategoriami rozmytymi, 
opartych na różnych miarach odległości, w zależności od ro­
dzaju funkcji przynależności:

WD(K,L) = 1 -  6(K,L) (6.15)
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gdzie:
б = бн -  określone jest formułą 4.4 dla znormalizowanej 

odległości Hamminga w przypadku dyskretnych 
funkcji przynależności;

б = бн -  określone jest formułą 4.13 dla znormalizowa­
nej odległości Hamminga w przypadku ciągłych 
funkcji przynależności;

6 -  określone jest formułą 4.15 dla znormalizowa­
nej odległości euklidesowej w przypadku dys­
kretnych funkcji przynależności;

6 -  określone jest formułą 4.21 dla znormalizowa­
nej odległości euklidesowej w przypadku cią­
głych funkcji przynależności.

Formuła 6.15 wyraża zatem cztery współczynniki siły 
związku pomiędzy kategoriami rozmytymi oparte na znormali­
zowanych funkcjach odległości Hamminga i odległości euklide­
sowej.

Jeszcze prostszymi współczynnikami mogą być współczyn­
niki oparte na potęgach różnicy symetrycznej (formuła 6.16):

WPR(K,L) = 1 — R (6.16)

gdzie:
r =  |рк — hi:ln<n — 2;
R jest wartością średnią R.

Formuła 6.16 dla n = 1 staje się równoważna formule 6.15, 
w przypadku dyskretnych funkcji przynależności. Z tego 
względu przyjmuje się n > 2.

Nasuwają się naturalne pytania, czy współczynnik korelacji 
może być rozpatrywany na gruncie wykładanej teorii oraz jak 
mają się przedstawione współczynniki do współczynnika kore­
lacji. Odpowiedź na te pytania jest dość złożona. Poniżej przed­
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stawione zostaną główne myśli i wnioski, które w sposób dość 
pełny zorientują czytelnika w rozważanym zagadnieniu.

Przede wszystkim warto zauważyć, że wszystkie rozpatry­
wane w tym podrozdziale współczynniki przyjmują wartość 
jeden, gdy funkcje przynależności do obu kategorii rozmytych 
są sobie równe. Mają one właściwość, która przysługuje współ­
czynnikowi korelacji.

Poza tym współczynnik korelacji jest współczynnikiem słab­
szym niż zdefiniowane tutaj (formuły 6.11-6.16) współczynniki 
siły związku pomiędzy kategoriami rozmytymi. Fakt ten jest 
z pewnością wysoce zadowalający. Badacz stosujący koncepcje 
rozmytości ma do dyspozycji silniejsze miary związku pomiędzy 
kategoriami rozmytymi niż współczynnik korelacji. Niektórzy 
teoretycy jednak uważają, że na gruncie torii relacji rozmytych 
należy oczekiwać miar słabych lub przynajmniej słabszych niż 
korelacja. Trudno tutaj z nimi polemizować -  wydaje się, że em­
piryczne zastosowania w psychologii będą rozstrzygające.

Tym niemniej wprowadzono cały szereg współczynników 
korelacji dla wszystkich czterech rodzajów skal pomiarowych. 
Współczynniki te wymagają tylko założenia jednostajnej trans­
formacji wartości.

Formuła 6.17 określa ogólny wzór, z którego można wy­
prowadzić różne współczynniki korelacji (Zegers i Ten Berghe 
1985) dla skal metrycznych, nominalnej, addytywnej, ilorazo­
wej i przedziałowej:

n  = 2 Zf=i uR(ki)uE(li)
' J Z |1=1( u |( k i)+u^(li)) ( j

gdzie:
u^ = u(K) -  transformacja jednostajna К oraz analo­

gicznie;
Ul -  transformacja jednostajna L.
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Formuła 6.17 oparta została koncepcyjnie na iloczynie mo­
mentów i wyprowadzona z formuły 6.18:

Stąd współczynnik WK jest określony ogólną formułą, z któ­
rej można wyprowadzić inne współczynniki asocjacji. Przykła­
dowo, dla skali interwałowej z formuły 6.18 można wyprowa­
dzić współczynnik korelacji Pearsona.

Na skali ilorazowej z kolei można wyprowadzić inny współ­
czynnik asocjacji, tzw. współczynnik kongruencji Tuckera 
(1951). Aby otrzymać ten współczynnik, należy przyjąć jako 
transformację jednostajną transformację określoną formułą

Po podstawieniu transformacji 6.19 do ogólnej formuły 6.18 
otrzymuje się wzór określający współczynnik kongruencji 
Tuckera. Formuła 6.20 określa ten współczynnik kongruencji:

Współczynnik Tuckera przyjmuje wartość jeden wtedy, gdy 
jedna z funkcji przynależności jest iloczynem drugiej funkcji 
przez pewną stałą (liczbę rzeczywistą dodatnią), tzn. kiedy 
spełniona jest równość określona formułą 6.21:

6.19:

.

(

(6.19)

Xf=lPK(ki)PL0i) (6.20)
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Рк = Y№<Ye М ,у>  О (6 .21)

Współczynnik ten jest zatem słabszą miarą siły związku 
pomiędzy kategoriami rozmytymi. Przyjmuje on wartość jeden 
nie tylko dla równych wartości funkcji przynależności (y = 1), 
ale również wtedy, gdy wartości przynależności do obu katego­
rii rozmytych są proporcjonalne.

Sposób zdefiniowania współczynnika Tuckera poprzez 
transformację 6.19 wskazuje na możliwość tworzenia innych 
współczynników poprzez inne transformacje.

Niektórzy autorzy nie zalecają stosowania współczynnika 
korelacji Pearsona do mierzenia siły związku pomiędzy kate­
goriami rozmytymi. Murthy z innymi badaczami opracował np. 
współczynnik, który ich zdaniem jest miarą bardziej odpowia­
dającą idei rozmytości, do określania siły związku pomiędzy 
funkcjami przynależności o wartościach w zbiorze [0,1]. 
Współczynnik Murthy'ego określa formuła 6.22 (Murthy i in. 
1985):

~ 4F~~
M(K' 9  =  1 - j r T f j b  (6-22)

K,K L,L

gdzie:
f k , l  =  S f = i ( u K ( k i )  -  U l O ; ) ) 2 ;

f k ,k  =  S f = i ( u K ( k , )  — ( 1  — u g ( k j ) ) ) 2 ;

FL,L = Sf=l(u E( l i ) - ( l - U l:(li) ) )2.

Nietrudno się przekonać, że wzór Murthy'ego (formuła 
6.22) można otrzymać z ogólnego wzoru Zegers i Ten Berghego 
(formuła 6.17). W tym celu należy podstawić za u transforma­
cję określoną formułą 6.23:
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fuR(ki) = uR(kj) -  (1 -  uK(k i))|
l  uE(li) =  uE(li) -  (1 -  uE(li)) J

Transformacja 6.23 jest oczywiście transformacją liniową. 
Przeprowadza ona wartości funkcji przynależności z przedzia­
łu [0,1] w przedział [-1,1]. Innymi słowy, transformacja 6.23 
jestrzutow aniem  przedziału [0,1] na przedział [-1,1].

Współczynnik opracowany przez Murthy'ego i w spółpra­
cowników przyjmuje z reguły nie większe wartości niż współ­
czynnik korelacji Pearsona.

Ujemna w artość współczynnika M (formuła 6.22) oznacza 
negatywny związek pomiędzy kategoriami rozmytymi (funk­
cjami przynależności). Dzieje się tak, ponieważ u podstaw 
konstrukcji współczynnika M tkwi założenie, że funkcja 
uczestnictwa jest odwracalna względem swojego środka skali 
równego 0,5. Ponadto z formuły 6.22 wynika, że prawdziwa 
jest formuła 6.24.

M(K,L) = -M (K', L') (6.24)

gdzie:
M -  współczynnik określony formułą 6.22;
K', L' -  dopełnienia kategorii rozmytych (formuła 2.2).

Formuła 6.24 głosi, że związek pomiędzy dopełnieniami ka­
tegorii rozmytych przyjmuje wartość przeciwną do wartości 
współczynnika M (formuła 6.22) niż wartość współczynnika 
obliczonego dla tych samych kategorii. Współczynnik M jest 
zatem kolejnym współczynnikiem odpowiednim do obliczania 
siły związku pomiędzy kategoriami rozmytymi.
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Współczynnik pokrycia

Współczynnik pokrycia jest próbą znalezienia jeszcze bar­
dziej fleksybilnego współczynnika niż współczynniki podo­
bieństwa czy korelacji.

Definicja pokrycia się dwóch kategorii rozmytych jest na­
stępująca. Dwie kategorie rozmyte К i L pokrywają się wza­
jemnie w stopniu, w jakim jedna zawiera drugą lub w jakim 
obie są do siebie podobne. Przy czym przez podobne należy 
tutaj rozumieć równe w sensie rozmytym.

Bezpośrednio z definicji pokrycia wynika określenie współ­
czynnika pokrycia, który oczywiście powinien być maksymal­
nym stopniem, w jakim jedna kategoria rozmyta zawiera drugą 
i vice versa. Formuła 6.25 definiuje współczynnik pokrycia:

OLs (K, L) =  m a x (S g g  L'^l s  к) (6 .25 )

gdzie:
S -  współczynnik inkluzji określony formułą 6.2.

Oczywiście, można użyć innego współczynnika inkluzji 
w formule 6.25. Stąd, formuły 6.26 i 6.27 zawierają definicje 
współczynników pokrycia oparte na współczynnikach inkluzji 
przedstawionych w podrozdziale 6.1.

OLP(K, L) =  m a x (P g g  к) (6 .2 6 )

gdzie:
P -  współczynnik inkluzji określony formułą 6.3 lub 6.4.

OLI(K,L) =  max(IRg E,I i:gK) (6-27)

gdzie:
I -  współczynnik inkluzji określony formułą 6.5.
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Współczynnik pokrycia jest współczynnikiem dość rozmy­
tym. Warto zauważyć, że może on przyjmować wartość jeden 
tam, gdzie współczynnik korelacji Pearsona nie będzie przyj­
mował wartości jeden. Również w odwrotnym kierunku brak 
zgodności -  mianowicie w przypadkach kiedy zachodzi idealna 
zależność liniowa pomiędzy wartościami funkcji przynależno­
ści do poszczególnych kategorii rozmytych, wartość współ­
czynnika pokrycia nie musi przyjmować wartości jeden.

Wydaje się, że zaprezentowany w tym rozdziale zbiór 
współczynników pozwoli badaczowi na wybór współczynnika 
odpowiedniego z punktu widzenia rozwiązywanego przez nie­
go problemu. Można posługiwać się równocześnie kilkoma 
współczynnikami spośród zaprezentowanych tutaj, o ile będą 
odpowiadać treściom merytorycznym problemu badawczego.

Współczynniki zostały w tej pracy tak dobrane, że pozwala­
ją na wielostronną analizę. Oczywiście, chodzi tutaj o takie sy­
tuacje badawcze, w których ma sens interpretacja jakościowa 
wyliczonych współczynników. Badacz bez trudu zorientuje się, 
że nie wszystkie opisane współczynniki nadają się do wszyst­
kich skal pomiarowych, jak również do interpretacji w okre­
ślonych sytuacjach.





7. Hierarchiczna analiza rozmytych 
kategorii pierwotnych

W rozdziale 4 omówiono możliwość konstruowania hierar­
chii kategorii rozmytych na podstawie klasycznych metod ana­
lizy skupień, z wykorzystaniem miar odległości Hamminga lub 
euklidesowych.

W niniejszym rozdziale zostaną omówione rozmyte modele 
hierarchiczne uzyskane poprzez zastosowanie rozmytych mo­
deli analizy skupień, wykorzystujących współczynniki rozmy­
tej inkluzji, rozmytego podobieństwa i rozmytego pokrycia.

7.1. Modele teoretyczne

Model I -  pełny

Hierarchiczna analiza skupień rozmytych ma na celu uogól­
nienie klasycznej analizy hierarchicznej, ze wzbogaceniem jej 
o informacje dotyczące rozmytych współczynników inkluzji, 
pokrycia i relacji podobieństwa. Jest ona zatem rozszerzeniem 
samej koncepcji hierarchicznej analizy skupień. Rozszerzenie 
to ma charakter nie tylko aplikacyjny, ale również koncepcyjny.

Ogólnie model hierarchicznej analizy skupień rozmytych 
obejmuje system:
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item x kategoria rozmyta x podmiot;

lub też:

bodziec x dymensja rozmyta x podmiot;

lub też:

pozycja kwestionariusza x kategoria rozmyta x podmiot itp.

Oczywiście, podane systemy są ogólne i badacz tworzy sys­
tem odpowiedni do swojego problemu. Przy czym przez p o d ­
m io t najczęściej rozumie się osoby badane, sędziów kompe­
tentnych, warunki eksperymentu itp. Można więc powiedzieć, 
że baza modelu jest bardziej naturalna niż baza modeli nie- 
rozmytych. Baza ta stanowi system złożony z trzech wymia­
rów, przy czym każdy z nich może być wielowymiarowy lub 
złożony w innym sensie, np. wielopoziomowy (rysunek 7.1).

Gdy przyjmie się za punkt wyjścia analizy model danych 
przedstawionych na rysunku 7.1, dalsze postępowanie polega 
na wykonaniu hierarchicznej analizy skupień oraz utworzeniu 
hierarchii zawierania się kategorii rozmytych. Następnie na 
otrzymaną hierarchię inkluzji należy nanieść strukturę hierar­
chii klasycznej. W ten sposób otrzymuje się hierarchię skupień 
rozmytych.
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Rysunek 7.1. Ogólny model poglądowy macierzy danych hierarchicznej ana­
lizy skupień. Dla przejrzystości rysunku przyjęto liczbę podmiotów nP = 5

Rysunek 7.2 prezentuje model hierarchicznej analizy sku­
pień rozmytych. Prześledźmy szczegółowo ten model. Jak już 
zostało powiedziane, punktem wyjścia do analizy h ierar­
chicznej skupień rozmytych jest system trójwymiarowy (ry­
sunek 7.1).

Załóżmy, że podm iot stanowią sędziowie kompetentni, któ­
rzy wyceniają stopień przynależności poszczególnych itemów 
do poszczególnych kategorii rozmytych. Zgodnie z modelem 
(rysunek 7.2) wykonuje się analizę hierarchiczną skupiania 
itemów np. za pomocą programu z biblioteki SPSS, BMDP, SAS, 
Statistica itp. oraz analizę inkluzji.
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Rysunek 7.2. Model hierarchicznej analizy skupień rozmytych

Analiza inkluzji polega na obliczeniu współczynników in­
kluzji pomiędzy wszystkimi kategoriami rozmytymi, a następ­
nie na zbudowaniu hierarchii inkluzji na podstawie malejących 
wartości w macierzy współczynników. Obliczeń tych dokonuje 
się, korzystając ze wzorów określających współczynniki inklu­
zji (formuły 6.2-6.5).

W tym momencie kończy się analiza techniczna, a rozpoczyna 
analiza, którą śmiało można nazwać sztuką zależną od wiedzy 
i doświadczenia badacza. Badacz staje przed problemem wyod­
rębnienia pewnej liczby poziomów skupiania (raczej małej -  
dwa, trzy lub cztery). Nie ma przepisu, który poziom jest dobry. 
Powinien on wynikać z przesłanek merytorycznych badanego 
zjawiska.

Następnie badacz nanosi skupienia wyodrębnione na wy­
branym poziomie na hierarchię inkluzji, otrzymując hierarchię 
skupień rozmytych.
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Dodatkowo może on obliczyć współczynniki siły związku 
pomiędzy wszystkimi kategoriami.

Model II -  niepełny

Często zdarza się, że badacz opracowuje zagadnienie nie­
pełne. Nie ma on do dyspozycji pełnego systemu trójwymiaro­
wego, lecz system dwudymensyjny, np.:

podmiot x kategoria

lub:

podmiot x item.

W takim przypadku badacz również może korzystać z mo­
delu przedstawionego na rysunku 7.1. Trzeci, nieobecny wy­
miar przyjmuje wartość „1” i badacz analizuje de facto  problem 
dwuwymiarowy. Rozwiązanie problemu dwuwymiarowego 
w modelu hierarchicznej analizy skupień rozmytych prowadzi 
również do wyodrębnienia struktury skupień rozmytych. Tak 
więc niepełność odnosi się tutaj nie tyle do modelu, ile raczej 
do struktury danych.

Model III

Model III jest oparty na klasycznym ujęciu hierarchicznej 
analizy skupień. Punkt wyjścia do analizy stanowi tutaj macierz 
podobieństwa lub macierz współczynników inkluzji. Do macie­
rzy tej stosuje się dowolnie wybraną jedną z metod klasycznej 
analizy hierarchicznej. W zależności od potrzeb i doświadcze­
nia badacza może to być każda z metod opisanych w pierwszej 
części tej książki. W efekcie uzyskuje się strukturę hierar­
chiczną, w której współczynnikami skupiania są współczynniki
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inkluzji. Otrzymane skupienia są zatem w naturalny sposób 
rozmyte. Skupienia niższych rzędów zawierają się do pewnego 
stopnia w skupieniach wyższych rzędów. Przy czym na ogół 
(w zależności od zastosowanej metody) skupienia na coraz 
wyższych poziomach zawierają coraz słabiej (w mniejszym 
stopniu) skupienia rzędu niższego.

7.2. Podstawy konstruowania testów  psychologicznych 
opartych na relacjach rozmytych

Właściwie należałoby w tytule tego podrozdziału użyć okre­
ślenia Rozm yte te sty  psychom etryczne. Takie, z jednej strony 
ścisłe określenie, z drugiej strony jednak jakby dyskryminuje 
sam testjako solidne narzędzie pomiarowe. Pomijającjednakże 
tego rodzaju rozważania, bardziej filozoficzne czy lingwistycz­
ne niż merytoryczne, warto zwrócić uwagę na niektóre metody 
konstruowania testów psychometrycznych. Metody te można 
ująć w cztery zasadnicze grupy, w zależności od rodzaju testu 
i jego budowy.

Testy jednopoziomowe -  testy jednorodne

Test taki składa się zazwyczaj z wielu pozycji, które mają 
mierzyć określoną kategorię rozmytą. Nie oznacza to wcale, że 
jest to test prosty, mierzący jeden wymiar. Mierzona kategoria 
rozmyta może być złożona i wielowymiarowa. Przykładami 
mierzonych kategorii są: proaktywność ogólna czy poznawcza, 
temperament, zmęczenie psychiczne, interakcja człowieka 
z komputerem.

Testy tego rodzaju mogą być konstruowane zasadniczo 
w dwojaki sposób: 1) zstępująco, 2) wstępująco. Stosując zstę­
pującą metodę konstruowania testu, badacz dysponuje bogatą
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pulą pytań. Z pierwotnego chaosu chce on wyodrębnić sen­
sowny zestaw itemów mierzących żądaną kategorię rozmytą.

Badacz korzysta z jednego z zaprezentowanych w rozdziale 
6 modeli. Konstruuje on hierarchię rozmytych skupień. Przy 
czym każde rozmyte skupienie jednoelementowe jest pewnym 
itemem z pierwotnej puli itemów. Inaczej mówiąc, badacz we 
wstępnej fazie przeprowadzania konstrukcji kwestionariusza 
nie odrzuca żadnych itemów z pierwotnej puli, prowadzi on 
hierarchiczną analizę wszystkich itemów znajdujących się w tej 
puli. Analizując otrzymaną strukturę, badacz stwierdza, które 
itemy zawierają w wysokim stopniu inne (pochłaniają je) oraz 
które wiążą się z sobą silnie, a które słabo. Analiza otrzymanej 
hierarchii rozmytych skupień prowadzi do wyeliminowania 
zbędnych itemów przy jednoczesnym wyodrębnieniu podgrup 
jednorodnych i prostych. Rezultatem jest uzyskanie itemów 
niezbędnych do pomiaru danej kategorii rozmytej oraz do 
równoczesnego zbadania struktury uzyskanego kwestionariu­
sza. Badacz od razu stwierdza, czy otrzymał z puli pierwotnej 
kwestionariusz prosty, czy złożony, zawierający podskale.

Inaczej wygląda proces konstruowania kwestionariuszy me­
todą wstępującą. Badacz nie dysponuje tutaj bogatą pulą ite­
mów. Chce skonstruować narzędzie pomiarowe, ale nie wie, 
jakie pozycje mogą wchodzić w jego skład. W tym przypadku 
badacz buduje hierarchię skupień rozmytych z niewielkiej licz­
by itemów. Następnie stwierdza, czy otrzymana struktura 
choćby w małym stopniu pokrywa kategorię rozmytą, którą ma 
mierzyć. Jeżeli nie, to szuka innej małej wyjściowej puli itemów 
i powtarza postępowanie. Jeśli tak, to poszerza wyjściową pulę 
o nowe itemy. Zaleca się dorzucanie możliwie dużej liczby po­
zycji. Nie opłaca się, poza szczególnymi sytuacjami, dorzucanie 
jednego itemu. Po powiększeniu pierwotnej puli itemów ba­
dacz ponownie konstruuje hierarchię skupień rozmytych.
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Analiza otrzymanej struktury oraz stwierdzenie, w jakim 
stopniu została pokryta kategoria rozmyta, prowadzi badacza do 
ustalenia, czy poszerzona pula jest lepsza od wyjściowej, tzn. czy 
pokrywa ona w większym stopniu kategorię rozmytą oraz czy 
wszystkie itemy powinny pozostać w konstruowanym kwestio­
nariuszu. I wreszcie, czy należy i czy warto dalej poszerzać pulę 
itemów. Jeżeli nie, to proces konstruowania należy uznać za za­
kończony. Jeżeli tak, to badacz powtarza całe postępowanie od 
początku. Warto zauważyć, że czasem po dorzuceniu nowej gru­
py itemów może się okazać, iż należy usunąć pierwotną pulę 
itemów, a jej rolę przejmuje nowa grupa itemów.

Proces ten kontynuowany jest tak długo, aż badacz stw ier­
dzi, że dalsze poszerzanie puli itemów jest niecelowe. Od tego 
momentu zaleca się zastosować metodę zstępującą. Ostatecz­
nie badacz uzyskuje optymalną, również w sensie liczby, hie­
rarchię itemów. Otrzymany kwestionariusz jest optymalny 
również w sensie pokrycia badanej kategorii rozmytej.

Testy złożone wielopoziomowe

Przez test złożony wielopoziomowy należy tutaj rozumieć 
test składający się z itemów głównych oraz itemów podrzęd­
nych. Każdy item główny zawiera itemy podrzędne, które z ko­
lei mogą zawierać dalsze itemy podrzędne itd.

Rysunek 7.3 prezentuje model testu wielopoziomowego. 
Należy zwrócić uwagę, że w praktyce zaleca się konstruowanie 
kwestionariuszy (testów) dwupoziomowych, tzn. złożonych 
z itemów głównych zawierających subitemy. Kwestionariusze 
wielopoziomowe są jedynie powieleniem struktury dwupo­
ziomowej w sensie inkluzji. Dzieje się tak dlatego, że sub­
-subitem subitemu jest po prostu subitemem danego itemu 
głównego, tylko na niższym poziomie.
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Itemy poziomu 1
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Rysunek 7.3. Model testu wielopoziomowego

Nie oznacza to oczywiście, że testy wielopoziomowe, o licz­
bie poziomów większej niż dwa są gorsze czy też niewarte 
konstruowania. Często badany fenomen wymaga właśnie od­
zwierciedlenia struktury złożonej z wielu poziomów. Należy 
przez to rozumieć, że każdy niższy poziom jest bardziej szcze­
gółowy i zawsze zawarty w odpowiednim poziomie wyższym. 
Przy czym zawieranie to nie jest całkowite, lecz częściowe. 
Struktura poziomowa zatem już od dwóch poziomów jest 
strukturą naturalnie rozmytą.

Konstruowanie takiego kwestionariusza wielopoziomowego 
jest zazwyczaj dość żmudne. Przede wszystkim badacz prze­
ważnie zna itemy główne (kategorie rozmyte). Wynikają one 
często z teorii, którą przyjmuje, lub innych przesłanek meryto­
rycznych dotyczących badanego fenomenu. Natomiast cały wy­
siłek skierowany jest na dobór subitemów. Chodzi o to, aby tak 
dobrać subitemy, żeby pokrywały one maksymalnie dany item, 
w którego skład wchodzą.
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Dobór optymalnej grupy itemów można prowadzić metodą 
wstępującą lub zstępującą. Nie wyklucza się również doboru 
zdroworozsądkowego czy też intuicyjnego. Każdy dobór tego 
rodzaju należy jednakże sprawdzić, wyliczając współczynniki 
pokrycia (inkluzji). Dalsze postępowanie sprowadzać się bę­
dzie do ustalenia pokrycia czy też zawierania się jednych spo­
śród itemów wyższego poziomu w innych itemach tego samego 
poziomu i vice versa.W ysokie współczynniki pokrycia się ite­
mów tego samego poziomu mogą zatem być tłumaczone po­
przez sub-...-subitemy poziomu bezpośrednio niższego. Oczy­
wiście, nic nie stoi na przeszkodzie, aby tłumaczyć w razie 
potrzeby pokrycie itemów przez sub-...-subitemy coraz to niż­
szych poziomów (sukcesywnie) lub poprzez itemy dowolnie 
wybranego, ale niższego poziomu.

Można ustalić hierarchię pokrycia itemów przez odpowied­
nie subitemy. Mówiąc bardziej praktycznie, można wyjaśnić, 
które subitemy są odpowiedzialne za pokrycie się (oczywiście 
do jakiegoś stopnia, nie wykluczając jedynki) pewnych par 
itemów. Można więc nie tylko ustalić hierarchię pokrywania się 
itemów, ale również określić, które subitemy i w jakim stopniu 
wyjaśniają pokrywanie się itemów.

Pozostaje jeszcze otwarte pytanie, jak można wykorzystać 
przy budowaniu kwestionariuszy macierz współczynników po­
krywania się (inkluzji) pomiędzy wszystkimi parami subitemów 
dla poszczególnych par itemów. Macierz taka może służyć do 
wyjaśniania wewnętrznej struktury itemów, tzn. do budowania 
hierarchii inkluzji subitemów. Zatem służy ona do wyjaśniania, 
jak dalece subitemy odpowiedzialne są za uzyskiwanie podob­
nych wyników (odpowiedzi). Służy więc do badania wewnętrz­
nej struktury kwestionariusza (testu). Może wobec tego być 
podstawą usuwania pewnych subitemów lub ich reorganizacji. 
Reorganizacja taka, prowadzona na podstawie hierarchii pokry­
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cia się subitemów, może doprowadzić do przeniesienia pewnych 
subitemów z jednych itemów do innych.

Taki przeniesiony item może (czasem wespół z itemem, 
z którym się w znacznym stopniu pokrywał) wyjaśnić znacznie 
więcej przy ponownym badaniu niż wtedy, kiedy był sub- 
itemem itemu przed reorganizacją.

Innym razem może przynieść efekt zupełnie przeciwny. 
Okaże się nagle, że dany item nie wyjaśnia teraz niczego. Jest 
on itemem zaciemniającym, fałszującym badane fenomeny. 
Usunięcie go lub dalsza reorganizacja może doprowadzić do 
uzyskania narzędzia wysoce diagnostycznego.

Proces konstruowania kwestionariusza zakończy się zatem 
uzyskaniem optymalnego dla danej puli itemów i subitemów 
narzędzia pomiarowego.

Widać tutaj wyraźnie, że będą potrzebne dalsze pojęcia, któ­
re pozwolą na prowadzenie rozmytych analiz hierarchicznych 
(podrozdz. 7.3).

Testy otwarte

Przez testy otwarte rozumie się tutaj różnego rodzaju kwe­
stionariusze opisujące w pewien sposób badane fenomeny 
i zawierające otwarte pytania -  innymi słowy, kwestionariusze 
złożone z jednego lub więcej pytań odnoszących się do zapre­
zentowanej sytuacji, określonego zjawiska czy też dotyczące 
w jakikolwiek inny sposób do badanego fenomenu.

Osoby badane mają zazwyczaj dowolność wypowiedzi lub 
nakreślone granice wewnątrz, w których jednakże mogą się 
swobodnie wypowiadać. Odpowiedzi te są następnie przydzie­
lane do pewnych kategorii rozmytych. Dobrze, jeżeli kategorie 
te są ustalone niezależnie, np. wynikają z badanej czy też po­
twierdzanej empirycznie teorii.
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Często jednakże kategorie te powstają w wyniku analizo­
wania przez badacza uzyskanych odpowiedzi. W obu przy­
padkach badacz konstruuje wartości funkcji przynależności 
każdej z wypowiedzi do każdej kategorii rozmytej. Wskazane 
jest, aby badacz takiej sytuacji korzystał z ocen sędziów kom­
petentnych.

Wartości funkcji przynależności powinny być niezależne od 
frakcji osób odpowiadających zgodnie z daną kategorią rozmy­
tą. Niezależności tych należy przestrzegać zwłaszcza wówczas, 
kiedy kategorie są wyodrębnione w wyniku analizy zebranego 
materiału empirycznego.

W przeciwnym wypadku badacz nie otrzyma kategorii roz­
mytych, lecz klasyczne badania częstościowe, a, jak już wiado­
mo, stosowanie współczynników inkluzji (pokrycia) do często­
ści jest niecelowe. Można w takich przypadkach korzystać ze 
wzorów określających siłę związku między kategoriami, ale nie 
należy wówczas wyciągać wniosków w języku teorii kategorii 
rozmytych, tylko w ramach teorii probabilistycznych.

Zastosowanie ocen niezależnych od frekwencji prowadzi do 
uzyskania kategorii rozmytych, które poddają się analizie do­
konywanej na podstawie współczynników siły związku wystę­
pującego między nimi, jak również na podstawie miary inkluzji 
(pokrycia).

Analizując współczynniki inkluzji oraz siły związku, da się 
stwierdzić, jak poszczególne kategorie są z sobą powiązane 
i które z nich zawierają inne kategorie. Dzięki takiej analizie 
można stwierdzić, które kategorie rozmyte powinny być usu­
nięte lub też, które mogą stanowić subkategorie innych. W ta­
kim przypadku można przeprowadzić analizę analogiczną do 
analizy kwestionariuszy wielopoziomowych.

Przeprowadzona analiza, dająca obraz struktury kategorii 
rozmytych, pozwala wyciągać wnioski co do samych pytań 
otwartych. W zależności od uzyskanego obrazu hierarchii kate­
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gorii rozmytych badacz może wnioskować o właściwości czy 
celowości niektórych pytań otwartych.

Uzyskanie niezadowalającej struktury czy też niepokrycie 
się otrzymanej struktury z teoretycznie przyjętą może świad­
czyć o tym, że należy poprawić hipotetyczną strukturę lub że 
niewłaściwie dobrano pytania otwarte, lub jedno i drugie.

Tego rodzaju sytuacje zdarzają się jednak rzadziej. Z reguły 
hierarchiczna struktura rozmytych kategorii otrzymana w wy­
niku analizy hierarchicznej dokonywanej dla współczynników 
podobieństwa oraz inkluzji prowadzi do wyjaśnienia pewnej 
części czy też pewnego aspektu badanego fenomenu.

7.3. Pokrycie kategorii rozmytych

Częściowe pokrycie kategorii rozmytych

Współczynniki pokrycia zostały omówione w podrozdziale 
6.3 jako miara związku pomiędzy dwiema kategoriami rozmy­
tymi, która może być silniejsza lub słabsza od współczynnika 
korelacji.

W tym podrozdziale zostaną wprowadzone uogólnione po­
jęcia współczynników wielokrotnego pokrycia, mierzące rów­
noczesne pokrywanie się więcej niż dwóch kategorii rozmy­
tych, oraz współczynniki częściowego pokrycia, które są miarą 
pokrycia dwóch kategorii rozmytych przy wyeliminowaniu 
wpływu pozostałych kategorii rozmytych, pokrywających się 
z tymi dwiema.

Dla prostoty wywodu przyjąć można trzy kategorie rozmy­
te: K, L, M. Wówczas formuła 7.1 określa współczynnik czę­
ściowego pokrycia (W C P^l^m) kategorii K, L, z wyłączeniem 
rozmytej kategorii M:
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w c p kul£m = m ax(m ax(l -  ^ ( х ^ т т ^ х О Л  -  
Рм(хО )). т а х (1  -  цЕ(х О ,тт (ц к (х ;) ,1  -  Рм(х0 ) ) )  (7.1)

Z formuły 7.1 wynika, że częściowe pokrycie z wyłączeniem 
da się interpretować jako rozmytą implikację, co można wyra­
zić następująco:

J eże lixn a leżyd o jed n e jz  kategoriirozm ytychK  lub L, 
to xn a leźy  do drugiej z  tych ka tegorija le nie należy 

do rozm ytejkategoriiM .

Formułę 7.1 można zapisać alternatywnie, korzystając 
z własności funkcji max-min (formuła 7.2):

w c p kul£m = max(max(min (р к (х ;) ,т т (ц Е(х;), 1 -  

рй (х;) ) ,1  -  Рк(х;))  ,max(min (рЕ(х1)<т1п(кк(х ; ) , 1  -

Formuły 7.1 i 7.2 można łatwo uogólnić na większą liczbę 
zbiorów rozmytych. W tym celu wystarczy wziąć zamiast poje­
dynczej kategorii rozmytej M połączenie wielu kategorii roz­
mytych.

Można też wprowadzić współczynnik częściowego pokrycia, 
opierając się na proporcji przecięcia się mniejszego zbioru 
rozmytego К lub L, który przecina się z drugim zbiorem, ale nie 
z kategorią rozmytą M (formuła 7.3):

W zależności od rozpatrywanego problemu i celu badaw­
czego można zastosować współczynnik określony formułą 7.4:

(7.2)

WCP̂ .r,KUL<£M _

'(min^gCxO.^CxO^l-^Cxi))
m in(pK(xi),pE(xi))

(7.3)
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WCPi>lir,KuLćM _

Współczynnik określony formułą 7.3 lub 7.4 można łatwo 
uogólnić na dowolną, skończoną liczbę zbiorów rozmytych. 
W tym celu należy zastąpić kategorię rozmytą M połączeniem 
wielu zbiorów rozmytych.

Wielokrotne pokrycie kategorii rozmytych

Konceptualizację pokrycia dwóch kategorii rozmytych 
wprowadzoną w podrozdziale 6.3 można uogólnić na wiele 
zbiorów rozmytych. Jedno podejście może bazować na idei 
równoczesnego rozmytego przecięcia się więcej niż dwóch 
zbiorów rozmytych. Można w takiej sytuacji rozważać współ­
czynnik równoczesnego pokrycia.

Formuła 7.5 określa taki współczynnik dla trzech kategorii 
rozmytych: K, L, M. Jak widać, można go łatwo zinterpretować 
jako stopień, w którym rozmyta kategoria К pokrywa rozmytą 
kategorię L i rozmytą kategorię M oraz do jakiego stopnia roz­
myta kategoria L pokrywa rozmytą kategorię M.

OL -  współczynnik pokrycia określony jedną z formuł
6.25-6.27.

Można również rozważać współczynnik wielokrotnego 
rozmytego pokrycia, który w przypadku trzech rozmytych ka­
tegorii K, L, M mierzy, w jakim stopniu rozmyta kategoria К po­
krywa rozmytą kategorię L lub rozmytą kategorię M (formuła

R 0 L k l m  =  m i n (min(OL(KL), OL(KM)) ,OL(LM)) (7.5)

gdzie:

7.6):
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WOLR(lum) = OL(K(L U M)) (7.6)

gdzie:
OL -  współczynnik pokrycia określony jedną z formuł

6.25-6.27. W formułach tych należy zastąpić katego­
rię rozmytą L połączeniem kategorii rozmytych L i M.

Wszystkie wprowadzone współczynniki, zarówno częścio­
wego pokrycia kategorii rozmytych (formuły 7.1-7.4), jak 
i wielokrotnego pokrycia kategorii rozmytych (formuły 7.5 
i 7.6), stanowią konceptualną podstawę do uogólnienia techni­
ki skalowania Guttmana dla kategorii rozmytych. Można rów­
nież rozpatrywać koncepcję technik redukcji danych rozmy­
tych, poprzez analogię naukową (Biela 1991), w odniesieniu do 
klasycznej koncepcji analizy czynnikowej, czyli wyodrębniania 
rozmytych kategorii pierwotnych.

7.4. Analiza rozmytych kategorii pierwotnych

Analiza rozmytych kategorii pierwotnych obejmuje techniki 
redukowania zbioru kategorii rozmytych do mniejszego zbioru 
złożonego z rozmytych kategorii pierwotnych. W tym sensie 
można mówić o analogii jej celu, tzn. wyodrębniania rozmytych 
kategorii pierwotnych, do analizy czynnikowej, czyli reduko­
wania liczby wymiarów poprzez wyodrębnianie mniejszej licz­
by zmiennych latentnych, zwanych czynnikami, niż liczba 
zmiennych pierwotnych.

Oprócz analogii koncepcji należy zwrócić uwagę na zasadni­
cze różnice. Model analizy czynnikowej zakłada istnienie ukry­
tej struktury czynników niemierzalnej bezpośrednio przez 
zmienne wzięte do analizy, które pozostają w związkach linio­
wych z tymi zmiennymi. Natomiast model rozmytych kategorii
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pierwotnych zakłada istnienie ukrytej struktury rozmytych ka­
tegorii, które pokrywają się z pierwotnym zbiorem kategorii 
rozmytych do pewnego stopnia, w zależności od zastosowanej 
miary pokrycia czy podobieństwa.

Rozważmy najpierw najprostszy przypadek wyodrębnienia 
jednej rozmytej kategorii pierwotnej F, która pokrywa zbiór 
kategorii rozmytych Kj (i = 1,2, ...,n). Rozmyta kategoria 
pierwotna F powinna spełniać dwa założenia:
• F powinna pokrywać się w maksymalnym stopniu ze 

wszystkimi Kp
• F powinna opisywać każde K; tak blisko, jak to tylko jest 

możliwe.

Należy zauważyć, że te dwa założenia nie są wystarczające 
do jednoznacznego zdefiniowania rozmytej kategorii pierwot­
nej F. Istotnie, F mogłoby zawierać wszystkie K; lub samo mo­
głoby się w nich zawierać, lub mogłoby zawierać niektóre K; 
i być zawartym w reszcie z nich. Problem jednoznaczności jest 
zatem związany z definiowaniem odpowiedniości F do każdego 
Kj, czyli zastosowanego modelu związku pomiędzy F i Kj. Jeżeli 
będzie to pewna transformacja podobieństwa (rozdz. 6), wów­
czas rozmyta kategoria pierwotna F może być dowolnie duża 
lub mała. Fakt ten może mieć zastosowania w praktyce -  
zwłaszcza uzyskanie małej kategorii F spełniającej obydwa za­
łożenia może być użyteczne w pewnych problemach optymal­
nego skalowania.

Problem jednoznacznego zdefiniowania rozmytej kategorii 
pierwotnej F można rozwiązać poprzez ścisłe zdefiniowanie 
odpowiedniości Kj, stosując współczynniki podobieństwa do 
oceny stopnia, w jakim F opisuje każde Kj. W tym przypadku 
rozmyta kategoria pierwotna F jest już zdefiniowana jedno­
znacznie.
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W celu wyodrębnienia rozmytej kategorii pierwotnej F do­
godnie jest zastosować procedurę rekurencyjną (krokową). 
Mając dane n kategorii rozmytych Kj, definiujemy n + 1 kate­
gorię, która leży tak blisko każdej rozmytej kategorii Kj, że 
maksymalizuje pokrycie.

Najmniejsza taka rozmyta kategoria jest największą, która 
zawiera się we wszystkich Kj. Zostanie ona oznaczona Fd. Z ko­
lei największa taka kategoria jest najmniejszą, która zawiera 
wszystkie Kj. Oznacza się ją Fg. Pozostałe ewentualne katego­
rie, które pretendują do bycia F, oznaczone Fp, mogą znajdo­
wać się pomiędzy Kj i Km, gdzie Kj jest mniejsze niż Km i żadne 
K; nie znajduje się pomiędzy nimi. Łatwiej jest wyrazić rozmytą 
kategorię Fp, posługując się funkcją przynależności.

Niech
Pij oznacza wartość funkcji przynależności elementu j do roz­

mytej kategorii Kp 
gmj oznacza wartość funkcji przynależności elementu j do roz­

mytej kategorii Km; 
gfj oznacza wartość funkcji przynależności elementu j do roz­

mytej kategorii Fp,

wówczas,

jeżeli gjj < pmj, to рч < pfj < pmj;
jeżeli pij > pmj, to pij < pfj < pmj i pfj maksymalizuje podobień­

stwo do wszystkich Kp
■ ■ i ■ ^  *. H-lj + H-mjjeżeli pjj > pmj, to pfj = — -— .

Po wyodrębnieniu wszystkich kategorii, które pretendują 
do bycia F, można przyjąć jako wyodrębnioną rozmytą katego­
rię pierwotną F-tę, która zapewnia maksymalne pokrycie, 
z pewnym satysfakcjonującym kryterium podobieństwa, lub 
odwrotnie, tzn. tę, która zapewnia maksymalne podobieństwo, 
z pewnym satysfakcjonującym kryterium pokrycia. Można też
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przyjąć jako wyodrębnioną rozmytą kategorię pierwotną F-tę, 
która dostarczy najwyższej średniej obydwu współczynników 
pokrycia i podobieństwa.

W zależności zatem od przyjętej miary pokrycia czy podo­
bieństwa badacz otrzyma raczej dużą lub małą rozmytą kate­
gorię pierwotną F. Oczywiście, wybór F będzie zależny od celu 
badania czy też rozpatrywanego problemu. Duże F reprezentu­
je ogólną rozmytą kategorię pierwotną czy też nadzbiór rozmy­
ty opisywany przez wszystkie Ki( natomiast małe F może być 
rozpatrywane jako jądro opisujące zbiór wszystkich rozmytych 
kategorii Kj.

Uogólniając to podejście na więcej niż jedną rozmytą kate­
gorię pierwotną, należy wziąć pod uwagę jeszcze jedno dodat­
kowe założenie -  o ich rozłączności. Niech Fj (j = 1,2, ...,m) 
będzie rodziną rozmytych kategorii pierwotnych, wówczas za­
kłada się, że Fj są wzajemnie rozłączne. Założenie to można 
uważać za opcjonalne, ponieważ praw o wyłączonego środka 
nie funkcjonuje generalnie w teorii zbiorów rozmytych. Tym 
niemniej w wielu przypadkach badacze mogą chcieć, żeby ro­
dzina rozmytych kategorii pierwotnych była złożona z katego­
rii wzajemnie rozłącznych.

Prześledźmy najpierw procedurę wyodrębniania rodziny 
rozmytych kategorii pierwotnych bez założenia o ich wzajem­
nej rozłączności, które, jak wspomniano wyżej, jest opcjonalne, 
a następnie z tym założeniem.

Załóżmy, że dany zbiór kategorii rozmytych K; (i = 
1,2, ...,n) ma być reprezentowany przez tak małą liczbę roz­
mytych kategorii pierwotnych Fj, jak to jest tylko możliwe. 
W tym celu należy przyjąć uogólnienie obydwu poprzednich 
założeń oraz dodatkowe założenie minimalizujące liczbę kate­
gorii pierwotnych:
• każde K; musi pokrywać się mocno z przynajmniej jednym Fj;
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• każde К; powinno być opisane tak blisko, jak to tylko jest 
możliwe przez przynajmniej jedno Fj;

• liczba rozmytych kategorii pierwotnych Fj powinna być tak 
mała, jak to jest tylko możliwe.

Procedura wyodrębniania rodziny rozmytych kategorii 
pierwotnych rozpocznie się od znalezienia dwóch najbardziej 
pokrywających się rozmytych kategorii spośród Ki( połączenia 
ich w skupienie oraz wyodrębnienia pierwszej rozmytej kate­
gorii pierwotnej dla tego skupienia, tak jak zostało to opisa­
ne powyżej, poprzez zastosowanie współczynników pokrycia 
i podobieństwa. W następnym kroku łączy się najbliższych są­
siadów i powtarza procedurę. Kryterium najbliższego sąsiedz­
twa stanowi minimum ze współczynników pokrycia. To mini­
mum uzyskane dla wszystkich par rozmytych kategorii K; 
w danym skupieniu jest równoważne ze stosowaniem współ­
czynnika równoczesnego pokrycia, który dla trzech kategorii 
określa formuła 7.5.

Można przyjąć inne kryterium i zamiast minimum użyć 
maksimum. Wówczas kryterium to będzie równoważne ze sto­
sowaniem współczynnika wielokrotnego rozmytego pokrycia, 
który dla trzech kategorii określa formuła 7.6. Można też sto­
sować kryterium średniej wartości współczynników pokrycia.

Wracając do założenia o wzajemnej rozłączności rozmytych 
kategorii pierwotnych Fj, można postąpić następująco: najpierw 
wyodrębnić Fj zgodnie z opisaną procedurą, a więc przyjąć po­
krycie pomiędzy Fj i Kj, a następnie skalkulować rozłączność Fj 
w stosunku do podobieństwa pomiędzy Fj i Kj. Takie postępo­
wanie doprowadzi do uzyskania mniejszych i bardziej odsepa­
rowanych rozmytych kategorii pierwotnych Fj, ale mniej podob­
nych do oryginalnych kategorii Kj.

Podsumowując, warto zauważyć, że analiza rozmytych ka­
tegorii pierwotnych może pozwolić na ujawnienie struktury,
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jakiej nie da się uzyskać żadną inną metodą. Nie można jej po­
równać z analizą czynnikową w sensie wielkości wariancji wy­
jaśnianej ani ze skalowaniem wielowymiarowym w sensie po­
rządku rangowego w macierzy odległości lub podobieństw, ale 
można w sensie interpretowalności w eksploracyjnej wielo­
wymiarowej analizie redukcji danych. Analiza czynnikowa 
opiera się na macierzy korelacji i wymaga, aby dane miały wie­
lowymiarowy rozkład normalny, a związki były liniowe, pod­
czas gdy analiza rozmytych kategorii pierwotnych opiera się na 
współczynnikach pokrycia i podobieństwa, które bardziej na­
turalnie odzwierciedlają złożone struktury występujące w ba­
daniach psychologicznych. Może okazać się, że poznamy struk­
tury, które były nie do odkrycia w badaniach nierozmytych 
i niehierarchicznych.

W badaniach społecznych, a zwłaszcza w psychologii 
przyjmuje się, że każda analiza ilościowa ma na celu wykrycie 
pewnych prawidłowości ludzkiego myślenia czy zachowania, 
u podstaw których to prawidłowości leży jakaś ukryta teoria 
psychologiczna. Jednocześnie uważa się, że stosowanie metod 
obliczeniowych jest zasadne, gdy latentne zmienne, założenia 
czy teorie poddają się operacjonalizacji, a najlepsze metody 
oparte są na podstawach jawnych teorii.

Kategorie rozmyte występują zupełnie naturalnie w myśle­
niu człowieka, tak samo jak hierarchiczne taksonomie pokry­
wających się częściowo kategorii w schematach klasyfikacyj­
nych. W badaniach eksploracyjnych, w których badacz nie ma 
odniesienia do żadnego jawnego zbioru założeń, trudno jest 
zakładać, że zmienne latentne, czynniki czy ukryta struktura 
pozostają w związkach liniowych, a nawet krzywoliniowych 
o podłożu probabilistycznym. Być może, że jest to rozmyta hie­
rarchia zmiennych czy struktur pokrywających się w różnym 
stopniu i podobnych do siebie niekoniecznie w sensie korelacji 
czy też hierarchii rang odległości lub podobieństw.
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7.5. Hierarchiczna analiza rozmytych kategorii

Hierarchiczną analizę kategorii rozmytych można rozpa­
trywać jako uogólnienie analizy skupień rozmytych. Charakte­
ryzuje się ona tym, że elementy przynależą do poszczególnych 
skupień na podstawie właściwych im funkcji przynależności, 
przez co uzyskane skupienia mogą pokrywać się wzajemnie 
w różnym stopniu. Obejmuje ona zatem tworzenie rozmytych 
podziałów zbioru kategorii rozmytych, czyli tworzenie nowych 
zbiorów rozmytych, do których przynależą pierwotne elemen­
ty w stopniu określonym nową funkcją przynależności.

Analiza skupień rozmytych rozwinęła się głównie na po­
trzeby komputerowego rozpoznawania wzorów, sztucznej in­
teligencji, sterowania automatami itp. Pierwsze, podstawowe 
prace z tego zakresu powstały niespełna 30 lat temu (Dunn 
1974, Bezdek i Harris 1978), a zawarte w nich idee znalazły 
dalsze szerokie zastosowanie w badaniach medycznych, biolo­
gicznych i sztucznej inteligencji (Kosko 1992, Rutkowski 
2005).

Algorytm hierarchicznej analizy rozmytych kategorii pier­
wotnych można przedstawić, opierając się na algorytmie anali­
zy skupień rozmytych. W pierwszej fazie wyodrębnia się roz­
myte centroidy dla każdego rozmytego skupienia i określa się 
wartości funkcji przynależności każdego elementu tak, żeby 
zminimalizować ważoną funkcję odległości D daną formułą 7.7:

i=i  j=i

gdzie:
Y jh  Pij = 1 dla Vi, Pij e [0,1];
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dij -  odległość euklidesowa (formuła 4.14) pomiędzy 
i-tym elementem a j-tym centroidem; 

r -eksponentw agi.

Można też rozważyć ten sam algorytm, używając odległości 
Hamminga (formuła 4.2) zamiastodległości euklidesowej.

Korzystając z tego algorytmu, można go również rozwinąć 
na przypadek niemetryczny, czyli do algorytmu hierarchicznej 
analizy rozmytych kategorii. W takim przypadku należy przy­
jąć jako centroidy elementy wchodzące w skład skupień po 
pierwszym arbitralnym podziale, jak w przypadku klasycznej 
analizy skupień, a następnie każdemu elementowi 
Xi,i = l,2, ...,n  przypisać wartość funkcji przynależności 
v ij j = i ,2 , '",m 'v ij e [0Д] do takiego j-tego centroidu. Potem należy 
zdefiniować pomocniczą miarę odległości Д^, określoną formu­
łą 7.8:

П
Aij = ^  vkj %  (7.8)

k=l

gdzie:
^ikk=L]L22 '",In _ niemetryczna miara odległości pomiędzy 

elementami x;,xk.

Teraz można już uzyskać wartości funkcji przynależności 
każdego i-tego elementu do j-tego centroidu. Wartości te uzy­
skuje się poprzez minimalizację funkcji Г, określonej formułą 
7.9. Podstawiając w formule 7.7 miarę odległości Д^, otrzymu­
jemy formułę 7.9:

n m

r (p ij,Aij) = ^ ^ p [ jAij (7.9)
i = i  j = i
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gdzie:
Х™! gij = 1 dla Vi, gij e [0,1];
Aij -  miara odległości określona formułą 7.8;
r -eksponentw agi.

Otrzymana formuła 7.9 określa warunki dla uzyskania funk­
cji przynależności do rozmytych kategorii. Hierarchiczna anali­
za rozmytych kategorii może znaleźć wiele zastosowań w psy­
chologii.

Spopularyzowanie zastosowań hierarchicznej analizy roz­
mytych kategorii czy innych analiz przedstawionych w tej 
książce zależeć będzie oczywiście od uzyskania szerszego do­
stępu do odpowiednich programów komputerowych.



8. Zagadnienie konstruowania 
funkcji przynależ noś ci 

do pozycji testów psychologicznych

8.1. Problemy niepewności

Badacz próbujący zgłębić nowy problem poznawczy czy 
skonstruować nowy test psychologiczny służący do pomiaru 
określonego fenomenu psychologicznego znajduje się w znacz­
nym stopniu w sytuacji niepewności. Z tego względu najchętniej 
stosuje metody klasycznej analizy statystycznej, które zapewnia­
ją mu określony komfort psychiczny w tym zakresie.

Może on przyjąć sobie pewien (teoretycznie dowolnie mały) 
poziom niepewności. Mam tutaj na myśli oczywiście poziom 
istotności testów statystycznych. Zakładając, często zupełnie 
automatycznie, dostatecznie niską niepewność, najczęściej nie- 
przekraczającą pięciu procent, badacz wnioskuje dalej z dużą 
pewnością. Buduje on teorie, potwierdza hipotezy, nie przej­
mując się już takimi „drobnostkami”, jak moc zastosowanego 
testu statystycznego czy też zgodność charakterystyk próby 
badawczej z założeniami wymaganymi przy zastosowaniu da­
nego testu czy procedury statystycznej.

Nie chodzi tutaj o to, aby krytykować tego rodzaju postępo­
wanie. Najczęściej jest ono w pełni uzasadnione. Wiadomo, że
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test f-Studenta jest bardzo silnym testem, dającym dobre rezul­
taty nawet w przypadku rozkładów nienormalnych, że lepiej go 
zastosować niż test znaków czy też test mediany, a przestęp­
stwo popełnione z tego tytułu (w dużych próbach badawczych) 
tylko nieznacznie zwiększa poziom niepewności.

Podobnie, chociaż bardziej ostrożnie, analizę wariancji 
można wykorzystywać w przypadku danych pochodzących 
z populacji o rozkładzie jedynie zbliżonym do rozkładu nor­
malnego. Wiadomo również, że analizę regresji można stoso­
wać w odniesieniu do danych jakościowych, które wystarczy 
tylko odpowiednio zakodować i zabieg ten wcale nie zwiększa 
poziomu niepewności itd.

Istotne natomiast wydaje się pytanie o to, czy badacz z po­
wodów poznawczych decydujący się na użycie „metod rozmy­
tych” zwiększa, czy też zmniejsza poziom niepewności -  czy 
w ogóle możemy znaleźć odpowiedź na takie pytanie.

Wydaje się, że czytelnik, który zapoznał się z dotychczasową 
treścią tej książki, ma już swoje własne zdanie na ten temat. 
Tym niemniej, aby nie zostawiać tego problemu tylko w sferze 
intuicji i dociekań zdroworozsądkowych, prześledźmy nastę­
pujący przykład.

Przykład 8.1

Załóżmy, że badacz rozpatruje pozycje Skali Proaktywności 
w  Budowaniu Kom fortu Psychicznego (Bańka 2007) jako po­
zycje kategorii rozmytej. Zadaje badanemu pytanie:

Jak często starasz się rozm aw iać z  dalszą lub bliższą rodziną 
o sw ojejkarierze?

Osoba badana odpowiada: kilka razy.
Załóżmy dalej, że osoba badana nie może, nie jest w stanie 

lub nie chce określić bliżej częstości, o którą chodzi badaczowi.
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Badacz, chcąc przeprowadzić bardziej szczegółową analizę, 
stoi przed pytaniem, co oznacza kilka razy-. 3, 7 czy np. 9 razy? 
Chcąc sprecyzować tę liczbę, badacz, postępując zgodnie z ideą 
rozmytości, może dobrać odpowiednią grupę osób, wiekowo 
i kulturowo podobnych do osoby badanej i następnie określić 
rozkład dla rozmytego określenia kilka razy;, może też na tej 
czy innej podstawie znaleźć funkcję przynależności do katego­
rii rozmytej kilka razy.

Pytanie dotyczące określenia kilka razy  zadano studentom 
psychologii drugiego i piątego roku oraz studentom zarządza­
nia drugiego roku SUM (n = 112).

Tabela 8.1 prezentuje wartości średnie i odchylenia stan­
dardowe dla wartości funkcji przynależności do zbioru rozmy­
tego kilka  razy oraz wartości funkcji przynależności, którą ba­
dacz wybrał z rodziny funkcji Bella (formuła 1.15).

Każda z tych liczb była oceniana na skali jedenastopunkto- 
wej: od zera do jeden. Inaczej, każdy student przypisywał każdej 
liczbie jej wartość przynależności do zbioru rozmytego kilka ra­
zy. W tabeli 8.1 widać wysoką zgodność ocen empirycznych oraz 
wartości funkcji przynależności.

Jak wynika z przykładu 8.1, problem niepewności już na 
samym początku analizy, w momencie wyrażania nieprecyzyj­
nego określenia kilkarazy, daje w rezultacie precyzyjną funkcję 
przynależności.
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Tabela 8.1. Średnie i odchylenia standardowe dla ocen wartości funkcji 
przynależności do zbioru rozmytego kilka razy pierwszych dziesięciu 
liczb naturalnych oraz wartości funkcji przynależności Bella (formuła 
1.15)

Częstość Średnia ocena 
przynależności sd

111H-VA/ „ 4

‘ ♦(таг)
1 0,08 0,03 0,09

2 0,25 0,09 0,32

3 0,91 0,17 0,88

4 0,98 0,22 1,00

5 0,83 0,16 0,88

6 0,31 0,11 0,32

7 0,17 0,08 0,09

8 0,03 0,01 0,03

9 0,00 0,00 0,01

10 0,00 0,00 0,01

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby badacz aproksymował zna­
leziony rozkład dyskretny odpowiednią funkcją ciągłą. W tym 
przypadku jest to funkcja, z rodziny funkcji Bella, określona 
formułą 8.1:

g(x) =
1 + f— УU,66j

(8.1)

Funkcja ta prawie idealnie odzwierciedla empiryczne w ar­
tości funkcji przynależności do kategorii rozmytej kilka razy  
(tabela 8.1).

Warto zaznaczyć, że badacz stosujący hierarchiczną analizę 
rozmytych skupień znajduje się w takiej samej lub lepszej sytu­
acji niż w przypadku klasycznej analizy hierarchicznej. Należy
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tutaj jednakże podkreślić in extenso,że  badacz nigdy nie powi­
nien traktować skupień rozmytych konkurencyjnie do metod 
klasycznych.

Wybierając „rozmytą” drogę analizy, badacz powinien już na 
etapie formułowania wstępnych hipotez i założeń myśleć 
w kategoriach rozmytych, a więc nie probabilistycznych. Wów­
czas takie traktowanie nieprecyzyjności, jak pokazano w przy­
kładzie 8.1, nie nastręcza dodatkowych trudności i nie zwięk­
sza poziomu niepewności. Jest natomiast naturalną metodą 
precyzyjnego, wbrew nazwie, opisu fenomenów z natury rze­
czy rozmytych.

W dalszym ciągu klasyfikowania kategorii, obiektów i pojęć 
rozmytych badacz zostaje wyposażony w dodatkowe narzędzia 
wnioskowania. Oprócz funkcji odległości badacz może uzyskać 
współczynniki inkluzji, pokrycia i różnych miar asocjacji.

Podsumowując, można tutaj podsunąć badaczowi pewną 
heurystykę. W warunkach klasyfikowania pojęć, kategorii czy 
też obiektów naturalnie nieprecyzyjnych, zatem naturalnie 
rozmytych, powinien on, z poznawczego punktu widzenia, 
traktować hierarchiczną analizę rozmytych skupień czy też 
analizę rozmytych skupień pierwotnych jako metodę z wyboru.

8.2. Metody konstruowania funkcji przynależności

Zostaną tutaj przedstawione podstawowe metody kon­
struowania funkcji przynależności oraz sposób traktowania 
pozycji złożonych (Noworol 1989a).

Właściwie, biorąc pod uwagę klasyczne ujęcie tego zagad­
nienia przez Dubois i Prade'a (1980), można rozróżnić tutaj 
dwa bliskie sobie sposoby konstruowania funkcji przynależno­
ści. Pierwszy to bezpośrednia ocena wartości przynależności,
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dokonywana zazwyczaj subiektywnie. Drugi sposób to esty- 
mowanie wartości przynależności z prostych statystyk uzyski­
wanych w próbach badawczych.

Problem bezpośredniej subiektywnej oceny wartości przy­
należności ujęli teoretycznie Norwich i Turksen (1982). Podej­
ście tych autorów ogranicza się jednak tylko do sytuacji, w któ­
rej istnieje pewna ciągła skala określająca atrybuty zbioru 
rozmytego.

Tymczasem chodzi o znalezienie właściwej klasy transfor­
macji, które przekształcają (rzutują) daną skalę na odcinek ze- 
ro-jeden. W przypadku kiedy nie ma wspomnianej skali atrybu­
tów, teoria Norwicha i Turksena nie znajduje zastosowania. Nie 
dysponujemy wówczas tak eleganckim podejściem, tym nie­
mniej oceny zdroworozsądkowe i intuicyjne wydają się do­
puszczalne.

Drugie podejście, statystyczne, dyskutowane jest przez wie­
lu autorów. Najprostsze wydaje się niewątpliwie przyjmowanie 
frakcji odpowiedzi „tak”, akceptujących przynależność elemen­
tu x do zbioru rozmytego X (Hersh i Caramazza 1976). Podej­
ście to zostało uzasadnione przez Nowakowską (1977). Dowo­
dzi ona, że prawdopodobieństwo odpowiedzi „tak” rośnie 
monotonicznie, zgodnie z nieznaną, prawdziwą wartością 
przynależności elementu x do zbioru rozmytego X.

Koncepcja ta wiąże się z tzw. koncepcją progową, po wpro­
wadzeniu pojęcia zbioru poziomu a (Yager 1982). Koncepcja 
zbioru poziomu a zakłada, że pomimo iż poszczególni ludzie 
posługują się różnymi funkcjami przynależności, to istnieje 
pewna wartość progowa, powyżej której ludzie się zgadzają, że 
x ma własność X, czyli że x należy do X.

Nowakowska (1983) proponuje zastąpienie klasycznego 
kwestionariusza „tak -  nie” baterią pozycji „w ma własność W”. 
Formuła 8.2 określa wartość przynależności w do W jako w ar­
tość oczekiwaną ogólnego wyniku testu (Nowakowska 1983):
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Pw(w) = E(tw (w)) (8.2)

gdzie:
E -  wartość oczekiwana; 
tw(w) = gw (w) + e(w); 
e(w) -  składnik błędu losowego.

Podejście Nowakowskiej jest trudne do uogólnienia oraz zasto­
sowania do kwestionariuszy bardziej złożonych.

Trzecie podejście oparte jest na założeniu, że człowiek doko­
nuje porównania czy też wyraża podobieństwo do pewnej kate­
gorii idealnej w sensie Platońskim, tzn. że człowiek posiada 
w umyśle reprezentację esencjalną pewnej kategorii idealnej, 
którą porównuje z rzeczywistymi warunkami. Takie teoretyczne 
podejście wymaga osobnego wykładu i nie będzie tutaj omawia­
ne. Zainteresowanego czytelnika można odesłać do pracy Odena 
i Lopesa (1982). Można tutaj również zwrócić uwagę na metody 
oparte na skalowaniu Thurstona (Goodman 1982), które jed­
nakże ujmują zbiory rozmyte jak zbiory losowe.

Czwarte podejście wymaga istnienia funkcji przynależności 
jako funkcji w sensie matematycznym, posiadającym określone 
właściwości. Podejście to właściwie ignoruje problem kon­
struowania funkcji przynależności. Funkcja ta jest dana zazwy­
czaj na podstawie pewnych założeń czy teorii leżącej u pod­
staw badanego fenomenu psychologicznego. Następnie bada 
się jedynie jej właściwości (podrozdz. 1.2).

W podejściu tym można jednakże rozróżnić dwie klasy. 
Pierwsza to klasa całkowicie ignorująca problem estymacji 
funkcji przynależności z próby badawczej. Druga to klasa 
uwzględniająca tę estymację, ale w ograniczonym zakresie. 
Dopuszcza się tutaj teoretyczne funkcje przynależności, tak jak 
w przypadku pierwszej klasy. Różnica polega jednakże na tym, 
że funkcje przynależności mają parametry, które podlegają es-
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tymacji z próby badawczej. Przykładowo, w celu określenia ta­
kiej funkcji przynależności można przyjąć następujące założe­
nia:
1. Siła przekonania danej osoby, że xn a le ży  do X, czyli że xm a  

własność X, jest proporcjonalna do siły przekonania, że x
należy do X \ x  nie należy do X, czyli że x  ma w łasnośćX \ x
n iem a wiasnościX.

2. Funkcja przynależności jest S-kształtna (podrozdz. 1.2).
3. Funkcja przynależności jest ciągła.
4. Funkcja przynależności jest różniczkowalna.

Na podstawie założeń 1-4 łatwo jest napisać równanie róż­
niczkowe definiujące taką funkcję przynależności. Równanie to 
jest określone formułą 8.3:

= kpx(x )(l -  px(x)) (8.3)

Rozwiązaniem tego równania jest zbiór krzywych zależnych od 
dwóch param etrów a i b (formuła 8.4):

px(x) = (1 + ea_bx) _1 (8-4)

Parametry a i b można przyjąć arbitralnie na podstawie teo­
rii leżącej u podstaw badanego fenomenu psychologicznego lub 
można estymować w prost z próby empirycznej.

W tym drugim przypadku wygodnie jest dokonać prostego 
przekształcenia równania 8.4 i wyliczyć ea_bx, a następnie zlo- 
garytmować (formuła 8.5):

bx = ln ( (p x(x)) * - 1 )  (8.5)

Teraz łatwo już znaleźć parametry a i b. Wystarczy w tym celu 
dobrać do danych empirycznych zwykłą prostą regresji liniowej.
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Zaprezentowane sposoby wyznaczania funkcji przynależno­
ści oczywiście nie wyczerpują wszelkich możliwych podejść do 
tego zagadnienia (podrozdz. 1.2).

Otwarty pozostaje również problem traktowania itemów 
złożonych. Innymi słowy, chodzi tutaj o wyznaczenie funkcji 
przynależności elementów do kategorii rozmytej (itemu) 
w sposób pośredni. To znaczy najpierw konstruowane są funk­
cje przynależności do podkategorii (subitemów prostych), na­
stępnie wyznaczana jest funkcja przynależności do zbioru 
(itemu) złożonego.

Kolejny przykład ilustruje zasadę konstruowania funkcji 
przynależności do itemu złożonego. Przykład 8.2 w pełni ilu­
struje sposób konstruowania funkcji przynależności do itemów 
złożonych, bez konieczności odwoływania się do teorii możli­
wości. Zainteresowanego czytelnika można odesłać do kla­
sycznej pracy „ojca” teorii zbiorów rozmytych, Zadeha (1978).

Przykład 8.2

Zanim przystąpimy do konstruowania funkcji przynależno­
ści do itemu złożonego, rozpatrzmy pomocniczy item prosty. 
Osobie badanej z przykładu 8.1 zadaje się pytanie:

Jak często starasz siępytaćprzyjació ł o radę, 
jak igdzieposzukiw aćpracył

Analogicznie jak w przykładzie 8.1, odpowiedź osoby bada­
nej poddano testowaniu, ponieważ tym razem była również 
nieprecyzyjna. Załóżmy, że osoba badana odpowiedziała tym 
razem sporadycznie.

Warto zauważyć, że sporadycznie w połączeniu z pytaniem 
przyjaciół o radę osiąga swoje maksimum dopiero w przypad­
ku ośmiu razy. Wszyscy testujący studenci zgodnie oświadczyli, 
że przyjaciele sugerują wysoką częstość, podczas gdy spora-
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dyczność -  niską. Średnie i odchylenia standardowe zostały 
przedstawione w tabeli 8.2.

Tabela 8.2. Średnie i odchylenia standardowe dla ocen wartości funkcji 
przynależności do zbioru rozmytego sporadycznie oraz wartości funkcji 
przynależności Bella (formuła 1.15)

Częstość Średnia ocena 
przynależności sd

111

1 0,09 0,08 0,11
2 0,16 0,05 0,14
3 0,27 0,08 0,19
4 0,30 0,06 0,26
5 0,44 0,12 0,39
6 0,53 0,10 0,59
7 0,67 0,19 0,85
8 0,96 0,11 1,00
9 0,82 0,09 0,85

10 0,41 0,20 0,59

Teraz można już przejść do konstruowania itemu złożonego 
i jego funkcji przynależności. Osobie badanej zadaje się pytanie:

Jak często słuchasz rad i  w skazów ek w zw iązku  
zposzukiw aniem pracyl

Jeżeli pada odpowiedź w rodzaju wcześniejszych:

Rodzinysłucham  kilka razyaprzyjaciółsporadycznie,

wówczas bez trudu można określić funkcję przynależności do 
tego itemu złożonego.
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Uzyskiwaniem wartości funkcji przynależności do itemu 
złożonego rządzi reguła max-min. Przykładowo stwierdzenie, 
że osoba badana słuchała rad rodziny cztery razy i sześć razy 
słuchała rad przyjaciół, odpowiada wartości funkcji przynależ­
ności równej 0,53. Wartość ta określona jest jako minimum 
z wartości przynależności do zbioru rozmytego R odziny słu ­
cham kilka razyaprzyjaciółsporadycznie.

min(0,98, 0,53) = 0,53

gdzie: wartość 0,98 jest wartością przynależności częstości 
cztery do zbioru rozmytego kilka razy  (tabela 8.1), 
a wartość 0,53 jest wartością przynależności częstości 
sześć do zbioru rozmytego sporadycznie (tabela 8.2).

Uzyskana wartość 0,53 nie jest jednakże wartością przyna­
leżności odpowiadającą słuchaniu przez osobę badaną dziesięć 
razy rad (rodziny lub przyjaciół). Wartość taką uzyskuje się 
jako wartość maksymalną spośród wszystkich możliwych w ar­
tości minimalnych dla wszystkich możliwych par odpowied­
nich częstości, które w sumie dają liczbę dziesięć.

Wszystkich możliwych par w tym przypadku jest dziewięć. 
Wartość przynależności do itemu złożonego, który można 
określić jako Słuchanie rad ( w  spraw ie pracy czy dalszej karie­
ry ) dziesięćrazy, wyliczana jest zatem w następujący sposób:

max(min(0,08, 0,82), min(0,25, 0,96), min(0,91, 0,67), 
min(0,98, 0,53), min(0,83, 0,44), min(0,31, 0,30), 

min(0,17, 0,27), min(0,03, 0,16), min(0,00, 0,04)) =
= max( 0,08, 0,25, 0,67, 0,53, 0,44, 0,30, 0,17, 0,03, 0,00) = 0,67

gdzie: wartości w nawiasach są wartościami przynależności, 
odpowiednio, do kategorii rozmytej kilka ra zy  i do ka­
tegorii rozmytej sporadycznie, odpowiadającymi parom
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częstości: (1,9), (2,8), (3,7), (4,6), (5,5), (6,4), (7,3),
(8,2), (9,1).

Gdyby zamiast wartości empirycznych wziąć aproksymacje 
funkcjami Bella, wówczas wartość przynależności do itemu 
złożonego Słuchanie rad (w  spraw ie pracy czy dalszej kariery) 
dziesięćrazy  wyniosłaby 0,85 (tabela 8.3).

Jak widać, wartość przynależności do itemu złożonego dla 
określonej pary częstości nie musi odpowiadać wartości przy­
należności do tego itemu dla łącznej częstości (sumy częstości). 
Tabela 8.3 zawiera wartości przynależności do złożonej pozycji 
testu Słuchanie rad (w spraw iepracy czy dalszejkariery).

Tabela 8.3. Wartości przynależności do rozmytego itemu złożonego Słu­
chanie rad, uzyskane na podstawie subitemów prostych kilka razy oraz 
sporadycznie.

Częstość
Wartość przynależności 
z badań empirycznych, 

tabele 8.1 i 8.2

Wartość przynależności 
z aproksymacji funkcjami Bella, 

tabele 8.1 i 8.2
1 0,08 0,08
2 0,08 0,09
3 0,09 0,11
4 0,16 0,14
5 0,25 0,19
6 0,27 0,26
7 0,25 0,32
8 0,30 0,39
9 0,53 0,59

10 0,67 0,85
11 0,91 0,88
12 0,96 1,00
13 0,83 0,88
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14 0,82 0,85
15 0,41 0,59
16 0,31 0,32
17 0,17 0,09
18 0,03 0,03
19 0,00 0,01
20 0,00 0,01

Warto zwrócić uwagę, że wartości zawarte w tabeli 8.3 
otrzymywane są przez badacza w wyniku przeprowadzenia 
prostych, opisanych powyżej obliczeń. Nie są to wartości, które 
ocenia osoba badana, ani też nie musi oceniać ich badacz. Ten 
ostatni uzyskuje precyzyjne wartości przynależności do itemu 
złożonego na podstawie nieprecyzyjnych oświadczeń osoby 
badanej. Co więcej, osoba badana oceniała jedynie części skła­
dowe itemu kilka  razy oraz sporadycznie.

Opisany sposób oceny wartości przynależności do itemu 
złożonego z dwóch składników można oczywiście uogólnić na 
większą liczbę składników. Należy jednak, z poznawczego 
punktu widzenia, być bardzo ostrożnym, ponieważ często po­
zornie złożone itemy są de facto  i in extenso  kilkoma odrębny­
mi pozycjami testu psychologicznego.

Badacz powinien rozstrzygnąć merytorycznie, jak dalece 
item złożony ma sens właśnie z poznawczego punktu widzenia. 
Jest to jedyne ograniczenie, ponieważ od strony metodologicz­
nej pozycje testu mogą być składane w dowolnej ilości, tak że 
da się uzyskiwać itemy złożone dowolną liczbę razy, np. w te­
stach wielopoziomowych (rysunek 6.3).

Powyższe zastrzeżenie nie wyklucza również składania ite­
mów prostych i posługiwania się przez badacza itemami złożo­
nymi. Zdarza się, że z pewnych względów badacz uzyskuje nie­
raz bardzo sztuczny item złożony. Takie postępowanie może być
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jak najbardziej uzasadnione w przypadkach, kiedy składowe 
itemu są łatwo interpretowalne i mogą być oceniane przez oso­
by badane, natomiast cały item złożony nie jest interpretowalny 
lub nie jest mierzalny w sensie subiektywnej oceny.

Posługiwanie się itemami złożonymi daje badaczowi możli­
wość nowego spojrzenia na problem, którym się zajmuje. Może 
on dojść do poznawczo ciekawszych wniosków i oprzeć na nich 
dalszą analizę.



Zakończenie

Proponowane podejście, będące rozwinięciem klasycznej 
teorii zbiorów rozmytych, wpisuje się w trwającą od lat dysku­
sję metodologiczną na tem at koncepcji pomiaru w psychologii, 
opartego albo na ilościowych, albo na jakościowych metodach 
badawczych. Można stwierdzić, że heurystyki kategorii rozmy­
tych prowadzą do zatarcia tej granicy, pokazując, że problemy 
jakościowe mogą być ilościowymi po dobraniu właściwych 
funkcji przynależności.

Heurystyki kategorii rozmytych wprowadzają zatem nową 
jakość w metodologii badań psychologicznych. Dzięki nim zni­
ka w pewnym zakresie problem analizy wyników badań opar­
tych na metodach jakościowych. Pojawia się natomiast nowy 
problem dotyczący transformacji badanego fenomenu psycho­
logicznego na język kategorii rozmytych. Innymi słowy, poja­
wia się problem rozmytej operacjonalizacji, czyli dobrania w ła­
ściwej funkcji przynależności, a więc przełożenia teorii i opisu 
psychologicznego na język matematyki. Ten nowy problem 
można rozwiązać relatywnie łatwo dzięki heurystykom kate­
gorii rozmytych, które pozwalają na bardziej efektywny i natu­
ralny opis badanych fenomenów psychologicznych niż jakikol­
wiek inny język formalny.

Język kategorii rozmytych jako język matematyki został 
skonstruowany jako formalna reprezentacja pewnego pod­
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zbioru naturalnego języka naukowego opisu, a zatem może 
z powodzeniem służyć do opisu pojęć w dziedzinie nauk spo­
łecznych, przede wszystkim zaś psychologicznych. W pewnym 
zakresie heurystyki kategorii rozmytych powodują przenikanie 
się koncepcji jakościowego i ilościowego pomiaru psycholo­
gicznego, eliminując sztuczne bariery, ustanawiając jasną kore­
spondencję pomiędzy pojęciami matematycznymi i werbalny­
mi poprzez wprowadzanie pomiaru opartego bardziej na 
rozmytych przedziałach niż na skalach punktowych. Stanowią 
zatem naturalne rozszerzenie znakomitych koncepcji skalowa­
nia wielowymiarowego.

Warto tutaj zwrócić uwagę i podkreślić fakt, że przedsta­
wione heurystyki kategorii rozmytych należy umieścić w me­
todologii badań psychologicznych pośród takich metod, jak 
skalowanie wielowymiarowe, analiza czynnikowa, metodyAHP 
i ANP, mając świadomość ich możliwości, ograniczeń, założeń 
teoretycznych oraz komplementarności i różnych możliwości 
wykrywania i opisu fenomenów psychologicznych.

Na zakończenie tych rozważań pragnę pokazać, że to jest 
koniec tej monografii, ale równocześnie mam taką nadzieję po­
czątek zastosowań w psychologii. Chodzi, po pierwsze, o to, ja­
kie są atrybuty heurystyk kategorii rozmytych w koncepcji 
pomiaru psychologicznego, a po drugie, w jakim kierunku roz­
wija się koncepcja zbiorów rozmytych i logiki rozmytej.

Kilka istotnych atrybutów heurystyk rozmytych:
1. Nauka nie zajmuje się rzeczywistością, lecz modelami rze­

czywistości (Zadeh 2009).
2. Warto zauważyć, że bardziej użyteczne jest rozmyte wnio­

skowanie oparte na modelu realistycznym (rzeczywistym) 
niż oparte na dowodliwym modelu nierealistycznym (nie­
rzeczywistym) (Zadeh 2009).

3. Naturalne kategorie ludzkich zachowań są rozmyte.
4. Wiele koncepcji w psychologii jest z natury rzeczy rozmytych.
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5. Ludzkie myślenie i zachowanie opiera się na nieprobabili- 
stycznych rodzajach niepewności, które można reprezento­
wać i interpretować poprzez kategorie rozmyte.

6. Sposób, w jaki ludzie posługują się i strukturują kategorie po­
znawania rzeczywistości oraz ich zachowań w środowisku, 
odpowiada właściwościom heurystyk kategorii rozmytych.

7. Heurystyki kategorii rozmytych pozwalają na budowanie 
metod i technik analizy danych psychologicznych, zarówno 
jakościowych, jak i ilościowych, z zachowaniem koncepcji 
ich struktury.

Współczesne zastosowania teorii zbiorów rozmytych zmie­
rzają w kierunku badania sztucznej inteligencji, poszerzonych 
modeli logiki rozmytej, sterowania optymalnego, inteligencji 
stron internetowych (Web Intelligence), inteligencji wyszukiwa­
rek wiedzy i wiadomości (World Knowledge), nowych narzędzi 
badawczych, takich jak sformalizowanie języka naturalnego 
(Precisiated Natural Language), komputerowych tłumaczeń tek­
stów itp.

Pragnę wyrazić nadzieję, że ta monografia zapoczątkuje za­
stosowania heurystyk kategorii rozmytych w badaniach psy­
chologicznych i poprzez to przyczyni się do dalszego rozwoju 
wielu dziedzin psychologii.

Rozważania końcowe pragnę zakończyć tłumaczeniem my­
śli twórcy teorii zbiorów rozmytych, Lotfi Zadeha, którą przyją­
łem jako motto tej książki: N arzędzia,których badacze używają 
do eksploracji pew nych problem ów  sztucznej inteligencji, są 
czasam i zb y t precyzyjne, żeb y  m ogły poradzić sobie z  „rozmy- 
tością"realnego świata.
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Czesław Noworol -  magister matematyki, doktor nauk technicznych w zakresie orga­
nizacji i zarządzania oraz doktor nauk humanistycznych w zakresie psychologii, jest 
zatrudniony w Instytucie Ekonomii i Zarządzania Uniwersytetu Jagiellońskiego. Zajmuje 
się metodologią badań naukowych w dziedzinie nauk społecznych. Autor ponad 200 
publikacji, w tym z zakresu stosowania matematyki i metod statystyki matematycznej 
do metodologii badań naukowych, a w szczególności pionierskich zastosowań analizy 
sekwencyjnej, metod analizy skupień, wielowymiarowych analiz i redukcji danych oraz 
hierarchicznych modeli rozmytych do metodologii badań psychologicznych. Członek 
wielu prestiżowych organizacji i towarzystw  naukowych, m.in. Polskiego Towarzystwa 
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Psychologicznego, American Psychological 
Association, Applied Vocational Psychology and Policy Research Unit, International Stress 
Management Association, Narodowego Forum Doradztwa Kariery. Jest ekspertem Komisji 
Europejskiej, koordynatorem i ekspertem ponad 20 międzynarodowych projektów badaw­
czych współfinansowanych przez KE w ramach takich programów, jak Lifelong Learning 
Programme, Leonardo da Vinci, Comenius, Joint Actions, Phare.

Niniejsza książka jest pierwszą w Polsce monografią, która stanowi autorską propozy­
cję oparcia pomiaru psychologicznego na heurystykach kategorii rozmytych. Podstawę 
tych heurystyk stanowią teorie zbiorów rozmytych, ujmujące przynależność elementu 
do zbioru w pewnym stopniu zawartego od 0 do 1, oraz logika rozmyta uwzględniająca 
nieskończenie wiele odcieni prawdy czy fałszu wprowadzonych przez Lotfi Zadeha. Heu­
rystyki kategorii rozmytych pozwalają, w pewnym zakresie, na przenikanie się koncep­
cji jakościowego i ilościowego pomiaru psychologicznego, eliminując sztuczne bariery, 
ustanawiając jasną korespondencję pomiędzy pojęciami matematycznymi i werbalnymi, 
poprzez wprowadzanie pomiaru bardziej opartego na rozmytych przedziałach niż na ska­
lach punktowych. Wprowadzenie rozmytych miar asocjacji i pokrycia kategorii rozmytych 
stanowi podstawę do wielowymiarowych technik redukcji danych psychologicznych bę­
dących analogią naukową lub uogólnieniem takich technik, jak analiza czynnikowa, ska­
lowanie wielowymiarowe czy hierarchiczna analiza skupień.
Celem tej monografii jest zaproponowanie nowego nurtu w metodologii badań psycholo­
gicznych, wykorzystującego ujęcie nieprobabilistyczne, któremu nadano nazwę heury­
styk kategorii rozmytych.


