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The tools researchers use to probe certain Artificial Intel-
ligence problems, are sometimes too precise to deal with
the,,fuzziness" ofthe real world.

Lotfi Zadeh
(Communications of the ACM, 1984)

Wstep

Wspotczesna mysl wielu subdyscyplin psychologii, zwitasz-
cza zajmujacych sie rozwojem cztowieka (w tym w sytuacji
pracy), nowym paradygmatem Kariery, organizacja, zarzadza-
niem, doradztwem kariery, podejmowaniem decyzji itp., kieru-
je uwage badaczy na potrzebe budowania nowych teorii czy tez
adaptowania teorii rozwoju i osobowosci cztowieka w cyklu
zycia do zachodzgcych zmian cywilizacyjnych, ekonomicznych,
spotecznych oraz wymagan wspdétczesnego rynku pracy (Ban-
ka 2007). Jednocze$nie te zmiany i wymagania stajg sie coraz
bardziej ogdlne, nieprecyzyjne, nieokreslone, niesciste, niekon-
kretne, niestate itp. Mozna powiedzieé, ze sg w r6znym stopniu
rozmyte.

Wiele zagadnien pozostaje wcigz nierozstrzygnietych i nie-
opisanych z powodu braku odpowiedniej metodologii. Wsze-
dzie tam, gdzie procedury psychometryczne zawodza, gdzie
whnioskowanie statystyczne obarczone jest zbyt duzym biedem
pomiaru czy wnioskowania, gdzie wystepujace fenomena psy-
chologiczne majg charakter ewidentnie nieprobabilistyczny,
stosuje sie studium przypadku jako jedyng metode, nie z wybo-
ru, lecz z braku innej.

Psychometria, bedgca krolowa psychologii réznic indywi-
dualnych, dostarcza bez liku znakomitych procedur statystycz-
nych, z ktérych bardzo wiele powstato lub zostato rozwinie-



tych na potrzeby badania tego, jak dalece ludzie r6znig sie mie-
dzy sobg. Paradoksalnie, réznice usituje sie opisywacé poprzez
ich niwelowanie, dgzac do znakomitych modeli matematycz-
nych, w ktérych owe rdznice sg uwzgledniane jako tzw. biad.
Jednoczes$nie kazdy badacz wie, ze gdyby nie ten biad, to np.
wszyscy reagowaliby jednakowo na ten sam bodziec. Coraz
wiecej cech, ktére dzigki zabiegom statystycznym (niwelowa-
nia réznic) uwazano za state, odkrywa sie na nowo, dowodzac,
ze wecale takimi nie sa. Co wiecej, badacze zaczynajg sie zasta-
nawiac, czy majg one w ogéle probabilistyczny charakter, bo
jesli nie, to statystyczne modele bytyby nie tylko obarczone
btedem, ale w ogodle stosowane w spos6b mato zasadny.

Na dodatek czesto mozna spotkac sie z opiniami, ze czto-
wiek jest osobliwy, niepojety, ekscentryczny, kuriozalny, ze
mato zdarzen czy rzeczy w jego zyciu mozna przewidzie¢, a co
wazniejsze, nie ma nic statego ani pewnego. A co to znaczy,ze
cztowiekjest osobliwy? Czy to, ze jestjedyng forma zycia ro-
zumnego we wszechswieciel Przeciez wysitki nauki zmierzajg
do znalezienia innych lub podobnych form zycia. A moze dlate-
go, ze kazda zywa istota jest innal Psychologia réznic indywi-
dualnych wcigz odkrywa, jak bardzo kazdy cztowiek rézni sie
od innych.

Dalej mozna pytac¢ o kazde okre$lenie, w kazdej opinii. Co to
np. znaczy, ze nie ma nic statego anipewnegol Wszystkie okre-
Slenia zawarte w tych opiniach sg zrozumiate, ale jednoczesnie
wszystkie sg nieprecyzyjne, niesciste, nieostre, zbyt ogolne,
mozna powiedzie¢, w réznym stopniu rozmyte.

Wzrastajaca z dnia na dzien liczba informacji, ktére do nas
docieraja i ktdre nas otaczaja, sprawia, ze zaczynamy miec co-
raz wieksze trudnos$ci z rozumieniem, co jest czym. Zaczynamy
uswiadamia¢ sobie i odkrywaé¢ coraz wiecej niepewnosci
w Srodowisku, w ktérym zyjemy. To witasnie ta niepewnos¢ jest
gtownym stresorem powodujgcym frustracje, zte samopoczu-



cie czy tez r6znego rodzaju choroby. Jednoczesnie psycholo-
giczne mechanizmy adaptacyjne powoduja, ze cztowiek potrafi
coraz lepiej funkcjonowa¢ w warunkach niepewnosci.

Niepewnos¢ ta zawiera duzo bardzo uzytecznych informacji.
Informacje te sg z natury rzeczy nieostre i nieprecyzyjne, czyli
rozmyte. Te rozmyte informacje pojawiajg sie zazwyczaj w sy-
tuacji niejednoznacznie zdefiniowanej, stabo wyodrebnionej,
nieostrej, nieprecyzyjnej czy nawet watpliwej. Jednoczes$nie
musimy uzywac tych informacji do budowania modeli dyna-
micznych czy tez do prowadzenia racjonalnego wnioskowania
i rozumowania. Musimy uczy¢ sig, jak rozumieé samg rozmyta
informacje czy wystepujace relacje rozmyte.

Wszystkie tego typu fenomena rozmyte, jak zbiory, infor-
macje, relacje czy pozycje testu, ktdre badacz chce objaé po-
miarem psychologicznym, nazwane sg tutaj kategoriami roz-
mytymi.

Nasuwa sie zatem naturalne pytanie: Czymoznaprecyzyjnie
badac¢ niepewnos$¢ albo subiektywizm! OdpowiedZ na nie jest
trudna, poniewaz wystepujagce w pytaniu okreslenia niepew-
nosci subiektywizm sa okresleniami rozmytymi, sg to katego-
rie rozmyte. Pytanie to, z metodologicznego punktu widzenia,
sprowadza sie zatem do pytania: Jak mozna precyzyjnie badac
kategorie rozmyte! Pytanie owo, w szczeg6lnosci, zastosowane
do pomiaru psychologicznego, staje sie pytaniem o jego heury-
styke, czyli sztuke jego tworzenia poprzez poszukiwanie ana-
logii (Biela 1991), eksperymentowanie, logiczne rozumowanie
i wreszcie zrozumienie (Alberti 2010) i matematyczne ujecie
badanego zjawiska (Pdlya 2009).

Teoria zbiorow rozmytych, sformutowana przez Zadeha
i Klaua, moze stanowi¢ podstawe jednej z bardziej sensownych
heurystyk. Jest to mozliwa droga opisu i wnioskowania o nie-
pewnosci i realnie istniejgcych fenomenach, ktore sg w réznym



stopniu rozmyte w swej naturze lub w subiektywnej ocenie
rzeczywistosci.

Celem niniejszej monografii jest krytyczne przedstawienie
heurystyk opisu i badania rozmytych fenomendéw w psycholo-
gii w taki sposdb, aby badacz mdgt samodzielnie skonstruowac
sSwojg przestrzen konceptualizacyjng w ramach nowych moz-
liwosci, jakie stwarza teoria kategorii rozmytych.

Ksigzka zawiera zatem systematyczny wyktad monograficz-
ny podstaw teorii zbiorow rozmytych oraz ich przydatnosci
w badaniach psychologicznych. Rdznego rodzaju operacje na
zbiorach rozmytych omoéwione sg w sposob krytyczny, z meto-
dologicznego punktu widzenia oraz sg ilustrowane licznymi
przyktadami. Nastepnie wprowadza sie szereg miar i wskazni-
kow, w szczeg6lnosci miary pokrycia i inkluzji, ktére odgrywa-
ja duzg role w analizie skupief rozmytych oraz mogg znalez¢
wiele ciekawych nowych zastosowan w badaniach psycholo-
gicznych.

Na zakorczenie monografii nieco miejsca poSwiecono pro-
blematyce wyznaczania funkcji przynalezno$ci do iteméw
rozmytych.

Podsumowujac rozwazania wstepne, nalezy podkreslié, ze
celem tej monografii jest krytyczne spojrzenie na mozliwosci,
jakie stwarza teoria kategorii rozmytych w metodologii badan
psychologicznych. Mysl przewodnig stanowi bardziej inspiracja
badaczy, ukazujaca kierunki i mozliwosci nowych zastosowan
w réznych subdyscyplinach nauki anizeli hermetyczny wyk#ad
okre$lonego wycinka teoretycznych rozwazan i utylitarnych
mozliwosci ich abstrakcyjnych zastosowan. Ztego wzgledu po-
Swiecono réwniez nieco miejsca na metodologiczne rozwaza-
nia dotyczgce samego rozumienia pojecia rozmytosci oraz
réznic dotyczacych innych poje¢ naukowych, relatywnie odno-
szacych sie do rozmytosci. Podjeto w tym zakresie prébe wyja-
$nienia réznic pomiedzy teorig zbioréw rozmytych w klasycz-
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nym ujeciu Zadeha, jako koncepcjg nieprobabilistyczng, a in-
nymi modelami o charakterze probabilistycznym.

Zwrdcono réwniez uwage na interesujgce wspoétczesne kon-
ceptualizacje teorii mozliwosci i logiki rozmytej oraz wprowa-
dzono terminologie zwigzang z fenomenem rozmytosci, ktora
umozliwia przede wszystkim prowadzenie jednolitego rozu-
mowania na kazdym poziomie zaawansowania rozwazan w tej
monografii oraz jest probg uporzadkowania poje¢ z myslg
o dalszych zastosowaniach. Zadne pojecie nie jest konceptuali-
zacjg teorii filozoficznych ani lingwistycznych, chociaz ich in-
terdyscyplinarny charakter nie wyklucza rozwazan z punktu
widzenia innych dyscyplin, a nawet moze stac sie ich inspiracja.

Serdecznie dziekuje mojej zonie Danusi za wyrozumiato$¢
oraz moim przyjaciotom Adamowi Bieli i Augustynowi Barce
za rozbudzenie ducha nadziei i cenne wskazowki.






1. Zarys teorii zbiorow rozmytych

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiona koncepcja
zbioru rozmytego oraz funkcji uczestnictwa, zwanej réwniez
funkcja przynaleznoSci. Wszystkie pojecia z zakresu teorii
zbioréw rozmytych zostang zaprezentowane w taki sposdb,
aby czytelnik nieobeznany z tg teorig mogt zrozumie¢ zar6wno
samg koncepcje zbioru rozmytego, jak i podstawy teorii zbio-
row rozmytych.

Celem tego rozdziatu jest takie ujecie podstaw teorii zbio-
réw rozmytych, zeby mozna byto tatwo wprowadzi¢ nieco bar-
dziej zaawansowane rozumowanie dotyczgce prezentowanych
w nastepnych rozdziatach fenomendw stosowania teorii zbio-
row rozmytych w metodologii badarn psychologicznych, obej-
mujace m.in. koncepcje pomiaru rozmytego czy tez koncepcje
skupien rozmytych.

Przykiad 1

Rozwazmy stan psychologicznego dobrostanu jednostki
wynikajacy z wiezi z domem, ktéry doswiadczany jest poprzez
jego obecno$¢ lub dostepnosé (Banka 2007). Jego brak lub
zbytnie oddalenie i konieczno$¢ kontaktu z obcym, nieznanym
Srodowiskiem, np. w czasie dtuzszego wyjazdu za granice czy
tez migracji, prowadzi do syndromu reakcji stresowych, zna-
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nego jako szokkulturowy (Ward i in. 2001). Podstawg psycho-
logicznego dobrostanu jednostki albo szoku kulturowego sg
zatem dwie rzeczy. Po pierwsze, pojecie czy tez definicja domu
(Al-Ali i Koser 2002), a po drugie, uczucie przywigzania, ukie-
runkowane na zapewnienie bliskiego kontaktu z domem czy
tez jego dostepnosci.

To pierwsze wigze sie przewaznie z miejscem aktualnego
pobytu, takim jak dom rodzinny, nowo kupiony dom, nowe
mieszkanie, wynajete mieszkanie, akademik, pokdj w hotelu
itp. Z kolei przywigzanie do domu wielu badaczy okresla jako
przywigzanie do miejsca (np. Williams i Vaske 2003), przy
czym miejsce rowniez nie jest definiowane precyzyjnie i sta-
nowi piekny przykiad pojecia rozmytego.

Zatem zar6éwno dom, jak i miejsce sg kategoriami rozmyty-
mi, podlegajacymi pomiarowi psychologicznemu. Rozwazania
te sg kontynuowane w przyktadzie 1.1.

1.1. Pojecie zbioru rozmytego

Jak wspomniano we wstepie, teoria zbioréw rozmytych zo-
stata wprowadzona w dwdch publikacjach, ktére ukazaty sie
niemal w tym samym czasie (Klaua 1965, Zadeh 1965). Praca
Dietera Klauy miata charakter czysto teoretyczny i pomimo nie-
watpliwej wartoSci w zakresie rozwazah matematycznych od-
nosnie do pojecia niepewnosci i logiki wielowartosciowej nie
cieszyla sie wiekszym zainteresowaniem badaczy. Natomiast
praca Lotfi Zadeha, profesora University of California w Berke-
ley, trafita na podatny grunt - prawdopodobnie dlatego, ze byta
ukierunkowana na zastosowania komputerowe i inzynierskie,
co zbiegto sie w czasie z wysitkami informatykdw i inzynieréw
dotyczacymi konstruowania coraz to bardziej sprawnych i, inte-
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ligentnych” komputerdéw. Znalazta wielu zwolennikow, a jej kon-
tynuacje stanowity kolejne prace tego samego autora, ktory
réwniez wprowadzit pojecie logiki rozmytej (Zadeh 1987).

Teoria zbioréw rozmytych w pierwotnej koncepcji Zadeha
dotyczyta de facto definicji podzbiorow rozmytych (Zadeh
1965). Tym niemniej nalezy wyjasni¢, ze omawiana teoria, bedga-
ca wiasciwie teorig podzbiorow rozmytych, jest jednakze czesto
dla wygody oraz ze wzgledu na fakt, ze podzbidr jest zbiorem,
definiowana semantycznie poprzez opuszczenie przedimka
,»pod”.

W dalszym ciggu tej ksigzki pojawi sie pojecie kategorii
rozmytej, ktdre obejmie zar6wno same zbiory rozmyte jako
takie, jak i rozmyte pozycje kwestionariuszy czy skal psycholo-
gicznych, a takze cate skale. Ujmujac zatem zagadnienie bar-
dziej precyzyjnie, mozna przyja¢ definicje, ze kategoria rozmy-
ta jest rozmyta operacjonalizacjg poje¢ psychologicznych.

Definicja zbioru rozmytego

Niech U bedzie zbiorem skonczonym lub nieskonczonym
pewnych elementéw, powiedzmy x. Podzbidr rozmyty A zbioru
U okre$lony formutg 1.1 jest zbiorem uporzgdkowanych par:

A= {(x: Lk(x)), dla kazdego xEU} (1-1)

gdzie:
Pa(x) - stopiefi przynaleznos$ci elementu x do zbioru
rozmytego A

U - zbi6r nazywany uniwersum jako zbiér odniesie-
nia, w ktérym rozwaza sie konkretne zbiory roz-
myte;

Pa - funkcja przynaleznosci, ktora kazdemu elemen-

towi x przyporzagdkowuje pewng warto$¢ ze zbioru
M. Zbiér M nazywa sie zbiorem przynaleznosci.
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Zbior przynaleznosci M moze zawiera¢ dowolne elementy,
jednakze zaktada sie, ze jest to zbiér uporzagdkowany. W wielu
zastosowaniach jako zbiér M przyjmuje sie przedziat obu-
stronnie domkniety od zera do jeden:

M= [0,1],

Rozwazmy Kkilka przyktadéw, dotyczacych definiowania
zbioréw rozmytych.

Przykiad 1.1

Przemieszczenia przestrzenne zwigzane z mobilnoscig, kto-
rych wyrazistym przyktadem sg migracje zarobkowe, bez
wzgledu na motywy zawsze powodujg zmiany i zaburzenia
w umystowych reprezentacjach identyfikacji indywidualnej
(Swain 2003). Centralnym wymiarem tej identyfikacji jest po-
czucie kontynuacji tozsamos$ci w relacji do miejsca, jakim jest
dom. Pojecie domu, ktory jest tutaj pojeciem referencyjnym, jest
powszechnie zrozumiate, pomimo ze jest to pojecie rozmyte.

Niech uniwersum U oznacza miejsce, jak w przyktadzie 1.
Wowczas zbior rozmyty D¢ Umoze oznacza¢ pojecie dom,
jako opisane pojecie referencyjne, w sytuacji migranta.

Niech zbioér U sktada sie z szesciu elementow.

U= {di,d2,d3,d4,d5,d6}, (1-2)
gdzie:
di - stuzbowy pokoj w hotelu pracowniczym;
d2 - miejsce statego zamieszkania;
d3 - nowe miejsce zamieszkania migranta;

da - domek na dziatce;
ds - dom rodzinny, w ktérym jednostka juz nie mieszka;

16



dé

- miejsce zamieszkania osoby, ktdra wyjechata cza-
sowo do pracy za granice, a ktérej rodzina mieszka
w Kkraju.

Niech funkcja przynaleznosci (charakterystyczna) przybiera
wartosci ze zbioru M = [0,1]. Funkcja ta moze by¢ rozpatrywa-
na, jako funkcja przywigzania do miejsca, ktéra obejmuje ocene
zwigzang z tozsamoscia, obiektem i relacjg taczaca jednostke
z miejscem bytowania (Banka 2007). Wéwczas zbidr rozmyty
D (dom) moze by¢ okreslony nastepujaco:

di

d2

d3

ds

- nalezy do zbioru Dbardzo stabo, tzn. funkcja przy-
naleznos$ci przyjmuje warto$¢ bliskg zeru, np. gg (di)
= 0,15. Osoba mieszkajaca w stuzbowym pokoju
w hotelu pracowniczym nie zywi do tego miejsca
zadnych szczeg6lnych uczué, a nawet moga to by¢
uczucia wrecz negatywne;

- w pelni nalezy do zbioru D, funkcja przynaleznosci
przyjmuje warto$¢ maksymalng rowna jeden, gg (d2) =
1. Osoba jest emocjonalnie przywiazana do tego miej-
sca, moze poswieca¢ swdj czas i fundusze dla popra-
wiania warunkdw zycia w tym miejscu;

- jest elementem silnie nalezagcym do zbioru D, ale nie
w petni, funkcja przynaleznosci przyjmuje wartos¢
bliska jeden, np. gg (d3 = 0,85. Osoba uwaza, ze
wszystko, co dzieje sie w tym miejscu, jest dla niej
wazne, i zamierza poswieca¢ swoj czas i fundusze,
aby uczyni¢ z tego miejsca dobre Srodowisko dla
SWO0jego zycia;

- nie nalezy do zbioru D, funkcja przynaleznosci
przyjmuje wartosé rowng zeru, gg (d4) = 0. Pomijajac
uczucia, ktére zazwyczaj sg pozytywne, osoba w zad-
nej relacji nie utozsamia tego miejsca z reprezentacjg
pojecia dom;
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ds - nalezy do zbioru Dw pewnym stopniu, ani niezbyt
matym, ani niezbyt duzym, funkcja przynaleznosci
przyjmuje warto$¢ niezbyt bliskg ani zeru, ani jeden,
np. gg (ds) = 0,59. Osoba mysli o sobie jako o kims,
kto wyrdst z tego miejsca, i przejawia uczucia najcze-
Sciej pozytywne i sentymentalne, chociaz moga by¢
inne, w zaleznosci od wspomnien z dziecinstwa. Dla
migranta pojecie domu rodzinnego wigze sie czesto
z uczuciem nostalgii (Van Tilburg i in. 1997, Swain
2003);

d¢ - nalezy do zbioru Dw stabym stopniu, ale bardziej
niz di, funkcja przynaleznosci przyjmuje wartos¢ bli-
skag zeru, ale wiekszg niz 0,15, np. gg (d¢) = 0,27.
Osoba ma zamiar spozytkowac¢ swoj czas wolny dla
poprawy warunkoéw funkcjonowania tego miejsca, ale
nie przejawia poczucia wiekszej wiezi z nim.

Zgodnie definicjg zbioru rozmytego (formuta 1.1) zbio6r
rozmyty D, ktdry reprezentuje pojecie domu zawierajgcego
opisanych sze$¢ elementow (formuta 1.2), mozna formalnie
zapisa¢, jako zbior par uporzadkowanych:

D= {(dI:0,15),(d2:1),(d3:0,85),(d4:0),(d5:0,59),(d6:0,27)}

gdzie:
di (i=i,23456) - element zbioru U, wartos¢ po dwukropku
jest wartoscig funkcji przynaleznosci g da-
nego elementu do zbioru rozmytego D.
Zadeh wprowadzit specyficzny zapis zbioru rozmytego. Gdy
uniwersum ma skonczong liczbe elementéw, U = (xi, xr, X3, ...,

xn}, wdwczas zbior rozmyty Xzapisany jest w postaci sumy
(formuta 1.3):
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(1.3)

natomiast gdy uniwersum ma nieskonczong liczbe elementow,
wowczas zbidr rozmyty X zapisany jest w postaci nastepujacej
catki (formuta 1.4):

W zapisie wprowadzonym przez Zadeha zbi6ér D {dom) prezen-
tuje formuta 1.5:

di  d2 d3 d4 d5 d6 (15)

Zbior rozmyty jako rozszerzenie koncepcji zbioru zwyktego

tatwo zauwazy€, ze koncepcja zbioru rozmytego jest pew-
nym rozszerzeniem koncepcji zwyktego zbioru. Jezeli funkcja
przynaleznos$ci przyjmuje wartosci w zbiorze dwuelemento-
wym, ztozonym z zera i jedynki: M = {0,1}, wéwczas funkcja ta
opisuje po prostu zwykty zbior, jako binarna funkcja Bolowska.

Wezmy pod uwage zbiér DokresSlony w przykiadzie 1.1.
Zwykly podzbiér D moze zawiera¢ od zera do pieciu elemen-
tow, poniewaz ds nalezy do zbioru rozmytego D, z zerowg war-
toscig funkcji przynaleznosci, gg (d4) = 0, co oznacza, ze ele-
ment d4 nie nalezy do zadnego podzbioru zwyktego zbioru D.

Rozwazmy zatem zwykty zbiér N cD zawierajacy trzy ele-
menty:

N —{d2, d3 d¢}.
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Zbior ten moze by¢ rowniez okre$lony za pomocg funkcji przy-
naleznosci do zbioru rozmytego N poprzez jej zdefiniowanie
w nastepujacy sposab:

PN (di) —0, pn(02) —1, gN(d3) — 1, pn(04) —0,
gN(ds) —O0, ps(06) —1.
Zwykty zbiér N moze by¢ zatem zapisanyjako zbiér rozmyty N:
N= N= {(dz0),(d2:1),(d3:1),(d4:0),(d5:0),(d6:1)}

Wida¢ wyraznie, ze zbiér zwyk}y ignoruje stopien przyna-
leznosci do zbioru rozmytego D (formuta 1.5). Kazdy z elemen-
tow dz, d3 d¢ nalezy do zbioru zwyktego N, niezaleznie od tego,
jak silnie przynalezat do zbioru rozmytego D.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze zbiory zwykte sg jedy-
nie szczeg6lnymi przypadkami zbiordw rozmytych, w ktérych
funkcja przynaleznosci jest zdychotomizowana i przyjmuje
dwie wartosci:

ldlaVxe A
OdlaVvxg A

Wobec tego, ze zhiory rozmyte sg de facto uogdlnieniem
zbiorow zwyktych, mozna wskazaé na szerokie ich wykorzy-
stanie w metodologii badan psychologicznych. Zastosowanie
ich chociazby przy konstrukcji kwestionariuszy zezwala bada-
czowi na takie formutowanie pozycji (iteméw), ktére nie wy-
musza na osobach badanych sztucznej dychotomizacji przy
dawaniu odpowiedzi.
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Definicja zbioru rozmytego pustego

Zbiér rozmyty 0 nazywamy pustym wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy element x e U ma warto$¢ funkcji przynaleznosci
rowng zeru, co odpowiada zwyktemu zbiorowi pustemu, ktory
definiuje sie tak, ze zaden element do niego nie nalezy. Z tego
wzgledu zbidr rozmyty pusty jest oznaczony takim samym
symbolem jak zwykly zbidr pusty:

0 = {xeU: po(x) = 0}

Warto réwniez zwréci¢ uwage na kilka nastepujacych defi-
nicji pojeé¢ charakteryzujgcych zbiory rozmyte na podstawie
wiasnosci funkcji przynaleznosci. Pierwszym z nich jest pojecie
wysokos$ci zbioru rozmytego i zwigzanego z nig okre$lenia
zbioru normalnego, a nastepnie pojecia zbiorow wypukitych
i wklestych.

WysokoScig zbioru rozmytego bedziemy okresla¢ najwyzsza
wartos$é, jakg przyjmuje funkcja przynaleznoSci, rozpietg na
tym zbiorze.

Definicja wysokosci zbioru rozmytego

Wysokoscig zbioru rozmytego A nazywamy liczbe h(A)eM;

h(A) = ze> A(X)

Definicja normalnego zbioru rozmytego

Zbiér rozmyty A nazywamy normalnym wtedy i tylko wte-
dy, gdy wysokosé tego zbioru wynosi jeden: h(A) = 1

Innymi stowy, zbiér rozmyty A nazywamy normalnym wte-
dy itylko wtedy, gdy istnieje przynajmniej jeden taki element a,
ze funkcja przynaleznosci przyjmuje wartosé 1.
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3ae U, uA(@) = 1

Uwaga. Jezeli zbiér rozmyty nie jest normalny, to mozna go
znormalizowa¢ za pomocg prostego przeksztatcenia funkcji
przynaleznosci:

N(kKA(X)) = dlaVxe U

Definicja jadra zbioru rozmytego

Jadrem zbioru rozmytego A nazywamy zbior:
core(A) = (xeU: ya(x) = 1}

Z definicji tej wynika oczywisty wniosek: jezeli zbiér rozmy-
ty A jest normalny, to jego jadro zawiera przynajmniej jeden
element.

Definicja wypukiego zbioru rozmytego

W przypadku gdy uniwersum U jest zbiorem liczb rzeczywi-
stych, U= R, wéwczas zbiér rozmyty A £ | nazywamy wypu-
ktym wtedy itylko wtedy, gdy

Vxi, x2el,V 5e [0,1] pa(6xi+ (1- 5)x2) > min[pA(xi), PA(x2)J

Definicja wklestego zbioru rozmytego

W przypadku gdy uniwersum U jest zbiorem liczb rzeczywi-
stych, U = R, wowczas zbiér rozmyty A £R nazywamy wkle-
stym wtedy itylko wtedy, gdy

Vxi, x2£1,V 6e [0,1] pa(oxi + (1 —5)x2) < max[gA(xi), Pa(x2)J
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Z definicji wypuktego i wklestego zbioru rozmytego wynika
wprost, ze kazdy zbiér zwykly bedacy p-przekrojem (pod-
rozdz. 1.2) wypukiego lub wklestego zbioru rozmytego A jest
zbiorem odpowiednio wypuktym lub wklestym.

1.2. Funkcja przynaleznosci

Zbiory rozmyte istniejg jako naturalne kategorie spotykane
nie tylko w psychologii czy innych naukach spotecznych, ale
w okresleniach jezyka naturalnego lub w sytuacjach codziennych.

Ciekawa rzeczg jest przeSledzenie, jak sam Zadeh rozumiat
pojecie rozmytosci, a nastepnie zbioru rozmytego, co formalnie
zostato juz przedstawione w podrozdziale 1.1. Ot6z Zadeh
okreslat rozmyto$¢ jako nieprobabilistyczny rodzaj nieokre-
$lonosci. Naturalnie nieokre$lono$¢ nie jest rowniez wprost
pojeciem oczywistym. Dlatego Zadeh (1979) definiuje nieokre-
§lonos¢ jako kombinacje dwoch pojeé: rozmytoSci oraz nieja-
snosci, ktorej szczegdlnym przypadkiem jest dwuznacznosc.
Oto jak na przyktadach wyjasnia r6znice pomiedzy tymi poje-
ciami: ,,Ruth ma ciemng skére i jest wiascicielkg czerwonego
porsche” oraz ,,Ruth mieszka gdzie$ blisko Berkeley”. W pierw-
szym zdaniu ,,ciemny” i ,czerwony” sg pojeciami, ktére mozna
stopniowaé. Sg to pojecia nieokreslone i nieprobabilistyczne,
a wiec rozmyte. Drugie zdanie jest tez nieokre$lone, ale pojecie
»gdzie$ blisko” jest catkowicie niejasne. To nie jest pojecie
rozmyte.

Kluczem do definiowania zbhiorow rozmytych jest jednak
funkcja przynaleznosci, a nie rozwazania filozoficzne. W zbio-
rze ludzi wyr6zni¢ mozna np. podzbidr rozmyty ludzi inteli-
gentnych albo podzbidr rozmyty ludzi proaktywnych, w zbio-
rze wierszy wyrdzni¢ mozna podzbiér rozmyty wierszy
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dobrych, w zbiorze pracownikéw danego zaktadu podzbiorem
rozmytym moze by¢ zbiér os6b wypalonych zawodowo, czyli
wykazujgcych objawy syndromu burnout, albo zbiér dobrych
pracownikdw itp.

Aby jednak kazdy z tak definiowanych podzbiorow byt rze-
czywiscie zbiorem rozmytym, nalezy okresli¢ dla niego funkcje
przynaleznos$ci lub przynajmniej podaé, jakie wartosci przyj-
muje ona dla poszczego6lnych elementéw.

Ponadto nalezy réwniez zwrd6ci¢ uwage na subtelne zbiez-
nosci, ktére bynajmniej nie niwelujg réznic pomiedzy pojeciem
rozmytosci a pojeciem prawdopodobienstwa subiektywnego.

PrawdopodobiefAstwo to definiuje sie zazwyczaj jako sto-
pien przekonania danej osoby, ze zajdzie okreslone zdarzenie.
Jest ono podstawag teorii Bayesa dotyczacej wnioskowania pro-
babilistycznego (Kleiter 1981), natomiast, jak juz wspomniano
powyzej, teoria zbioréw rozmytych jest konceptualizacjg nie-
probabilistyczna.

Przykiad 1.2

Niech W oznacza zbior wartosci ilorazu inteligencji 1Q
(Stanford-Binet) dwunastu oséb z doktadnosciag do jednego
punktu skali:

W = {87, 97, 100,105, 106, 108,111, 115,116,117, 127,133}

Zgodnie z rozktadem normalnym wartosci 1Q w ujeciu psy-
chometrycznym nalezatoby stwierdzié¢ np., ze 9 0oséb ma prze-
cietny iloraz inteligencji, a pozostate trzy wysoki, albo ze 1
osoba ma ponizej przecietng inteligencje (IQ = 87), pie¢ ma
przecietng (IQ = 97-108), trzy ponadprzecietng (IQ = 111-
116) i trzy wysoka (IQ = 117-133). Tym niemniej zaden ba-
dacz nie powie, ze osoba majaca 1Q = 87 czy IQ = 97 jest tak
samo inteligentnajak jednostka majaca IQ = 106 czy 1Q = 115.
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Rozmyty zbidr | zdefiniowany jako zbidr wartosci 1Q jedno-
stek o przecietnym ilorazie inteligencji moze by¢ zdefiniowany
nastepujaco:

| = {(87:0,25), (97:875), (100:1), (105:0,75), (106:0,6875),
(108:0,5625), (111:0,375), (115:0,125), (116:0,0625), (117:0),
(127:0), (133:0)}

Wida¢, ze przy tak zdefiniowanej funkcji przynaleznoSci
osoby, ktére uzyskaly powyzej 116 punktdéw, nie naleza do
zbioru rozmytego | (jednostek o przecietnej inteligencji), po-
niewaz ich funkcja przynalezno$ci wynosi zero. Pozostali nale-
zg do zbioru I w réznym stopniu. Oczywiscie, wartosci funkcji
przynaleznosci pi(x) moga przybiera¢ inne wartosci, np.:

| = {(87:0,74), (97:94), (100:1), (105:0,9), (106:0,88),
(108:0,84), (111:0,78), (115:0,7), (116:0,68), (117:0,66),
(127:0,46), (133:0,34)}

Teraz osoby o wyzszych wynikach dalej przynalezg do zbio-
ru rozmytego | (jednostek o przecietnejinteligencji), ale w co-
raz to mniejszym stopniu. Funkcja przynaleznosci moze dawac
mozliwos$¢ innej interpretacji pojecia przecietnie inteligentny.
W tym przypadku moze to nie mie¢ duzego znaczenia utylitar-
nego, ale pokazuje mozliwosci interpretacyjne, jakich moze do-
starczy¢ dobor wiasciwej funkcji przynaleznosci do opisania
fenomenu psychologicznego.

Funkcje przynaleznosci mozna tez oprze¢ na formule ma-
tematycznej (1.6), np.:

w(x) = 32+(x-100)2 £1.63
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Wartosci tej funkcji przynaleznosci ilustruje rysunek 1.1.

Rysunek 1.1. Wykres funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego | oséb
przecietnie inteligentnych

Jednostki o warto$ci funkcji przynaleznosci wieksze niz 0,1
naleza do zbioru oséb, dla ktérych wartos¢é 1Q miesci sie w jed-
nym odchyleniu standardowym wokat Sredniej. Jest to zbior
zwykty, Kktory nazywa sie p-przekrojem zbioru rozmytego.
W tym przypadku jest to 0,1-przekrdj zbioru rozmytego I, co
oznacza sie lo,i.

loji = 0,l-przekrdj(l) = (x g 1Q: pi(x) > 0,1}

Podobnie mozna okres$li¢ zbidr zwykty osdb, ktore uzyskaty
wyniki 1Q nieodbiegajace od $redniej o wiecej niz pdt odchyle-
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nia standardowego. Jest to 0,3-przekrdj zbioru rozmytego |
(rysunek 1.1, linia przerywana).

103 = 0,3-przekréj(l) = (x g 1Q: pi(x) > 0,3}

Ogolnie rzecz biorac, p-przekréj mozna zdefiniowaé naste-
pujaco:
zwykty zbidr Apnazywa sie p-przekrojem zbioru rozmytego A
wtedy itylko wtedy, gdy

Ap= p-przekréj(A) = {Xx g U: ya(x) > p}dla VpeM

Dla zbioréw zwyktych bedacych p-przekrojami zbioru roz-
mytego A zachodzi nastepujgca prawidtowosc:

jezeli pi < p2to ARc Api
Prawidtowos$¢ tajestwidoczna na rysunku 1.1:
0,1<0,3”" 103c loji

Z definicji p-przekroju zbioru rozmytego wynika, ze moze
by¢ on traktowany jako odwrotna funkcja do rozmycia. W pod-
rozdziale zwrdcono uwage, ze koncepcja zbioru rozmytego jest
pewnym rozszerzeniem koncepcji zwyklego zbioru. Teraz wi-
dac, jak mozna za pomocg p-przekroju uzyskaé zbior zwykly ze
zbioru rozmytego.

Warto zwr6ci¢ uwage, ze we wspotczesnej teorii zbioréw
rozmytych przyjmuje sie, iz zbiér rozmyty rozpiety jest na
pewnej przestrzeni, zwanej nosnikiem (supp), gdzie funkcja
przynaleznos$ci przyjmuje niezerowe wartosci:

supp(A) = {xeU: Pa(x) > 0}
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W przypadku funkcji okre$lonej formutg 1.6 (rysunek 1.1) no-
$nikiem jest przedziat wartosci 1Q od 52 do 148:

supp(l) = {x £ 1Q: pi(x) > 0}= [52; 148]

Gdyby jednak zatozy¢, ze funkcja przynaleznosci jest funkcja
rozktadu normalnego Gaussa, to wdwczas nosnikiem bytby
przedziat od minus do plus nieskoriczonosci:

supp(l) = {X £ 1Q: gi(x) > 0}= (-ot; +ot)

Z danych przyktadéw wynika jasno, ze funkcja przynalezno-
§ci wprowadza pewng hierarchie wewnatrz zbioru rozmytego.
Elementy bardziej lub mniej przynalezg do zbioru rozmytego
i mozna je ustawié hierarchicznie, np. grupujac razem te, ktére
przynaleza do niego z jednakowg sitg, wedtug wartosci funkcji
przynaleznosci, jak 1Q = 92 i IQ = 108 (rysunek 1.1) Mozna za-
tem powiedzie¢, ze kazdy zbior rozmyty ma juz z definicji
strukture skupienia hierarchicznego.

Przyktady funkcji przynaleznosci

Funkcje przynaleznosci przybierajg rézng postac. W meto-
dologii badan psychologicznych szerokie zastosowanie mogg
znalez¢ nizej wyszczego6lnione funkcje, ktére czesto przyjmuja
nazwy pochodzgce od ich ksztattow (wykreséw). Funkcja tra-
pezoidalna czy tréjkatna jako jej szczegdlny przypadek (formu-
ty 1.7-1.10) nazywane sg np. T-funkcjami przynaleznos$ci do
zbioru rozmytego. Analogiczne nazwy otrzymujg inne funkcje,
np. S-funkcje (formuty 1.11 i 1.12) czy Z-funkcje (formuta
1.13).
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Trapezoidalna funkcja przynaleznosci do zbioru rozmyte-
go A

Odlax< a
. dlaa<x<b
pa(x,a b, cd)= ldlab<x<c 1.7)
gl_cxdlac< x< d
Odlax> d

Formuta 1.7 okresla trapezoidalng funkcje przynaleznosci do
zbioru rozmytego A jezeli no$nik jest wielkos$cig skonczona:

supp(A) = [a,d]; |a, d|<OT

» Trojkatna funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego A
Trdjkatna funkcja przynaleznos$ci jest szczegdlnym przy-
padkiem funkcji trapezoidalnej, gdy b = c.

Odlax< a

Q -dlaa<x<b
Pa(x<a, b, c) = <”® (1.8)
b dlab< x< ¢

Odlax>c

W przypadku gdy nosnik jest przedziatem skonczonym, co wy-
nika z zatozenia dla funkcji trapezoidalnej

supp(A) = [ac]; [a, c| < o,

wowczas formuta 1.8 okre$la tréjkatng funkcje przynaleznosci
do zbioru rozmytego A

Mozna rozszerzy¢ definicje funkcji przynaleznosci w przy-
padku, gdy nos$nik bedzie rozciggniety z ktorej$ strony do nie-
skonczonosci,
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supp(A) = [-oT, c] lub supp(A) = [a, oT]

Wowczas funkcja przynaleznosci przyjmie nastepujacg postac
(formuta 1.9 lub 1.10, odpowiednio), niezaleznie od tego, czy
rozpatrywac sie bedzie funkcje trapezoidalna, czy tréjkatna:

ldlax< b
pA(X, - ot,b, c) = dlab < x<c (2.9)
Odlax>c
Odlax< a
Pa(x, a, b,0T) = dlaa<x<b (1.10)
ldlax>b

» S-funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego A
Ta funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego A nazywana
jest S-funkcja ze wzgledu na jej ksztatt przypominajacy funkcje
sigmoidalng (formuta 1.11):

Odlax< a

pA(x,a,b) = ~ + ~cos F_;n} dlaa<x<b
ldlax>Db

(1.11)

Podobny ksztatt bedzie miata réwniez nastepujgca funkcja
przynaleznosci do zbioru rozmytego A (formuta 1.12):

Odlax< a
a\
N dlaa<x<b

pA(x,a,b,c) = < ) (1.12)
1—2(~~) dlab<x<c

ldlax>c

dlab = 2
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Funkcja przynaleznos$ci okreslona formutg 1.12 jest ztozeniem
czesci dwéch parabol. Moze by¢é modyfikowana; mozna np.
podnie$¢ do potegi 4, alewtedy trzeba pomnozy¢ przez 8.

» Z-funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego A
Ta funkcja jest odbiciem S-funkcji przynaleznosci do zbioru
rozmytego A (formuta 1.11) i okresla jg formuta 1.13:

( ldlax< a
pA(x,a,b) = U + ~cos n)dlaa<x<b (1.13)
I Odlax>b

Analogicznie mozna uzyska¢ Z-funkcje poprzez odbicie
S-funkcji okreslonej formutg 1.12 lub innym stosownym wie-
lomianem.

» Tl-funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego A

Ta funkcja przynaleznosci powstaje poprzez ziozenie
S-funkcji i Z-funkcji. Przyktadowo formuta 1.14 prezentuje
M-funkcje jako ztozenie funkcji okreslonych formutami 1.11
i 1.13.

W tym celu wprowadzmy nastepujace oznaczenie - niech
S-funkcja = S pA(x, a, b), Z-funkcja = Z pA(x, a, b), a M-funkcja
= M _pA(X, a, b), wéwczas:

M _pA(x, a, b, c,d) = min[S_pA(x, a, b), Z pA(x, c,d) (1.14)

» Dzwonowa funkcja Bella przynaleznosci do zbioru rozmyte-
go A

pAXX,w,s;,m) = J .5 (1.15)
W

gdzie: w - szerokos¢; s - nachylenie; m - $rodek.
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» Dzwonowa funkcja Gaussa przynaleznosci do zbioru rozmy-
tego A

(x-m)2

Pa(x,m,a) = e (1-16)

gdzie: m - $rodek; a - szerokos¢.

Jest wiele funkcji o podobnym ksztatcie, np. formuta 1.17
i1.18.

Pa(x,m,0,s) = 1—e_ (Mm-X) (1.17)

gdzie: m - $rodek; o - szeroko$¢; s - nachylenie ramion krzywej.

PA(X, m,a) = 1+ 1 (1.18)

gdzie: m - $rodek; a - szerokosc.
Warto zwrdci¢ uwage, ze funkcja przynaleznosci okre$lona
formutag 1.18 jest szczegdlnym przypadkiem dzwonowej funk-
cji Bella, przynaleznosci do zbioru rozmytego A (formuta 1.15).
Na zakonczenie przegladu podstawowych funkcji przynalez-
nosci nalezy podkresli¢, ze przytoczone siedem klas tych funkcji
nie wyczerpuje mozliwosci zastosowan innych funkcji (pod-
rozdz. 8.2) czytez chociazby innych funkcji elementarnych.

Funkcja przynaleznosci: nieliczbowa i warunkowa

Funkcja przynaleznos$ci niekoniecznie musi przyjmowac
wartos$ci liczbowe; moze ona przybieraé postaé wyrazen lin-
gwistycznych, przez co jest wysoce uzyteczna w naukach spo-
tecznych. Ostatecznie jednak jezeli celem badacza jest nie tylko
opis danego zjawiska, lecz gtebsza analiza, wdwczas wyrazenia
lingwistyczne muszg by¢ przekodowywane na wartosci licz-
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bowe. W wiekszosci przypadkdw takie przekodowywanie nie
nastrecza trudnos$ci w teorii zbioréw rozmytych i pozwala na
zachowanie odpowiedniosci.

Przyktad 1.3

Rozwazmy badania Kemptona (1978), w ktorych funkcja
przynaleznosci ma charakter rozmytych kategorii lingwistycz-
nych. W celu okre$lenia przynaleznosci danego obiektu (ele-
mentu) & do zbioru 0 Kempton zastosowat kwaziporzagdkowy
zbidr semantycznych ocen:

» &absolutnie nie jest elementem 0;

« &w pewnych przypadkach jest elementem 0;
* &jestpewnym rodzajem elementu 0;

e &jestprzede wszystkim elementem 0;

e &jestelementem 0;

» &jestnajlepszym okazem elementu 0.

Przekodowujgc rozmyte kategorie lingwistyczne Kemptona,
mozna przyktadowo przyporzadkowac im nastepujace warto-
§ci z przedziatu [0, 1]:

» absolutnie nie jest elementem, u6(") = 0;

* w pewnym przypadku jest elementem, LL6(") = 0,2;
e jest pewnym rodzajem elementu, u6(*) = 0,4;

e jest przede wszystkim elementem, u6(*) = 0,6;

e jestelementem,p6(”) = 0,8;

» jestnajlepszym okazem elementu, u6(*) = 1

Warto zwrdci¢ uwage, ze zastosowana tu skala liczbowa od
zera do jednos$ci stanowi rodzaj skali ilorazowej. Od zwykiej
skali ilorazowej rézni jag tylko to, iz jest ograniczona przez zero
i jeden. Wartosci zera ijednosci sg tutaj absolutnymi granicami.
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Przyktad 1.4

Rozwazmy funkcje przynaleznosci do zbioru dom (przyktad 1)
jako funkcje odczu¢ zwigzanych z miejscem (Shamai 1991),
gdzie gradacja przywigzania jest okresSlana na kwaziporzad-
kowej skali semantycznych ocen. Kazda kolejna pozycja skali
wyraza wiekszy stopienn przywigzania do miejsca, co wediug
okreslenia Banki (2007) oznacza, ze nastepna pozycja skalijest
bardziejprawdziwa niz poprzednia (Banka 2007, s. 186). Stad
wynika tatwos¢ okreslenia zbioru rozmytego 0 {dom) przy za-
stosowaniu wprost skali Shamai. Warto réwniez zwréci¢ uwa-
ge na pewng analogie pomiedzy skalag Shamai a ocenami w ba-
daniach Kemptona (przykiad 1.3). Niech obiekt & oznacza
teraz dom. Funkcja przynalezno$ci, rozpieta na przedziale
[0,1], moze byé nastepujaca:

» brak jakiegokolwiek poczucia wiezi zdomem, u6(*) = 0;
» wiedza o byciu ulokowanym w domu, zadnych szczegdlnych

uczué, go(™) = 0,2;

e przynalezno$é do domu, u6(”) = 0,45;
e przywigzanie do domu, to co sie w nim dzieje jest istotne,

go(™) = 0,65;
» identyfikacja z domem, emocjonalne przywigzanie, u6(")
= 0,8;

» zaangazowanie siebie, zeby dom stat sie jak najlepszym
miejscem zycia, u6(") = 0,95;
» poswiecenie sie dla domu, u6(®) = 1.

1.3. Warunkowa funkcja przynaleznosci

Istniejg r6zne koncepcje rozszerzenia pojecia funkcji przy-
naleznosci. Zwr6émy uwage na jedng z nich, ktéra moze mieé
szczegOlne znaczenie w psychologii oraz innych naukach spo-
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tecznych i behawioralnych. Jest to koncepcja, w ktérej wartosci
funkcji przynaleznosci sg uzaleznione od pewnych warunkdéw.
Koncepcja ta, bedgca koncepcjg warunkowej funkcji przyna-
leznosci, zostanie zaprezentowana na podstawie rozwiniecia
przykiadu 1.

Wartosci funkcji przynaleznosci wskazujg, w jakim stopniu
rézny czas pobytu os6b wyjezdzajgcych za granice zawiera sie
w zbiorze rozmytym okre$lonym poprzez kategorie przywia-
zania do domu rodzinnego, gdzie zmienng warunkujacg jest
pteé. WartoSci te zostaty okreSlone przez szeSciu sedziow
kompetentnych. Mieli oni za zadanie poda¢ wartosci funkcji
przynaleznosci dla dwoch warunkéw: 1) migrantem jest sa-
motny mezczyzna w wieku 25-30 lat, 2) migrantem jest sa-
motna kobieta w wieku 25-30 lat.

Tabela 1.1 przedstawia wartosci funkcji przynaleznosci dla
zbioru rozmytego dom rodzinny, okre$lonego przez sedzidw
kompetentnych.

Tabela 1.1. Wartosci warunkowej funkcji przynaleznosci przywigzanie do
miejsca dla zbioru dom rodzinny*

Czas Migracja osoby w wieku 25-30 lat
Miesigce Kobieta Mezczyzna
0-3 0,94 0,88
3-6 0,85 0,66
6-9 0,80 0,48
9-12 0,65 0,31
12-24 0,45 0,22
> 24 0,33 0,08

*badania wiasne
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Jak widac z tabeli, warto$ci funkcji przynaleznosci odzwier-
ciedlajace site przywigzania mtodego mezczyzny do domu ro-
dzinnego kurcza sie gwattownie. Praktycznie po dwodch latach
mozna powiedzie¢, ze dom rodzinny jest dla samotnego mi-
granta juz tylko mglistym wspomnieniem. Warto tez zauwazy¢,
ze mtodzi mezczyzni juz na samym poczatku majg duzo nizsza
warto$¢ funkcji przynaleznosci niz kobiety. By¢ moze, ze to
wiasnie ci, ktérzy majg nizsze poczucie wiezi z domem rodzin-
nym, decydujg sie na migracje zarobkowe. Teza ta wymaga
jednak osobnych badan.

Whbrew pozorom bynajmniej nie oznacza to, ze radzg sobie
oni lepiej niz kobiety. Wrecz przeciwnie, szybka utrata poczu-
cia kontynuacji tozsamosci w relacji do miejsca, jakim jest dom
rodzinny, powoduje zmiany i zaburzenia w poczuciu przyna-
leznosci spotecznej oraz identyfikacji indywidualnej. Do po-
dobnego wniosku doszedt rowniez Giuliani (1991), pokazujac,
ze migracja zarobkowa powoduje zmiany w umystowych re-
prezentacjach przywigzania.

Kobiety wykazaty natomiast nie tylko wieksze, ale rowniez
bardziej trwate przywigzanie do domu rodzinnego. Ich funkcja
przynaleznos$ci spada powoli.

Warunkowa funkcja przynaleznosci do zbioru rozmytego
dom rodzinny koreluje réwniez o wiele wyzej niz sam czas
z subiektywnymi miarami jakosci zycia. Badania witasne bytly
przeprowadzone na matej prébie badawczej. Tym niemniej po-
twierdzajg wnioski uzyskane przez Giulianiego (1991) oraz
wskazujg na interesujacy kierunek dalszych badan i analiz.

Koncepcja warunkowej funkcji przynaleznosSci moze by¢
z powodzeniem szeroko stosowana. Jest ona zwigzana z kon-
tekstowym ujmowaniem czy tez spostrzeganiem przez czio-
wieka pewnych wielkoSci wydarzen, poje¢ czy kategorii. Do
owych kategorii zaliczy¢é mozna takie zmienne, jak np. pojecie
normy psychicznej, samooceny czy nawet sprawnosci intelek-
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tualnej. Wszystkie tego rodzaju zmienne sg zdeterminowane
przez jednostki i rowniez przez badaczy w zaleznosci od kon-
tekstu warunkujgcego punkt odniesienia.

Nalezy tu podkres$li¢, iz czynnik kontekstu warunkujacy
funkcje przynalezno$ci moze by¢ réwniez rozmyty. Przykia-
dowo kiedy badacz ocenia funkcje przynaleznos$ci do kategorii
czesto czy rzadko, ostateczna kwalifikacja uzalezniona jest od
tego, z jakim wydarzeniem mamy do czynienia. Gdy np. ocenia
sie czesto$¢ wystgpien profesora uniwersytetu przed kamera-
mi telewizyjnymi, liczba 14 na rok otrzyma wartos¢ funkcji
przynaleznosci rdwng jeden (w kategorii czesto). Natomiast ta
sama liczba z pewnos$cig nie otrzyma wartosci przynaleznosci
jeden, gdy w gre bedg wchodzi¢ wyktady dla studentéw. Liczba
ta mogtaby uzyska¢ warto$¢ funkcji przynaleznosci rowng je-
den, ale w kategorii rzadko.

Funkcje przynaleznos$ci mozna modyfikowaé w takiej ma-
nierze, w jakiej przystéwki modyfikujg stopien intensywnosci
przymiotnikéw, np. inteligentny, bardzo inteligentny, bardziej
inteligentny lub mniej inteligentny.

Niedtugo po wprowadzeniu podstaw teorii zbioréw rozmy-
tych Zadeh (1972) przedstawit rdwniez zarys modyfikatorow
funkcji przynaleznosci. Prowadzit on rozwazania w relacji do
takich pojeé, jak bardzo, mniej wiecej, rodzaj czego$. Rozwaza-
jac za Zadehem przystowek bardzo, mozna zauwazyé, ze bar-
dzo inteligentny cztowiek moze by¢ z powodzeniem okres$lony
przez kogo$ jako po prostu inteligentny. Natomiast relacja ta
w drugim Kkierunku raczej nie zachodzi. Pewni ludzie okres$lani
mianem inteligentnych nie beda okreslani jako bardzo inteli-
gentni. Nalezy zatem oczekiwaé, ze wartosci funkcji przynalez-
nosci ,inteligentny” sg nie mniejsze niz wartosci funkcji przy-
naleznosci ,,bardzo inteligentny”, co okreSla nastepujaca
nieréwnos¢:
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Pinteligentny(x) ~ gbardzo inteligentny(x)

W odniesieniu do funkcji przynaleznosci, ktorej zbiér
M = [0,1], Zadeh zaproponowat dla modyfikatora bardzo naste-
pujacy operator, ktory nazwat operatorem koncentracji(eon).

Peon(A)¥) = (Pa(x))2

Jednoczes$nie wprowadzit operator, ktory dziata odwrotnie
do operatora koncentracji, dla modyfikatoréw majgcych efekt
podwyzszania wartosci funkcji przynaleznosci czy tez rozsze-
rzania zbioru rozmytego, jak np. jest pewnym rodzajem czy
pewnym przypadkiem. Operator ten nosi nazwe operatora dy-
latacji (dii).

Pdil(A)(x) = V fA (X)

Dziatanie operatoréw koncentracji i dylatacji ilustruje rysu-
nek 1.2 dla funkcji okreslonej formutg 1.6.

Na rysunku 1.2 wida¢ wyraznie, ze operator koncentracji
powoduje zanizenie wartosci przynaleznosci do zbioru rozmy-
tego |, atym samym zawezenie jego p-przekrojoéw (dla wszyst-
kich p e M). Natomiast operator dylatacji powoduje podwyz-
szenie warto$ci przynalezno$ci do zbioru rozmytego |, a tym
samym rozszerzenie jego p-przekrojoéw (dla wszystkich p e M).
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Wartosci funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego
»przecietnie inteligentny"

52 60 68 76 84 92 100108116124132140148

wartosci ilorazu inteligencji IQStanford-Binet
(m=100, sd=16)

Rysunek 1.2. Graficzne przedstawienie operatoréw koncentracji i dylata-
cji dla przyktadu 1.2, formuta 1.6, zilustrowanego na rysunku 1.1

Innym ciekawym modyfikatorem jest wzmacniacz kontrastu
(int), ktoéry sprawia, ze zbidr rozmyty staje sie mniej rozmyty
poprzez zwigkszenie warto$ci funkcji przynaleznos$ci powyzej
0,5 i zmniejszenie ich ponizej 0,5:

.= (  2(kA« ) 2dlaVpAK) > 05
() {8 _ 2(1 _ Ux(x))2 dIEl yuii(x) < 0>5 (")

Kint(A)

Tak zdefiniowana funkcja wymaga dookreS$lenia dla liniowej
funkcji pa(x) = x. Dla wartosci powyzej jeden przyjmuje sie 1,
dla wartosci ujemnych - 0. Woéwczas widaé wyraznie, ze
wszystkie wartosci pa(x) > 20,5 = 0,71 majg warto$¢ funkcji
przynalezno$ci réwna jeden, a wszystkie pa(x) < fl —"0"5)
= 0,29 majg warto$¢ funkcji przynaleznosci réwng zeru.
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Natomiast dla funkcji przynaleznosci symetrycznej, jak
w przyktadzie 1.2, okreslonej formutg 1.6 operator wzmacniacz
kontrastu pokrywa sie z operatorem koncentracji(int = eon).

Kazdy modyfikator moze oczywiscie by¢ zdefiniowany
w inny sposéb, w zaleznosci od potrzeb. Wezmy dla przyktadu
kolejny modyfikator, ktdry powoduje, ze zbioér rozmyty staje
sie bardziej rozmyty, tzn. wartosci funkcji przynaleznos$ci kon-
centrujg sie bardziej w poblizu 0,5. Ten modyfikator nosi na-
zwe dyfuzjikontrastu (dif). Zadeh proponowat uzy¢é w formule
1.7 wykiadnika potegi ponizej 1. Dzieki temu modyfikator dy-
fuzjikontrastu moze stuzy¢ uogdlnianiu pojeé, ktore odgrywaja
znaczacg role przy pomiarze psychologicznym, tj. przy kon-
struowaniu skal czy kwestionariuszy, jak np. okre$lenia ogo6lnie
rzecz ujmujac, na ogot, generalnie, zwykle, og6lnie, z reguly'dy.

Funkcje dyfuzji kontrastu mozna zdefiniowac inaczej, niz
zrobit to Zadeh. Przyktadowo mozna okresli¢ jg poprzez zwy-
ktg funkcje wielomianowg trzeciego stopnia. Tak skonstruo-
wana funkcja dyfuzjikontrastu okreslona jest formutg 1.20.

PIf(A)(X) = 0,5 + 4(pa(x)-0,5)3 (1.20)

Zdefiniowany w ten sposdb modyfikator dyfuzji kontrastu
mozna tatwo interpretowaé w praktyce. Na przyktad funkcja
przynaleznos$ci opisujgca stopien przywigzania do zbioru roz-
mytego dom moze ulec uogdlnieniu i przyjmowac nastepujace
sformutowania: na ogdéfprzywigzanie do domu..-, zwykle,
przywigzanie do domu..-, powszechnie,przywigzanie do do-
mu... itp. Wowczas wartosci funkcji przynaleznosci ya(x) moga
ulec zmianie dzieki zastosowaniu modyfikatora dyfuzjikontra-
stu (formuta 1.8), jak nastepuje:

Jezeli pa(x) = 0,2, to p<wA)(X) = 0,392;

Jezeli ya(x) = 0,4, to p<wA)(x) = 0,496;
Jezeli va(x) = 0,5, to p<wA)(X) = 0,5;
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Jezeli ua(x) = 0,6, to p<wA)(X) = 0,504;
Jezeli ua(x) = 0,8, to p<wA)(X) = 0,608.

Rysunek 1.3. Funkcja przynaleznos$ci opisujaca stopien przywigzania do
zbioru rozmytego dom po zastosowaniu modyfikatora dyfuzjikontrastu

Przyktad ten ilustruje wyraznie, jak ocena przywigzania do
domu po uogdlnieniu znaczenia przywigzania ulega wiekszemu
rozmyciu (rysunek 1.3): zbiér wartosci ocen przynaleznosci do
domu, w szerokim przedziale od 0,2 do 0,8 zostaje zawezony
(w przyblizeniu) do przedziatu od 0,4 do 0,6. Innymi stowy,
uogdlnienie, dzieki dyfuzji kontrastu, powoduje zblizenie war-
tosci funkcji przynaleznosci do 0,5. Jednoczes$nie zachowuje sie
prawidtowos¢, ze wartosci ponizej 0,5 sg w dalszym ciggu nie-
co mniejsze niz 0,5, a te, ktére byty pierwotnie powyzej 0,5, sg
réwniez nieco wieksze niz 0,5.

Modyfikatory Zadeha spotkaty sie pierwotnie z krytyka
oparta gtéwnie na fakcie, ze nie mozna wszystkich poje¢ jedna-
kowo modyfikowac. Krytyka ta nie brata pod uwage, iz wiasnie,
w tym tkwi ich duza sita. Oczywiscie, dobranie wtasciwej funk-
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cji do danego modyfikatora jest sztuka, ktdéra daje badaczowi
duze mozliwosci interpretacyjne. Z metodologicznego punktu
widzenia potgczenie modyfikatorow poprzez proste matema-
tyczne transformacje funkcji przynaleznosci nadaje liczbom,
zmiennym i matematycznym funkcjom psychologiczny sens,
ktory jest analogiag (Biela 1991) poje¢ uzywanych do opisu fe-
nomendw psychologicznych, w naturalnym jezyku naukowym.
Fakt ten rzuca rowniez nowe $wiatto na mozliwosci zwrotnego
ttumaczenia niektérych transformacji, uzywanych do tej pory
dos$¢ czesto w naukach behawioralnych, na jezyk naturalnych
poje¢ stosowanych do naukowego opisu psychologicznych fe-
nomenow.



2. Podstawowe operacje
na zbiorach rozmytych

W niniejszym rozdziale zostanie zaprezentowanych kilka
podstawowych operacji na zbiorach rozmytych. Operacje te nie
tylko beda podane w sensie klasycznym (Zadeh 1965, Kauf-
mann 1975), lecz zostang réwniez przedstawione pewne ich
wspotczesne poszerzenia. Zachowano zasade, ze najpierw po-
dawana jest operacja w sensie klasycznym, a nastepnie ewen-
tualne jej poszerzenie czy tez modyfikacja. Naturalnym rozsze-
rzeniem Kklasycznej teorii zbiorow jest wprowadzenie dla
danych zbioréw rozmytych i ich funkcji przynaleznosci opera-
cji rozmytych, takich jak rozmyte dopeinienie, potaczenie,
przeciecie, inkluzja itp. Ponadto, szerszym pojeciem jest poje-
cie kategorii rozmytych, ktére jest terminem bardziej noSnym
w psychologii i obejmuje zarbwno pojecie samego zbioru roz-
mytego, jak i pewnych relacji rozmytych (rozdziat 5). Szczegdl-
nie uzyteczne jest traktowanie niektorych testéw psycholo-
gicznych jako Kkategorii rozmytych - stad szerokie ich
zastosowanie do pomiaru psychologicznego.

43



2.1. Operacja rozmytego dopetnienia

Niech Ubedzie dowolnym zbiorem niepustym (uniwersum),
aM = [0,1] odpowiadajgcym mu zbiorem przynaleznosci, cza-
sem nazywanym rowniez zbiorem uczestnictwa. Niech A iB
bedg podzbiorami rozmytymi zbioru U. Mowi sie, ze zbiory
rozmyte A oraz Bwzajemnie sie dopetniajg wtedy i tylko wte-
dy, gdy spetniona jest formuta 2.1:

Ne = 1-HA (2.1)

Wprowadzmy oznaczenie B= A'. Wéwczas formuta 2.1 przyj-
muje posta¢ formuty 2.2 i moze by¢ traktowana przy logicznej
interpretacji zbioréw rozmytych jako okre$lajgca rozmyta ne-
gacje zbioruA:

PA=1- PA (2.2)
Z formuty 2.2 mozna tatwo wyprowadzi¢ formute 2.3 okredla-
jaca podwdjng rozmyta negacje. Rozmyta negacja rozmytej ne-
gacji jest oczywiscie brakiem rozmytej negacji.

Ay =A (2.3)

Operacja rozmytego dopetnienia przedstawiona jest pogla-
dowo na diagramach Venna-Eulera (rysunek 2.1 i2.2).
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Rysunek 2.1. Zbiér rozmyty A przedstawiony pogladowo na diagramach
Venna-Eulera. O$ pozioma odpowiada elementom zbioru rozmytego A; o$
pionowa przedstawia wartosci funkcji przynaleznosci pA Przyktadowo
pA(x) = 0,6

Warto zauwazy¢, ze element zbioru rozmytego A, o wartosci
funkcji przynaleznosci ua = 0,6 (rysunek 2.1), przyjmuje oczy-
wiscie warto$¢ 0,4 w zbiorze rozmytym A' (rysunek 2.2).
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Rysunek 2.2. Zbior rozmyty A’, jako dopetnienie zbioru rozmytego A
Oznaczenia jak na rysunku 2.1, pA'x) = 1- 0,6 = 0,4

Rozwazmy przykiad ilustrujacy operacje rozmytego dopet-
nienia (rozmytej negacji).

Przykiad 2.1

Zatbézmy, ze zbior U skfada sie z szeSciu elementow. Zbiér
ten okreslonyjest formutg 2.4:

u= {X, x2 xs, x4, X5 xe3, M = [0,1] (2.4)
Niech podzbidr rozmytyA okreslonybedzie formuitg 2.5:
A= {(xi:0,25), (x20,01), (x3:0,8), (x41), (xs:0,5), (x6:0,97)} (2.5)

Wodéweczas z definicji rozmytego dopetnienia zbior A' okresla
formuta 2.6:

A' = {(xi:0,75), (x2:0,99), (x3:0,2), (xp0), (x5:0,5), (x6:0,03)} (2.6)
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Warto zauwazy¢, ze element X zachowuje sie jak w teorii
zbioréw zwyktych. Nalezy on catkowicie do zbioru rozmytego
A (formuta 2.4), a w zwigzku z tym nie nalezy catkowicie do
dopetnienia zbioru A czyli do .zbioru A" (formuta 2.5). Nato-
miast element X% w jednakowym stopniu nalezy do zbioru A
i do jego rozmytego dopetnienia A'.

Przyktad 2.2

Dwaéch badaczy, Hersh i Caramazza (1976), przeprowadzito
empiryczne badania dla okreslenia zaréwno przynaleznosci do
zbioru rozmytego k, jak ijego rozmytego dopetnienia A'. Z ba-
dan tych wynika, ze ocena przynaleznosci do zbioru A" w wy-
sokim stopniu koresponduje z obliczonymi wartosciami
otrzymanymi przy zastosowaniu formuty 2.2. Badania te po-
twierdzajg zgodnos¢ rozmytego dopetnienia z subiektywnym
odczuwaniem negacji rozumianej w sposob klasyczny.

Przyktad 2.3

W nowszych badaniach dotyczacych negacji oraz logicznego
prawa ,wylaczonego $rodka” niektdrzy autorzy chcieli wyka-
zac stabos$¢ pojecia rozmytego dopetnienia. Tymczasem bada-
nia owe nie tylko okazaly sie niejednoznaczne, ale czesto ich
autorzy wykazywali sie niezrozumieniem teorii lub ich wnio-
skowanie prowadzito do sprzecznosci. Przyktadowo Osherson
i Smith (1981) rozwazali koncepcje czego$, co jest ,jabtkiem,
ktére nie jest jabtkiem”. Dowodzili oni, ze badana przez nich
kategoria jest pusta, gdyz nie moze by¢ zastosowana do nicze-
go. Oznaczyli oni warto$¢ przynaleznosci do tej kategorii jako
0, co jest logicznie uzasadnione. Nastepnie przyjeli, ze pewien
przedmiot moze mieé¢ w Kkategorii ,jabtko” wartos¢ funkcji
przynalezno$ci mniej niz jeden (co$ jest prawie jabtkiem).
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Zgodnie z formutg 2.2 warto$¢ funkcji przynaleznos$ci tego
obiektu do rozmytego zbioru A' jest oczywiscie wieksza od zera
(co$ ,prawie nie jest jabtkiem” lub co$ jest prawie nie-
-jabtkiem). Autorzy sformutowali konkluzje, ze koncepcja
,»jabtko, ktdre nie jestjabtkiem” oznacza ,,jabtko i nie-jabtko”.

Tymczasem autorzy wecale nie pokazali stabo$ci pojecia
rozmytego dopetnienia, tylko doprowadzili swoim rozumowa-
niem do innej konkluzji, mianowicie przynaleznosci do prze-
ciecia dwoch zbioréw rozmytych ,jabtka” i ,,nie-jabtka”. Fakt
ten prowadzi do sprzecznosci (zob. przyktad 2.5).

Warto roéwniez zwrdci¢ uwage na replike autora teorii zbio-
row rozmytych, Zadeha (1982). Stwierdzit on, ze logiczne pra-
wo wylgczonego $rodka nie jest prawdziwym aksjomatem
w teorii zbiordw rozmytych. W zwigzku z tym okazuje sie zu-
petnie mozliwe wskazanie obiektu, ktdry nalezy czeSciowo do
zbioru rozmytego ,,jabtek”, a rownoczes$nie czeSciowo do zbio-
ru rozmytego ,,nie-jabtek”.

Przyjmujac rozumowanie Zadeha, mozna np. kategoryzowacé
tak jabtko ugryzione, jabtko z kompotu, jabtko kandyzowane
czy tez w jakikolwiek inny sposob spreparowane, ktore ciggle
jest w kazdej takiej postaci subiektywnie rozpoznawane jako
jabtko.

Przytoczone tutaj prace wykazujg duzg elastycznos$é teorii
zbioréw rozmytych i znaczng jej przydatnos$¢ do subiektywne-
go opisu roznych zjawisk. Wymaga to jedynie przejscia od
myS$lenia, czy tez ujmowania $wiata, dychotomicznego (biato-
-czarnego) do myslenia wielokategorialnego czy wrecz ciagte-
go (widzenie barwne). Opis badanych zjawisk w naukach em-
pirycznych nie musi by¢ dzielony na ilosciowy i jakoSciowy.
W teorii zbiorow rozmytych opis jakosSciowy jest naturalnym
opisem ilosciowym. Przy tym ujeciu badacz nie musi dokony-
wac sztucznej dychotomizacji badanych zmiennych, moze je
opisywac takimi, jakie sa.
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Cztowiek uwazany za niepetnosprawnego zawsze pozostaje
zatem inwalidg czy tez cztowiekiem utomnym jedynie w pew-
nym stopniu. Réwniez w pewnym stopniu pozostaje zawsze
cztowiekiem petnosprawnym. Wartos¢é funkcji przynaleznosci
do zbioru rozmytego niepetnosprawnyczy tez zbioru rozmyte-
go petnosprawny dla tego samego cztowieka przyjmuje pewne
warto$ci nie mniejsze od zera i nie wieksze od jeden. Nie ma
w tym sprzeczno$ci, pomimo ze kategoria niepetnosprawny
czesto rozwazana jest jako negacja kategorii petnosprawny.
Tymczasem zbidr os6b nalezacych do zbioru rozmytego nie-
petnosprawny mozna rozpatrywac, jako rozmyte dopetnienie
zbioru rozmytego petnosprawny. Podobnie mozna rozpatry-
wac prawie kazdy fenomen psychologiczny. W teorii motywacji
np. zbiér rozmyty motywow zwigzanych z dazeniem do mi-
strzostwa moze by¢ rozwazany jako rozmyte dopetnienie zbio-
ru rozmytego motywdw zwigzanych z unikaniem mistrzostwa
(Banka 2007).

2.2. Operacja przeciecia zbioréw rozmytych

Definicja przeciecia zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiér (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajacy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbiér
rozmyty C (formuta 2.7) jest przecieciem zbioréw rozmytych A
i Bwtedy itylko wtedy, gdy:

c=anBs Pc(x) = T IN(PAX)<PB(X)) dlaVxeU  (2.7)

Przeciecie zbiorow rozmytych jest sciSle zwigzane z logicz-
nym spojnikiem ,,i”. Fakt ten oznacza, ze stopien, do jakiego
element x nalezy do rozmytego zbioru A i rozmytego zbioru B
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réwnoczesnie, nie powinien by¢é wiekszy niz stopien, w jakim
element ten przynalezy do zbioru A lub do zbioru B. Operator
minimum zatem jest intuicyjnie zrozumiaty i Scisle zwigzany
zrozmytym spojnikiem logicznym i.

Przyktad 2.4
Rozwazmy nastepujacy przykitad ilustrujagcy idee operacji
przeciecia. Niech uniwersum U bedzie zbiorem piecioelemen-
towym okreslonym formuilg 2.8:
U= {xi, x2 x3 x4, x5}; M= [0,1] (2.8)

Zatlézmy, ze podzbidr rozmyty A okreslony jest przez formute
2.9:

A= {(xi:0,21), (x20,10), (x3:0,00), (x4:1,00), (x5:0,50)} (2.9)
Niech z kolei formuta 2.10 okresla podzbi6r rozmyty B:
B ={(XI:0,70), (x20,10), (x3:0,50), (x4:0,90), (x5.0,25)} (2.10)

Zbiér C przeciecie zbiorow rozmytych A i B, okre$la formuta
2.11:

C= {(xi:0,21), (x20,10), (x3:0,00), (x4:0,90), (x5.0,25)} (2.11)
Operacja przeciecia moze by¢ pogladowo zilustrowana za
pomocg diagramdw Venna-Eulera. Rysunki 2.3 i 2.4. przedsta-

wiajg zbiory rozmyte A i B, natomiast rysunek 2.5 ich przecie-
cie, zbior C
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Rysunek 2.3. Zbiér rozmyty A (formuta 2.9) przedstawiony przy zasto-
sowaniu diagramu Venna-Eulera

Rysunek 2.4. Zbior rozmyty B (formuta 2.10) przedstawiony przy zasto-
sowaniu diagramu Venna-Eulera
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Rysunek 2.5. Zbi6r rozmyty C (formuta 2.11) bedacy przecieciem zbio-
row rozmytych AiB

Przyktad 2.5

Przykiad ten jest kontynuacjg przyktadu 2.3. Do wykazania
sprzecznosci w rozumowaniu badaczy rozwazajacych koncep-
cje czegos, co jest ,jabtkiem, ktore nie jest jabtkiem”, potrzebne
jest pojecie rozmytego przeciecia zbioréw rozmytych. Dzieki
niemu mozna bedzie kontynuowac rozwazania skonkludowane
przez badaczy w przyktadzie 2.3 stwierdzeniem, ze koncepcja
»jabtko, ktore nie jest jabtkiem” oznacza ,,jabtko i nie-jabtko”
w klasycznym ujeciu. Uzycie logicznego spoéjnika ,,i” wskazuje
na przeciecie dwoch zbioréw zwyktych ,jabtko” i ,,nie-jabtko”.
Tymczasem, koncepcja ,,jabtko, ktére nie jest jabtkiem” oznacza
w teorii kategorii rozmytych jabtkoi nie-jabtko. Wartos¢ funk-
cji przynaleznos$ci dzieki zastosowaniu logicznego rozmytego
spéjnikalrowna sie zatem, z definicji przeciecia zbioréw roz-
mytych (formuta 2.7), mniejszej z dwdch wartosci przynalez-
nosci do zbioru rozmytego jabtko i przynaleznosci do zbioru
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rozmytego nie-jabtko. Funkcja przynaleznosci do zbioru roz-
mytego jabtkoi nie-jabtko przyjmuje wiec warto$¢ wieksza od
zera. W ten sposob dochodzimy do rezultatu sprzecznego z za-
tozeniem badaczy (przyktad 2.3), ktorzy logicznie uzasadnili,
ze warto$¢ przynaleznosci do tej kategorii wynosi zero. Ich
btad polegat na niezrozumieniu koncepcji! rozmytego.

Przyktad ten pokazuje, ze koncepcja czego$, co w teorii
zwyktych zbioréw i logiki dwuwarto$ciowej jest zbiorem pu-
stym, moze by¢ zupetnie logiczng koncepcjg w teorii kategorii
rozmytych, daleka od bycia zbiorem pustym.

Obecnie caty swiat podziwia sportowcow bez jednej, a na-
wet bez dwoch ndg, ktdrzy na sztucznych konczynach osiggaja
wspaniate rezultaty w bieganiu. To kategoria ludzi, ktérych
mozna Smiato przyporzadkowa¢ do zbioru ,petnosprawny,
ktory nie jest petnosprawny”, czyli do kategorii rozmytej pet-
nosprawny i niepetnosprawny. Konkluzja taka jest nie do
przyjecia w teorii zwyklych zbioréw. Tymczasem z analizy
przyktadu 2.5 wynika, ze tacy sportowcy bedg nalezeli do prze-
ciecia zbiorow rozmytych petnosprawnyi niepetnosprawny.

Uzycie rozmytego, logicznego spojnika! nie jest juz tak intu-
icyjnie oczywiste jak pojecie samego zbioru rozmytego. Niekto-
rzy autorzy proponujg zwigza¢ pojecie przeciecia (! rozmyte-
go) z operacjg iloczynu funkcji przynaleznosci (Goguen 1969).
Formuta 2.12 okresla funkcje uczestnictwa dla operacji prze-
ciecia zgodnie z ideg iloczynu.

Mns = MFb (2.12)

Formuta 2.12, chociaz przydatna w niektérych sytuacjach, od-
biega jednak od idei rozmytosci na korzys¢ ujecia probabili-
stycznego i pokazuje znowu niezrozumienie teorii zbioréw roz-
mytych, poniewaz tak zdefiniowana funkcja przynaleznosci
(2.12) staje sie identyczna z wartoScia tacznego prawdopodo-
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biefAstwa dla zdarzen niezaleznych. Moze by¢ jednakze stosowa-
na réwniez jako funkcja przynaleznosci, ale z wiasciwg interpre-
tacjg, poniewaz teoria kategorii rozmytych jest koncepcjg nie-
probabilistyczng (podrozdz. 1.2).

Opisane przyktady ilustrujg dobitnie, ze stosowanie teorii
kategorii rozmytych w praktyce pomiaru psychologicznego,
pomimo ze opisujg one wystepujace zjawiska lepiej i sg blizsze
okre$leniom stosowanym przy jakosSciowej analizie fenome-
néw psychologicznych, nie jest tatwe. Wydaje sig, ze trudnos¢
ta wynika z wielu lat uczenia sie opisywania zjawisk w logice
dwuwarto$ciowej i w kategoriach zwyktych zbioréw. A prze-
ciez wszedzie wida¢, ze to za mato. Nawet Swiatta w ruchu
ulicznym majg trzy kolory, choé majg dyrygowaé tylko poje-
ciami stdjijedzZ. Istota zagadnienia tkwi w tym, ze kolor z6tty
jest potrzebny, poniewaz zbiory stoj i jedz sg tak naprawde
rozmyte.

Przeciecie zbioréw rozmytych mozna uogdélni¢ na dowolng
liczbe zbiorow.

Definicja przecigcia skofnczonej liczby zbiordéw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbior (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajacy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbiér
rozmyty C (formuta 2.13) jest przecieciem zbioréw rozmytych
Ai, Kr,  An;neM wtedy itylko wtedy, gdy:

C=AlN..nAn pe(x) = min (pAi(x),...,.pAn(x)) ,VxeU
(2.13)
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2.3. Operacja potgczenia zbioréw rozmytych

Definicja potaczenia zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbi6r (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajgcy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbidr
rozmyty C (formuta 2.14) jest potgczeniem zbioréw rozmytych
Ai Bwtedy itylko wtedy, gdy:

C=AUB  Pe(x) = Tax(PAX)<PE(x) dlaVx6 U  (2.14)

Potaczenie zbiorow rozmytych jest Scisle zwigzane z logicz-
nym spojnikiem ,lub”. Fakt ten oznacza, ze stopien, do jakiego
element x nalezy do rozmytego zbioru A lub do rozmytego
zbioru B, nie moze by¢ mniejszy niz stopien, w jakim element
ten przynalezy do zbioru Aalbo do zbioru B.

Operacje ,,lub” rozmyte okres$lano pierwotnie jako ,lub/i”
(Kaufmann 1975). Oznaczenie to podkresla, ze nie jest to ope-
racja wykluczajaca, typu przynaleznos¢ albo do jednego, albo
do drugiego zbioru. Tym niemniej w niniejszej monografii
oznaczenie owo nie bedzie stosowane ze wzgledu na to, ze
symbol taki wprowadza logiczng niesp6jnosc.

Logiczne spdéjniki rozmyte bedg oznaczane tak, jak zbiory
rozmyte, tzn. za pomoca akcentu ,tylda”. Rozmyty logiczny
spojnik lub i odpowiadajagce mu potaczenie zbioréw moze
oznacza¢ przynalezno$¢ do jednego zbioru lub przynaleznos¢
do drugiego zbioru rozmytego, co oczywiscie nie wyklucza
przynaleznosci do obydwu zbioréwjednoczesnie.

Przyktad 2.6

Przyjmijmy uniwersum okreslone w przyktadzie 2.4 (for-
muta 2.8). Przyjmijmy dalej, ze zbiory rozmyte A i Bsg okre-
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$lone odpowiednio przez formuty 2.9 i 2.10. Potgczenie zbio-
réw rozmytych A lub Bokresla w tych warunkach formuta
2.15:

D=A UB =
{(x1:0,70), (x2:0,10), (x3:0,50), (x4:1, 00), (x5:0,50)} (2.15)

Rysunek 2.6 przedstawia potgczenie zbiorow rozmytych A
i Bzamieszczonych na rysunkach 2.3 i 2.4.

Rysunek 2.6. Zbi6r rozmyty Dbedacy potgczeniem zbioréw rozmytych,
przedstawionych na rysunkach 2.3 i 2.4, co stanowi graficzng ilustracje
rozmytego lub (A lub B)

Analogicznie jak w przypadku operacji przeciecia, niektorzy
autorzy proébowali definiowaé operacje pofgczenia poprzez
znang formute 2.16:

Paub = Pa + Pb _ PaPb (2-16)
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Nalezy jednak podkresli¢, podobnie jak w przypadku operacji
przeciecia, ze postugiwanie sie formutg 2.16 prowadzi do bar-
dziej probabilistycznego niz rozmytego ujmowania zagadnienia.
Tym niemniej trzeba zwréci¢ uwage, ze tak zdefiniowana funk-
cja moze by¢ w niektorych zastosowania uzyta jako funkcja
przynaleznosci, ale w interpretacji nieprobabilistycznej.

Potaczenie zbiorow rozmytych mozna uogélni¢ na dowolng
liczbe zbiorow.

Definicja potgczenia skoriczonej ilosci zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbi6r (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajgcy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbidr
rozmyty C (formuta 2.17) jest potgczeniem zbioréw rozmytych
Ai, Ar, ..., An;ne M wtedy itylko wtedy, gdy:

C=AlU . .UAnMfge(x) = max(pAl(x),....pAn(x)), (2.17)

VXEU

Operacje przeciecia i potaczenia zdefiniowane przez funkcje
min i max maja wiele wiasciwosci.

Ponizej zostanie przedstawionych sze$¢ wiasciwosci, ktdre
sg wystarczajgce do limitowania wyboru sposréd mozliwych
operacji dla zbioréw rozmytych, operacji min oraz max jako
najodpowiedniejszych dla przeciecia (rozmytego!) oraz poita-
czenia (rozmytego lub) (Bellman i Giertz 1973, Fung i Fu,
1975, Noworol 1989a).
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Wiasciwos$¢ operacji min oraz max

Niech k,m,p eM = [0,1]

min(0, k) = 0, dla VK" 0;

max(k,l) = 1,dlaVk* 1;

min(k, k) = max(k, k) = k, dla Vk, idempotencja;

min(k, m) = min(m, k), max(k, m) = max(m, k), dla Vk, m,

komutatywnos$¢, przemiennosg;

5. min(k, min(m, p)) = min(min(k, m), p), dla Vk, m, p, tgcz-
nos¢,

max(k, max(m, p)) = max(max(k, m), p), dla Vk, m, p, tacznos¢;

6. min(k, max(m, p)) = max(min(k, m), min(k, p)), dla Vk, m,

p, rozktadowosc¢,
max(k, min(m, p)) = min(max(k, m), max(k, p)), dla Vk, m, p,

rozktadowosc.

Rozmyte operacje przeciecia oraz potgczenia zwigzane sg
tak samo jak dla zwyktych zbioréw prawem de Morgana (Kauf-
mann 1975). Prawo to gtosi, ze potgczenie zbiorow rozmytych
AlubBrowne jest rozmytemu dopetnieniu przeciecia rozmy-
tego dopetnienia zbioru A i rozmytego dopetnienia zbioru B
(formuta 2.18).

Hwbd R

AlubB = (A'iB")’ (2.18)

Postugujac sie funkcjg przynaleznosci, prawo to mozna od-
zwierciedli¢ w formule 2.19:

Paub = 1- min(l - Pa;1- Pb) (2-19)

Proste przeksztatcenie formuty 2.19 prowadzi do formuty
2.20:

Paub = I - (1 - max(ps;pB)) = max(ps;gg) (2.20)
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Wiasciwos¢ idempotencji gtosi, ze stopien, do ktérego x
przynalezy do zbioru rozmytego A przecietego z samym soba,
jest po prostu rowny stopniowi przynaleznosci elementu x do
zbioru rozmytego A Tak samo stopien, do ktdrego x przynalezy
do zbioru rozmytego A potgczonego z samym sobag, jest po pro-
stu rowny stopniowi przynaleznosci elementu x do zbioru
rozmytego A

Wiasciwosci komutatywnosci i tgcznosci uwazane sg za
esencjalne wiasciwosci dla rozmytych logicznych tgcznikowi
orazlub. Sg one spetnione przez wszystkie funkcje przynalez-
nosci, przy zastosowaniu operator6w min i max.

2.4. Operacja roztgcznej sumy

Definicja roztgcznej sumy zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiér (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajagcy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbiér
rozmyty C= A®B (formuta 2.21) jest roztgczng suma zbioréw
rozmytych Aii B (Noworol 1989a) wtedy itylko wtedy, gdy:

A def » 4 4
C=A®B«C = (AnB')u (A'MB) (2.21)
co w notacji funkcji przynaleznosci prezentuje formuta 2.22:

Pc(x) = max(min(pA(x),l - gg(x)),min(l - pA(x),99(x)))
(2.22)

Operacja ta dla dwoch zbioréw rozmytych A iBjest zdefi-

niowana na podstawie pewnej kombinacji operacji potaczenia,
przeciecia i dopetnienia.
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Przyktad 2.7

Zatézmy, ze uniwersum U jest zbiorem szescioelemento-
wym odzwierciedlajgcym przedzialy czasowe w miesigcach
ztabeli 1.1:

U = {xi(do 3), x2(3-6), x3(6-9), x4(9-12), x5(12-24),
X6(ponad 24)}, M= [0,1]

Niech formuta 2.23 okre$la warto$ci warunkowej funkcji
przynaleznos$ci przywigzanie do miejsca dla zbioru dom ro-
dzinnydla kategorii rozmytej A kobiety (tabela 1.1):

A = {(xi:0,94), (x2:0,85), (x3:0,80), (x4:0,65), (x5:0,45),
(x6:0,33)} (2.23)

Z kolei formuta 2.24 okre$la wartoSci warunkowej funkcji
przynaleznos$ci przywigzanie do miejsca dla zbioru dom ro-
dzinnydla kategorii rozmytej B, mezczyzni (tabela 1.1):

B ={(x,:0,88), (x2.0,66), (x3:0,48), (x4:0,31), (x5:0,22),
(x6:0,08)} (2.24)

Wowczas dopetnienie zbiordw rozmytych A iBokreslone
jestodpowiednio formutami 2.25 i 2.26.

A'= {(xi:0,06), (x2:0,15), (x3:0,20), (x4:0,35), (x5:0,55),
(x6:0,67)} (2.25)

B' = {(Xi:0,12), (x2:0,34), (x3:0,52), (x4:0,69), (x5:0,78),
(x6:0,92)} (2.26)

Proste obliczenia z wykorzystaniem formuty 2.15 pozwalaja
otrzymac¢ wartoSci dla sumy rozigcznej rozmytych kategorii
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przywigzania do miejsca kobiet i mezczyzn dla zbioru dom ro-
dzinny (formuta 2.27):

T = A®B = {(xi:0,12), (x2:0,34), (x3:0,52), (x4:0,65), (x5:0,45),
(x6:0,33)} (2.27)

Rysunek 2.7 prezentuje funkcje przynaleznos$ci do kategorii
rozmytych przywigzania do miejsca kobiet i mezczyzn dla
zbioru dom rodzinnyoraz funkcje przynaleznos$ci do sumy roz-
tacznej obu tych kategorii rozmytych.

Rysunek 2.7. Funkcja przynalezno$ci pf do sumy rozigcznej T = ACB
kategorii rozmytych przywigzania do miejsca kobiet i mezczyzn dla zbio-
ru dom rodzinny

(O$ pozioma zawiera czas mierzony w miesigcach, a o$ pionowa warto$ci funkcji przy-
naleznodci. Linie oznaczone kwadratami prezentujg funkcje przynaleznosci kobiet
(dolna) i mezczyzn (g6rna). Linia oznaczona tréjkatami prezentuje funkcje pj)

Funkcja przynaleznosci gf do sumy roztagcznej T = A®B ka-
tegorii rozmytych przywigzania do miejsca kobiet i mezczyzn
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dla zbioru dom rodzinny wydaje sie przybieraé ksztatt
w pierwszej chwili raczej zaskakujacy badacza. Nasuwa sie py-
tanie, co ona oznacza i czy da sie jg zinterpretowac¢ w obrebie
poje¢ lezacych u podstaw rozpatrywanego fenomenu.

Odpowiedz wydaje sie prosta i rdwnie zaskakujaca. Niskie
wartos$ci funkcji przynaleznosci do sumy roztgcznej mezczyzn
i kobiet w poczatkowym okresie dos¢ szybko rosng, osiggajac
apogeum po roku przebywania w innej kulturze, a nastepnie
wolniej malejag, w tempie wiasciwie takim, w jakim spada
przywigzanie do miejsca bez wzgledu na pte¢. Mozna stad wy-
ciggna¢ wniosek, ze zbioér rozmyty T stanowi nowo odkrytg ka-
tegorie rozmyta tesknoty za domem rodzinnym. Zaraz po wy-
jezdzie z domu rodzinnego dana osoba, znalaztszy sie w innej
kulturze, uruchamia mechanizmy adaptacyjne i obronne, a be-
dac zajeta nowa codziennoscig, nie ma nawet czasu na mysle-
nie o niedalekiej jeszcze przesztoSci. Migrant zyje przede
wszystkim terazniejszoS$cig i przysztoscig. Tym niemniej tesk-
nota za domem rodzinnym nasila sie i osigga po roku wartos¢
funkcji przynaleznosci LT(!2) = 0,65. Jest to warto$¢ dla sumy
roztgcznej, a wiec niezalezna od pici. Pierwszy rok na migracji
jest zatem okresem krytycznym. Pdzniej funkcja przynalezno-
§ci wolno opada, przyjmujac po trzech latach wartos¢ 0,33. Jest
to wartosé, ktdra z pewnoscig jest juz duzo mniejsza niz inne,
nowe wartosci, przywigzanie do nowego miejsca (zatozenie
nowego domu czy rodziny), ale okazuje sie wcigz na tyle duza,
ze nie mozna jej ignorowac. Patrzac na rysunek 2.7, fatwo zau-
wazy¢, ze tesknota za domem rodzinnym (w szerokim rozu-
mieniu moze to by¢ tesknota za ojczyzng) pozostaje przez cale
zycie. Funkcja przynaleznosci opada bardzo wolno.

Konczac te rozwazania, trzeba podkresli¢, ze bez pojecia
rozmytej sumy rozigcznej nie datoby wykry¢ tego zjawiska.
Oczywiscie kwestie, na ile interpretacja ta jest zgodna z innymi
badaniami, nalezy pozostawi¢ psychologom badajagcym pro-
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blem migracji. Celem tych rozwazan byto jedynie pokazanie, ze
stosowanie w praktyce nawet tak prostych dziatan, jak rozmy-
ta suma roztgczna, moze prowadzi¢ do poznawczo ciekawych
wnioskow. By¢ moze, ze funkcja przynaleznos$ci tesknota za
domem rodzinnym jest matematyczna reprezentacja, czyli ope-
racjonalizacja pojecia nostalgii, badanej i znakomicie opisanej
przez Swaina (2003).

2.5. Operacja réznicy

Definicja réznicy zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbior (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajacy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Zbiér
rozmyty C= A B (formuta 2.28) jest r6znicg zbioréw rozmy-
tych Ai B (Noworol 1989a) wtedy itylko wtedy, gdy:

CT=A\B«C=ATIB" (2.28)
co w notacji funkcji przynaleznosci prezentuje formuta 2.23:

Pc(x) = min(pA(x),l - pg(x)) (2.29)

Operacja ro6znicy dwoéch zbioréw rozmytych A iBjest zdefi-
niowana poprzez operacje przeciecia zbioru rozmytego A
zrozmytym dopetnieniem zbioru B (formuta 2.28).

Przykiad 2.8

Przyjmijmy, ze kategorie rozmyte A i Boznaczajg rozmyte
pojecie dom i uogo6lnione rozmyte pojecie dom, jak w podroz-
dziale 1.3. Funkcje przynaleznosci do tych kategorii rozmytych
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okreslone sg formutg ua(x) = x oraz formuta 1.8. Opisujg one
stopien przywiazania do zbioru rozmytego dom oraz stopien
tego przywiazania do uogdélnionego zbioru rozmytego dom, tj.
po zastosowaniu modyfikatora dyfuzjikontrastu (rysunek 1.3):

A= {(x-"0[), (x2:0,2), (x3:0,3), (x4:0,4), (x5:0,5),
(x6:0,6), (x7:0,7), (x8:0,8), (x9:0,9)}

B = {(x1:0,24)<(x2:0,39), (x3:0,47), (x4:0,5), (x5:0,5),
(x6:0,5), (x7:0,53), (x8:0,61), (x9:0,76)}

W tej sytuacji roznica zbioréw rozmytych C= A u Bjest
okre$lona przez formute 2.30:

C= A B = {(xi:0,1), (x2:0,2), (x30,3), (x4:0,4), (x5.0,5),
(x6:0,5), (x7:0,47), (x8:0,39), (x0:0,24)} (2.30)

Wida¢ zatem, ze ro6znica zbioréw rozmytych odbiega od intu-
icyjnego rozumienia roznicy, tym niemniej moze dostarczy¢ cie-
kawej interpretacji. Na przyktad psycholog badajacy fenomen
przywigzania do domu moze by¢ zainteresowany funkcjg przy-
naleznosci okreslajacg stopien przywigzania do zbioru rozmyte-
go dom, ale z wytgczeniem stopnia tego przywigzania do uogol-
nionego zbioru rozmytego dom, tzn. bez sgdéw ogdlnych
w kwestii, co powszechnie czy zazwyczaj sadzi sie o przywigza-
niu do domu. Tak postawiony problem bytoby trudno rozwigzac
bez mozliwosci zastosowania rozmytej réznicy.

Stosujgc operacje roznicy, mozna sume rozitgczng zbioréw
rozmytych A i Bzapisac jako potgczenie réznicy tych zbioréw
z réznicg ich dopetnieh. To proste twierdzenie okres$la formuta
2.31:

C= A®B = (A4B)u (A uB) (2.31)

64



Dowdd tego twierdzenia wynika wprost z definicji sumy
roztacznej (formuta 2.21) i z definicji réznicy zbioréw rozmy-
tych (formuta 2.28).

Dla ilustracji wezmy rozmyte zbiory A i B przedstawione na
rysunkach 2.3 i 2.4. Rdznica pomiedzy tymi zbiorami rozmy-
tymi A i Bjest pokazana na rysunku 2.8.

Rysunek 2.8. Rdznica zbioréw rozmytych C= A Bdla zbioru Aprzed-
stawionego na rysunku 2.3 i zbioru B przedstawionego na rysunku 2.4

Roéznica zbioréw rozmytych C= A4 B przedstawiona na
rysunku 2.8 jest oczywiscie przecieciem zbioru rozmytego A ze
zbiorem rozmytym B

65



2.6. Operacja inkluzji i rownosci zbioréw rozmytych

Definicja inkluzji zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiér (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajagcy mu zbiér przynaleznosci (uczestnictwa). Niech
A iBoznaczajg dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Operacje
inkluzji definiuje sie klasycznie poprzez relacje mniejszosci
pomiedzy wartoSciami funkcji przynaleznosci. Mowimy, ze
zbidr A zawiera sie w zbiorze B, co notuje sie A £B, wtedy
i tylko wtedy, gdy prawdziwa jest nieréwno$¢ okreslona
formutg 2.32:

~ ,, def
A"NB o Pa(xX) —bg(x) dlaVx6 U (2.32)

Jezeli przynajmniej dla jednego elementu relacja pomiedzy
wartoSciami funkcji przynaleznosci (formuta 2.32) jest ostra,
wowczas mowi sie o silnej inkluzji lub wiasciwej inkluzji
(formuta 2.33):

~ ~ def,, ”
AcBoAeB,3x£U: Pa(x) < bg(x) (2.33)

Przyktad 2.9

Niech U bedzie zbiorem czteroelementowym okreslonym
formutg 2.34:

U= {xi, X, x3, x4}, M= [0,1] (2.34)
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Zatozmy, ze dwie kolejne formuty 2.35 i 2.36 okreslajg odpo-
odpowiednio zbiory rozmyte Ai B:

A= {(XI:0,15), (x2:0,25), (x3:0,60), (x4:0,20)}  (2.35)
B = {(xi:0,30), (x20,90), (x3.0,60), (x4:1,000}  (2.36)

Z okreslenia zbiordw rozmytych A iB (formuty 2.35 i 2.36)
wynika, ze zbiér rozmyty A zawiera sie w zbiorze rozmytym B,
poniewaz spetniona jest formuta 2.32. Co wiecej, inkluzja jest
wiasciwa, poniewaz spetniona zostaje réwniez formuta 2.33:

Pa(xi) = 0,15 < pg(XI)=0,30
Pa(x2) = 0,25 < gg(x2) =0,90
pA(x3) = 0,60 < pg(x3)=0,60
Pa(x4) = 0,20 < pg(x4) =1,00

Operacje inkluzji dwoch zbioréw rozmytych Ei F mozna
réwniez zilustrowac graficznie (rysunek 2.9).

Przykiad 2.10

Niech U bedzie uniwersum okreslonym formutg 2.29.
Uniwersum to mozna rowniez zapisa¢ jako zbior rozmyty U,
poniewaz, jak juz wiadomo, kazdy zbior zwykly jest
szczegOlnym przypadkiem zbioru rozmytego.
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Rysunek 2.9. Rozmyty zbior E zawiera si¢ w zbiorze F, przy czym inkluzja
jestwiasciwa

Formuta 2.34 przedstawia uniwersum jako zbi6r rozmyty.
Wartosci funkcji  przynaleznosci dla kazdego elementu
uniwersum wynoszg oczywiscie jeden:

U= {(xi:l), (x2:1), (x3:1), (x4:1)} (2.37)

Zatem uniwersum U jest podzbiorem rozmytym samego siebie,
przy czym inkluzja nie jest wilasciwa. Fakt ten mozna
odnotowaé w postaci formuty 2.38, dla ktérej prawdziwa jest
formuta 2.32, ale nieprawdziwa jest formuta 2.33:

U= UEU (2.38)

Formuta 2.38 pozostaje prawdziwa dla kazdego dowolnego
uniwersum. Fakt ten sprawia, iz teoria zbioréw rozmytych jest
bardzo elastyczna. Pozwala ona traktowaé uniwersum U
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w jednolity sposéb jako zbidr rozmyty. Nie ma wiec potrzeby roz-
rozniac, czy uniwersum jest zbiorem zwyktym, czy rozmytym.

Oprdcz inkluzji zdefiniowanej formutami 2.32 i 2.33, mozna
rozwaza¢ rozmytg inkluzje, ktorg da sie zdefiniowa¢ w taki
sposob, ze zbioér rozmyty E zawiera sie w zbiorze rozmytym F
w pewnym stopniu a, co notujemy:

E e¢"(a) F:a£ [0,1]

Rozmyty inkluzje nazywa sie réwniez stabg inkluzjg zbioréw
rozmytych. Tak rozumiang rozmytg inkluzje mozna definiowac
w rozny sposéb, przyktad to formuta 2.39:

------- def , 4
max(l —gg(x),gp(x)) > a;  (2.39)

VXEU

W jezyku kategorii mozna powiedzie¢, ze kategoria rozmyta
Ejest a-podkategorig kategorii rozmytej F.

Przyktad 2.11

Zatozmy, ze rozmyte kategorie AiBbeda okre$lone odpo-
wiednio formutami 2.35 i 2.36, jak w przyktadzie 2.9.
W takiej sytuacji mozna zauwazy¢, ze kategoria rozmyta Ajest
0,5-podkategorig kategorii rozmytej B, czyli ze a = 0,5, co for-
malnie mozna zanotowa¢ A Q (0,5) B. Innymi stowy, kategoria
rozmyta A zawiera sie w Bnie mniej niz w potowie. Inaczej:
kategoria rozmyta Ajest co najmniej w polowie zanurzona
w kategorii rozmytej B. Wida¢ stad, jak rozmyta inkluzja typu a
pozwala na nowe ciekawe interpretacje zawierania sie do pew-
nego stopnia jednych fenomenéw psychologicznych w drugich.
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Operacja rownosci

Definicja réwnosci zbioréw rozmytych

Niech U oznacza niepusty zbiér (uniwersum), a M = [0,1]
odpowiadajagcy mu zbior przynaleznosci (uczestnictwa). Niech
A iBoznaczajg dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Operacje
réwnosci definiuje sie klasycznie poprzez relacje rownosci
pomiedzy warto$ciami funkcji przynaleznosci. Moéwimy, ze
zbiér Aréwna sie zbiorowi B, co notuje sie A = B, wtedy i tylko
wtedy, gdy prawdziwa jest rownos¢ okreslona formutg 2.40:

~ , def
A= B  Pa(x) = bg(x) dlaVx6 U (2.40)

Jak wida¢, operacja rownoSci jest operacjg prosta,
w zwigzku z czym nie wymaga dalszego wyjasniania.

Poprzez zaprzeczenie formuty 2.40 otrzymujemy definicje
zbioréw réznych. Przy tych samych zatozeniach, jak w definicji
réwnosci zbioréw (formuta 2.40), jezeli w uniwersum U istnie-
je przynajmniej jeden element x taki, ze funkcja przynaleznosci
przybiera dla niego inng warto$¢ w zbiorze rozmytym A niz
w zbiorze rozmytym B, wowczas moOwi sig, ze zbiory rozmyte
Ai Bsagrozne (formuta 2.41):

” ~ def
A” BO 3x £ UPa(x) » Pb(x) (2-41)

Analogicznie do rozmytej inkluzji mozna podaé koncepcje
rozmytej réwnosci, ktdra dla jednolitej terminologii okres$la sie
mianem stabejréwnosci zbioréw rozmytych. Powiemy zatem,
ze zbiér rozmyty A stabo réwna sie zbiorowi rozmytemu B
wtedy, gdy zbior rozmyty A stabo zawiera sie w zbiorze rozmy-
tym Bi zbi6ér Bstabo zawiera sie w zbiorze A

Z koncepcja stabej rdwnosci zbiorow rozmytych wiaze sie
pojecie podobienstwa zbioréw rozmytych i indeksu podo-
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bienstwa, ktdry mozna zdefiniowaé¢ jako minimalny stopien, do
ktérego zbior A stabo zawiera sie w zbiorze rozmytym Blub
zbidr Bstabo zawiera sie w zbiorze rozmytym A (podrozdziat
6.1).

Na zakoniczenie tych rozwazan wprowadzmy jeszcze kon-
cepcje rozmytego pokrycia zbioréw rozmytych, ktore przez
analogie nazywamy stabym pokryciem zbioréw rozmytych.
Powiemy, ze istnieje stabe pokrycie pomiedzy zbiorami A i B,
gdy zbidr A stabo zawiera sie w zbiorze Blub zbiér B stabo za-
wiera sie w zbiorze A. Analogicznie jak w przypadku podo-
bienstwa mozna wprowadzi¢ indeks pokrycia jako warto$¢
maksymalng, z jakg zbiér A stabo zawiera zbidr Blub zbiér B
stabo zawiera zbiér A






3. Problem konstruowania testu
psychologicznego

Ten rozdziat poSwiecony jest problematyce konstruowania
testdéw psychometrycznych na podstawie teorii testbw. Mozna
sformutowacé teze, ze problem konstrukcji testu psychome-
trycznego jest wspoéiczesnie rozpatrywany wiasciwie na pod-
stawie klasycznych teorii testéw psychometrycznych, ktore
w dalszym ciggu bazujg na podejsSciu probabilistycznym i nie
zawierajg konceptualizacji kategorii rozmytych.

W dalszym ciggu gtéwng konceptualizacjg jest teoria Lorda-
-Novicka, ktora zaktada, ze rozktad prawdopodobieristwa wy-
nikdéw testu jest charakterystyczny dla danej osoby. Stad pro-
blem konstruowania testu psychometrycznego jest zasadniczo
problemem probabilistycznym. Fakt ten wyjasnia w duzym
stopniu, dlaczego badacze zafascynowani modelami staty-
stycznymi nie biorg pod uwage teorii zbiordéw i relacji rozmy-
tych ani teorii mozliwosci czy rozmytej logiki przy analizowa-
niu fenomendw psychologicznych (Noworol 1989a).
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3.1. Teorie testow psychometrycznych a problem
konstrukcji

Klasyczna teoria testow opiera sie zazwyczaj na zatozeniu,
ze nieskonczenie wielka populacja o0s6b m = or posiada ob-
serwowalne wyniki punktowe, nieskonczong ilo$¢ razy n = or
(Cronbach 2004). Zatozenie to jest pomijane przez badaczy czy
tez traktowane jak aksjomat przyzwolenia na wybér skonczo-
nej ilosci n pozycji testu i sprawdzenia go na grupie os6b bada-
nych, o rowniez skonczonej liczebnosci m.

Podstawy tej teorii opracowat Gulliksen (1950), a jej mody-
fikacji dokonali Lord i Novick (Novick 1966, Lord i Novick
1968). Od tamtej pory do dnia dzisiejszego nie zostalty wypra-
cowane formalne reguty dla konstruowania testéw psychome-
trycznych.

Gulliksen zbudowat swojg teorie testow na wzoér teorii (mo-
deli pomiaru) funkcjonujagcych w naukach fizycznych. Podsta-
wowym zatozeniem jego teorii jest przyjecie twierdzenia idea-
lizujgcego, zgodnie z ktérym kazdy cztowiek w okresSlonym
momencie posiada pewne prawdziwe wartosci cech psycholo-
gicznych, podobnie jak kazdy obiekt fizyczny ma okreslone
wartosci swoich cech, niezaleznie od stosowanego narzedzia
pomiarowego.

Kazde narzedzie pomiarowe niesie z sobg pewien btad po-
miaru, wypaczajac rzeczywistg wartoS¢ mierzonej cechy. Poja-
wia sie tutaj pojecie wyniku prawdziwego (zgodnego z warto-
§cig rzeczywistg cechy) i wyniku obserwowanego (zgodnego
z dokonanym pomiarem, a de facto z realizacjg zmiennej loso-
wej o pewnym rozktadzie) oraz pojecie btedu pomiaru. Relacje
pomiedzy wynikiem prawdziwym a wynikiem obserwowalnym
okresla formuta 3.1 (Nowakowska 1975).

Xg= Tg+ Eg (3.1)
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gdzie:
Xg - zmienna losowa, ktorej realizacjami sg wyniki w te-
Scie g dla losowo wybranej osoby;
Tg - wynik prawdziwy - realizacja zmiennej losowej
w tescie g dla losowo wybranej osoby;
Eg - biad pomiaru przy realizacji zmiennej losowej w te-
Scie g dla losowo wybranej osoby.

Whnioskowanie o wartosci prawdziwej danej cechy w tescie
g opiera sie na ocenie wariancji btedu pomiaru. Fakt ten sta-
nowi niewatpliwg stabos$¢ klasycznego ujecia. W praktyce te-
stowej nie mozna uzyska¢ dostatecznie wielkiej liczby nieza-
leznych obserwacji (wynikow testu) dla jednej osoby
(Nowakowska 1975). W zwigzku z tym nie ma mozliwosci oce-
ny wariancji btedu dla pojedynczej osoby. Oblicza sie wiec wa-
riancje btedu dla catego testu, bedgcg w rzeczywistosci srednig
wariancjg btedow pomiarow dla poszczegdlnych oséb.

W celu dokonania estymacji wyniku prawdziwego dla danej
osoby konieczne okazuje sie przyjecie pewnych zatozen, ktére
sg aksjomatami w teorii Gulliksena, natomiast w teorii Lorda-
-Novicka przybierajg posta¢ twierdzen. Te trzy podstawowe
zatozenia sg nastepujace:

1. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej btedu E réwna sie
zeru.
2. Zmienne losowe wynik prawdziwy i btad pomiaru nie sg

z sobg skorelowane.

3. Zmienne losowe btedéw w dwdch réznych pomiarach Ei

i E2 sg rbwniez zmiennymi nieskorelowanymi.

Zatozenia drugie itrzecie w przypadku, gdy zmienne podle-
gaja tacznemu rozktadowi normalnemu, sg réwnowazne nieza-
leznosci tych zmiennych. Oznacza to, ze wynik prawdziwy
i btad pomiaru sg zmiennymi niezaleznymi oraz ze rézne po-
miary sg niezalezne.
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Klasyczna teoria testu w ujeciu Gulliksena stata sie przed-
miotem krytyki wielu badaczy. Jeden z podstawowych zarzu-
tow dotyczy pojecia wyniku prawdziwego. Chodzi o to, ze wy-
nik prawdziwy jest zakldcony nieobserwowalnym bledem
losowym i nie jest mierzony bezposrednio, a zatem nie moze
mie¢ znaczenia teoretycznego (Thorndike 1964). Drugim po-
wazniejszym zarzutem jest fakt, ze Gulliksen w swojej koncep-
cji wyniku prawdziwego przyjat wiele postulatow niepoddajg-
cych sie empirycznej weryfikacji (Nowakowska 1975).

Modyfikacja teorii zaproponowana przez Lorda i Novicka
(1968) wprowadzita nowe aksjomatyczne ujecie z jednocze-
snym zachowaniem pierwotnego ujecia Gulliksena. Podstawo-
wym konstruktem teorii Lorda-Novicka jest system okre$lony
formutg 3.2:

{P, G NP, Xgp: peP,geG} 3.2)

gdzie:

P - populacja oséb, z ktorej badacz losuje prébe;

G - zbior testow;

M - rozkiad prawdopodobieristwa na zbiorze P,

X - rodzina zmiennych losowych (zaktada sie tutaj, ze
dla dwoch réznych oséb p, p' i dla dwoch testéw g, ¢'
- niekoniecznie réznych - zmienne losowe Xg oraz
Xgp’'sg niezalezne).

W teorii Lorda-Novicka przyjmuje sie, ze rozktad prawdo-
podobienstwa wynikdéw testu jest charakterystyczny dla danej
osoby. Ten rozktad prawdopodobiefAstwa zmiennej losowej Xgo
okres$la sie jako rozktad sktonnos$ci. Rozkiad ten jest empirycz-
nie nieobserwowalny z uwagi na wspomniany juz wczesniej
fakt ograniczenia liczby pomiaréw uzyskiwanych dla jednej
osoby. Wynik prawdziwy definiowany jest w zmodyfikowanej
teorii jako warto$¢ oczekiwana rozktadu sktonnosci. Zasadni-
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cza roznica w stosunku do teorii Gulliksena polega na tym, ze
btad pomiaru ma warto$¢ oczekiwang rowng zeru na mocy de-
finicji, a nie jak w ujeciu Gulliksena na mocy aksjomatu.

Podsumowujac, mozna powiedzie¢, ze dwa pierwsze aksjo-
maty z teorii Gulliksena sg prawdziwe w ujeciu Lorda-Novicka
(jako twierdzenie) przy zatozeniu, ze rozktad sktonnosci ma
skonczong wariancje. Trzeci aksjomat Gulliksena, aby sta¢ sie
twierdzeniem w teorii Lorda-Novicka, wymaga dodatkowego
zatozenia - liniowej eksperymentalnej niezaleznosci pomiarow.

Wynik prawdziwy w teorii Lorda-Novicka odnosi sie do de-
finicji cechy jako wartosci parametru rozktadu czestosci za-
chowan badanego. Jest on zatem wynikiem statystycznym i ma
charakter probabilistyczny, w przeciwienstwie do wyniku
prawdziwego w ujeciu Gulliksena, gdzie jest on zewnetrzny
w stosunku do pomiaru.

Cata klasyczna teoria testow - w swojej wersji pierwotnej,
jak réwniez w zmodyfikowanej - ukierunkowana jest na bada-
nie rzetelnos$ci testow oraz, w mniejszym stopniu, na badanie
trafnosci.

Rzetelno$¢ testu g rozumiana jest jako stosunek wariancji
wynikow prawdziwych do wariancji wynikow obserwowa-
nych. Poniewaz wynik prawdziwy jest nieznany, nieznana po-
zostaje rowniez jego wariancja. Takie ustawienie zagadnienia
powoduje, ze wszystkie wysitki badaczy sg ukierunkowane na
wyszukiwanie réznorodnych sposobéw szacowania rzetelno-
§ci. W kazdym przypadku rzetelno$¢ wymaga oszacowania
empirycznego. Fakt ten w powigzaniu z definicjg rzetelnosci
doprowadzit do krytyki catej klasycznej teorii testow. Wielu
autorow zwraca uwage na fakt, iz pojecie rzetelnoSci jest poje-
ciem martwym. Rzetelno$¢ jest r6zna dla réznych grup osoéb
badanych. W zwigzku z tym prdéby okreslania ogdlnej rzetelno-
ci natrafiajg na przeszkody (Samejima 1997).
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Rzetelno$¢ okresla dobro¢ pomiaru, tzn. dobro¢ testu, ktory
jest estymatorem wyniku prawdziwego. Innymi stowy, rzetel-
nos$¢ stanowi teoretyczny parametr, ktory jest estymowany na
podstawie proby badawczej i za pomocg réznych, coraz to do-
skonalszych, wypracowanych w ramach teorii testow, estyma-
torow (Brzezinski 1984, Magnusson 1981, Machowski 1988).
Podsumowujgc, mozna powiedzie¢, ze rzetelno$¢ jako teore-
tyczny parametr pewnego estymatora (testu g) sama podlega
estymacji (Nowakowska 1975). Mamy wiec do czynienia
z dwoma btedami estymacji, ktore wcale nie muszg by¢ nieza-
lezne.

Klasyczna teoria testbw ma raczej ograniczone zastosowania
z uwagi na dtugos¢ testu. Nie powinna by¢ stosowana do testéw
krotkich, ze wzgledu na brak mozliwosci uzyskania wiarogod-
nych estymacji. Ponadto wszystkie rezultaty wynikajgce ze sto-
sowania klasycznej teorii testow ignorujg Zrodta btedoéw, takich
jak wariancja spowodowana efektami oceny, kiedy odpowiedzi
na pozycje testowe sg ocenami subiektywnymi.

Rowniez w przypadku poszerzenia komponentu wariancji
wystepujacego w klasycznej teorii testow do wielu zrodet bie-
dow w uogo6lnionej teorii testow (Brennan 2001) wciaz pozo-
staje zatozenie, ze oceny testowe sg pomiarami zmiennych cig-
gtych.

Najwiekszym ograniczeniem klasycznej teorii jest jednak
niewatpliwie jej zalezno$¢ od ocen dychotomicznych. Tak na-
prawde to nie ma podstaw do odpowiedzi, ktére oceniajg trzy
lub wiecej kategorii, pomimo ze jest to powszechng praktyka
stosowanych testéw czy rozwigzywanych problemdw. Kla-
syczne metody bywajg czesto stosowane w takich sytuacjach -
udzielania odpowiedzi na pozycje testowe - poprzez arbitralne
przypisanie numerycznych wartosci do kategorii. Trudnosé
wyjasniania wzrasta, gdy pozycje testowe zawierajg rézne licz-
by kategorii podlegajacych ocenie.
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Rowniez procedury skalowania, ktére w ostatnich latach,
zyskaty wielu zwolennikdéw ws$rdd badaczy, oparte na przypi-
sywaniu wartosci do kategorii maksymalizujagcych stosunek
sumy kwadratéw odchylen wynikow pomiedzy grupami re-
spondentéw do sumy kwadratoéw odchylen wynikow wewnatrz
tych grup, zawodzg, poniewaz traktujg dane wszystkich pozycji
testowych bez uwzgledniania ich charakterystyk. Bogaty prze-
glad literatury oraz szerokie wyjasnienie tego problemu mozna
znalez¢ w pracy Nishisato (1994).

Antidotum na niedomagania klasycznej teorii miata by¢
Item Response Theory (IRT), teoria odpowiadania na pozycje
kwestionariuszowe. Teoria ta omija wiekszos¢ trudnosci poja-
wiajacych sie w klasycznej teorii testow, opierajgc sie na od-
miennych podstawach. Podstawy te wigzg pomiar przeprowa-
dzany w psychologii z teorig prawdopodobienstwa. Stad tez
problemy rzetelnosci i trafnosci jawig sie w zupetnie odmien-
nym Swietle - schodzg na dalszy plan (Hulin i in. 1983).
Wspomniana teoria cigzy w kierunku rozwigzan modelowych,
opartych na teoretycznych funkcjach opisujacych prawdopo-
dobienstwa odpowiedzi w danym tescie.

Podsumowujac, nalezy jeszcze zwrdoci¢ uwage na wazniejsze
wspotczesne podejScia do zagadnien zwigzanych z teorig te-
stow psychometrycznych. Ot6z badacze byli przez wiele lat pod
wptywem znakomitej pracy Test Theory: A Unified Treatment
autorstwa Roda McDonalda (1999), w ktorej autor szeroko ar-
gumentuje i wyjasnia esencjalny zwigzek pomiedzy analizg
czynnikowa, klasyczng teorig testow oraz teorig odpowiadania
na pozycje kwestionariuszowe (IRT). W kolejnej pracy, ten sam
autor (McDonald 2000) dotgczyt do tego zwigzku nowo opra-
cowane wielowymiarowe modele odpowiadania na pozycje
kwestionariuszowe (Multidimensional Item Response Theory,
MIRT).
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Ostatnio wprowadzono do problematyki teorii testow i in-
nych zagadniei psychometrycznych uog6lnione modele linio-
we i mieszane zmiennych ukrytych (Skrondal i Rabe-Hesketh
2004, Generalized Linear Latent and Mixed Models, GLLA-
MMs). Ta rodzina modeli obejmuje analize czynnikowsg, kla-
syczng teorie testdw i modele IRT, jako szczegdlne przypadki,
oraz catg klase modeli zmiennych ukrytych, wielopoziomo-
wych, longitudinalnych i rownan strukturalnych.

Zaréwno klasyczna teoria testdw, jak i IRT, MIRT czy mode-
le GLLAMMs badajg de facto jedynie testy iich struktury, nawet
bardzo ztozone i wielopoziomowe (Steele i Goldstein 2006),
jako narzedzia pomiarowe. Nie rozwigzujg natomiast proble-
mow metodologicznych konstruowania samych testow, jak
réwniez nie pozwalajg wnioskowaé¢ o réznicach indywidual-
nych. Mozna powiedzieé, ze mamy tu pewien paradoks meto-
dologiczny. Psychologia roznic indywidualnych, zajmujac sie
odmiennoscig jednostek, dazy rownoczes$nie do konstruowania
testow, w ktérych indywidualne réznice zastepowane sg przez
makro cechy, wynikajace z modelu statystycznego, ktdre po-
zwalajg na klasyfikowanie jednostek do okreslonych kategorii.
Roznice indywidualne w tych modelach sg traktowane jako
zrodto btedu pomiaru, a nie jako wartosci zmiennych wyréz-
niajgcych dang osobe i pokazujacych jej odmiennos$é od innych.

Nie umniejszajac bynajmniej wartosci rozwigzan psychome-
trycznych i naprawde ogromnych mozliwosci konstruowania
modeli statystycznych, wyjasniajgcych prawa przyrody i za-
chowan cztowieka, nalezy jednak mie¢ na uwadze fakt globali-
zacji roznic indywidualnych. Wynika stad jasno potrzeba po-
dejmowania dalszych poszukiwan i rozwigzan zar6wno
w ramach mozliwosci oferowanych przez wspo6iczesng psy-
chometrig, jak i w ramach adaptowania nowych i rozwijania
tych teorii matematycznych, ktére moga przyczynic sie do opi-
su rzeczywistosci w takich modelach, w ktorych réznice indy-
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widualne nie bedg Zrédtem bledu, lecz przedmiotem analizy.
Nalezy tutaj wyraznie podkres$li¢ i rozrézni¢ analizy btedéw
(w tym pomiaru), ktdre dokonuje sie w statystyce matema-
tycznej, od analizy réznic indywidualnych jako niepowtarzal-
nych wartosci charakteryzujacych danego cztowieka.

3.2. Zasady konstruowania testu psychometrycznego

W praktyce testy psychometryczne konstruowane sg za-
zwyczaj w taki sposéb, iz z pierwotnej puli pytan (pozycji, ite-
mow) wybiera sie te, ktdére spetniajg pewne kryterium zakta-
dane przez badacza. Moze to by¢ kryterium nieformalne,
odzwierciedlajgce wymagania stawiane przez przyjmowang
przez badacza teorie. W takim przypadku badacz zazwyczaj
wybiera te pozycje, ktére mozliwie wysoko korelujg z jego kry-
terium ijednoczesnie nisko korelujg miedzy soba.

Innym kryterium jest kryterium formalne. Badacz opiera sie
tutaj przewaznie na analizie czynnikowej i dopiero wtdérnie
uzyskanym wymiarom (czynnikom) nadaje interpretacje teo-
retyczna. Nierzadko rowniez na podstawie uzyskanych czynni-
kéw buduje lub rozwija wiasng teorie. Jest to wiec postepowa-
nie jak gdyby przeciwne do postepowania zwigzanego
z kryterium nieformalnym, gdzie punktem wyjscia jest teoria.

Badacz moze wykorzystywac przy konstrukcji testu pewne
statystyczne wskazniki, takie jak wariancja poszczegélnych po-
zycji, wspoétczynniki korelacji pomiedzy itemami, moc dyskry-
minacyjna itemow czy catego testu, btagd pomiaru itp. Wszyst-
kie te wskazniki moga by¢ jednakze obliczane przy zatozeniu,
ze badacz dysponuje juz ograniczong pulg pozycji tworzacych
defacto pierwszg wersje testu.
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Wynika stagd wiele niejasnosci czy wrecz sprzecznosci. Na
przyktad, chcac obliczy¢ moc dyskryminacyjng pozycji (itemu)
dla testu, a nie dla jego wersji pierwotnej, badacz musi dyspo-
nowac tym testem. Natomiast w celu okre$lenia mocy dyskry-
minacyjnej jednego itemu przy konstruowaniu testu z puli
dziesieciu itemow badacz, chcagc wykonaé swoja prace rzetel-
nie, powinien skonstruowac¢ 458 testéw i dla kazdego z nich
okreslic moc dyskryminacyjng rozwazanego itemu. Prace te
powinien powtorzy¢ dla kazdego itemu, czyli w sumie powi-
nien de facto skonstruowac 4580 testow. Nastepnie nalezatoby
wybraé taka liczbe i takg konfiguracje itemdw, ktéra zapewni
maksymalizacje mocy dyskryminacyjnej.

Oczywiscie nikt do tej pory takiej pracy nie wykonat, a ist-
niejgce testy psychometryczne powstajg na zasadzie subiek-
tywnych rozstrzygnie¢. Moc dyskryminacyjna pytann badana
jest postfactum. Badacz zazwyczaj manipuluje jedynie wybra-
ng pula pozycji, redukujac ja lub powiekszajac. Nie dysponuje
on og0lng procedurg pozwalajacag na optymalne konstruowanie
testu.

Przez pewien czas uwazano, iz wyjsciem z tego impasu jest
analiza czynnikowa. Zastosowanie tej metody pozornie daje
podstawy obiektywnej procedury konstruowania testu psy-
chometrycznego. W wyniku analizy pierwotnej puli pozycji ba-
dacz uzyskuje czynniki gromadzace pewne grupy itemow. Me-
toda ta moze jednak mocno znieksztatcaé rzeczywistos¢, dajac
w efekcie taki wynik czy takg konfiguracje i liczbe czynnikdw,
jaka defactobadacz chce uzyskac.

Petng krytyke analizy czynnikowej ze wskazaniem wszyst-
kich jej wazniejszych ograniczen przeprowadzita wiele lat te-
mu Nowakowska (1975). Pierwotna empiryczna przestrzen
iteméw jest redukowana i przeksztatcana w nowa teoretyczng
przestrzeh czynnikdéw. Nastrecza to trudnosci zwigzane z in-
terpretacja tak uzyskanych czynnikéw.
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Rowniez wybor rodzaju rotacji (ortogonalnej lub jednej
zwielu skosnych) jest trudny i wielu badaczy dokonuje go intu-
icyjnie. Nalezy podkresli¢, ze istnieje sporo réznych metod, za-
wartych w programach komputerowych, wyodrebniania czyn-
nikéw i ich rotacji, z ktérych kazda dostarcza pewng mozliwos¢
interpretacji. Badacz stara sie zazwyczaj wybrac¢ takag metode
i interpretacje, ktére mieszczg sie w ramach zatozonej przez
niego teorii.

Inng staboscig analizy czynnikowej jest fakt, ze badacze cze-
sto usitujg stosowac te same czynniki dla przewidywania i kon-
struowania réznych indykatorow. W analizie czynnikowej nie
ma podstaw do stwierdzenia, ze wybor okre$lonej liczby czyn-
nikéw prowadzi do jedynej prawdziwej struktury (do jedynego
prawdziwego opisania danego obszaru rzeczywistosci, zacho-
wan czy cech cztowieka).

Zastosowanie analizy czynnikowej wymaga, aby zmienne,
wyrazone poprzez pozycje testu, kwestionariusza itp., byty
mierzalne na skali typu przynajmniej przedziatowego, tzn.
w taki sposdb, by mozna byto sensownie obliczy¢ wartosci
Srednie oraz wariancje. Ponadto dla interpretacji czynnikow
konieczne jest, zeby doktadnie byto wiadomo, jakie zmienne sg
mierzone przez analizowane testy czy itemy.

Podsumowujac, nalezy stwierdzié, iz analiza czynnikowa nie
jest optymalnym narzedziem do konstruowania testow psy-
chometrycznych. Powinna by¢ zatem stosowana jedynie
w okreslonych i uzasadnionych sytuacjach, a nie jako standar-
dowa metoda konstruowania testéw psychometrycznych.

Istotnym, zupetnie odrebnym zagadnieniem zwigzanym
z budowaniem testdw psychometrycznych jest problem bada-
nia deformacji odpowiadania na pytania kwestionariuszowe.

Zagadnienie to poruszato wielu autoréw, np. Nowakowska
(1975) czy Marek i Noworol (1987). Zasadniczy problem
sprowadza sie tutaj do stwierdzenia, do jakiego stopnia dany
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item ,,mierzy” dang ceche, a do jakiego stopnia odzwierciedla
pewne preferencje osoby badanej do okreslonej kategorii od-
powiedzi lub nastawienie osoby badanej do udzielania odpo-
wiedzi zgodnej z preferencjami danej grupy spotecznej. Pro-
blemu tego nie rozwigzuje stosowanie nowoczesnych modeli
GLLAMMs (podrozdz. 3.1).

Odpowiedzi na pytania czy tez ustosunkowanie sie jednost-
ki do poszczeg6lnych itemow, ktére wyrazone sg w postaci
stwierdzen, ma przewaznie charakter dychotomiczny: Tak -
Nie, Zgadzam sie - Nie zgadzam sie, Prawda - Fatsz itp., lub tez
rozpiete jest na pewnej skali punktowej, np. typu Likerta.

Innymi stowy, zaklada sie, iz odpowiadajagcy na pytanie
w odniesieniu do pewnych cech czy tez typdw zachowan, ktore
ze swej natury majg charakter zmiennych ciggtych, zastosuje
sztuczng dychotomizacje, wymuszong przez typ skali zastoso-
wanej przez badacza.

Przyjmuje sie zatem a priori, ze cztowiek nie jest w stanie
odzwierciedli¢ ciggtosci zmiennej w inny spos6b niz poprzez
jej dychotomizowanie. Poglad ten, przyjmowany milczaco, nie
znajduje jednak potwierdzenia w ostatnio prowadzonych ba-
daniach nad szeroko rozumiang percepcja. Okazuje sie miano-
wicie, iz ciggto$é przystugujagca pewnym modalnosciom moze
by¢ doskonale odzwierciedlana przez cztowieka. Potwierdzajg
to badania, w ktorych procesy percepcji sg w sposob wysoce
zadowalajacy opisywane przy zastosowaniu skalowania wie-
lowymiarowego (Coombs 1950, Borg i Lingoes 1987, Roskam
i Lingoes 1970, Biela 1995) oraz zbioréw rozmytych (np. Za-
deh iin. 1975, Peagans i Biller 1980, Mamdani i Gaines 1981,
Marek i Noworol 1986, Noworol 1989). Wyniki tych badan
sktaniajg do zweryfikowania dotychczasowych pogladdw.
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3.3. Zasady konstruowania testu na podstawie modelu
rozmytych skupien hierarchicznych

Jak wynika z dotychczasowych rozwazan, problem kon-
struowania testu psychometrycznego jest ciagle otwarty. Pro-
ponowane rozwigzania sg niepeine, czesto pozorne lub tez ze
wzgleddw praktycznych niemozliwe do zastosowania.

Niniejsza monografia jest proba przedstawienia nowej kon-
ceptualizacji konstruowania testu psychometrycznego. Opiera
sie ona z jednej strony na teorii zbiorow rozmytych (Kaufmann
1975), z drugiej za$ na hierarchicznych modelach analizy sku-
pien, hierarchicznych procesach analitycznych (AHP) i anali-
tycznych procesach sieciowych (ANP) czy modelach podejmo-
wania decyzji (Saaty 2000, 2001). Potgczenie tych obu idei daje
w efekcie modele rozmytych skupiei hierarchicznych, ktore
pozwalajg na wierniejsze odzwierciedlenie badanych zmien-
nych ciagtych, opisywanych przez poszczego6lne itemy.

Koncepcja hierarchicznej analizy skupien umozliwia selek-
cjonowanie itemdw poprzez wyodrebnianie ich homogenicz-
nych grup (skupien). Dostarcza ponadto informacji o wzajem-
nych hierarchicznych relacjach pomiedzy itemami. Niezmiernie
istotny jest tutaj fakt, iz uzyskiwane skupienia itemdw sg pre-
zentowane w pierwotnej przestrzeni miar odlegtosci lub podo-
bienstw.

Natozenie koncepcji zbiorow rozmytych na idee hierar-
chicznej analizy skupien wzbogaca liczbe i jako$¢ informacji
otrzymywanych w wyniku analizy. Badacz dowiaduje sie nie
tylko, ze dane skupienie jest podskupieniem innego skupienia,
lecz uzyskuje dodatkowo informacje, w jakim stopniu jedno
skupienie zawiera sie w drugim oraz jakie sg relacje podobien-
stwa miedzy skupieniami. Informacje, ktére badacz moze uzy-
ska¢ w wyniku zastosowania modelu rozmytych skupien hie-
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rarchicznych, sg o wiele bogatsze i zarazem bardziej jedno-
znaczne oraz ponad wszelkg watpliwo$¢ bardziej zblizone do
realnego obrazu rzeczywistosci niz informacje, jakie moze uzy-
ska¢ w wyniku zwyklej analizy skupien. Wydaje sie, ze infor-
macje te mogg w petni wystarczy¢ do konstruowania rozmyte-
go testu psychometrycznego (Noworol 1989).



4. Odlegtosci miedzy kategoriami rozmytymi

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione dwa typy
odlegtosci okres$lajace relacje miedzy kategoriami rozmytymi.
Nastepnie, opierajgc sie na klasycznej analizie hierarchicznej
zastosowanej do skupiania obiektéw lub zmiennych, nakresli-
my problematyke skupiania kategorii rozmytych.

Zaprezentowana zostanie szczegétowo uogdlniona odle-
gtos¢ Hamminga oraz odlegtosé euklidesowa pomiedzy katego-
riami rozmytymi. Obydwa rodzaje odlegtosci zostang przed-
stawione w formie ogdlnej i unormowanej, tzn. przyjmujacej
wartos$ci z przedziatu [0,1]. Oba typy odlegtosci zostang przed-
stawione zaréwno w przypadku, kiedy uniwersum U jest zbio-
rem skonczonym lub przeliczalnym podzbiorem liczb rzeczy-
wistych R, jak i w przypadku gdy uniwersum jest zbiorem
nieskonczonym.
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4.1. Odlegtosci miedzy kategoriami rozmytymi - wybrane
definicje

Definicja uogdlnionej odlegto$ci Hamminga, gdy uniwersum
jest zbiorem skoriczonym

Niech zbi6r uniwersum U bedzie zbiorem skoriczonym, np.
n-elementowym, okreSlonym formutg 4.1:

U= {xi, x2 x3..., xn}; M = [0,1] (4.1)

Niech AiBoznaczajg dwa podzbiory rozmyte zbioru U.
Wowczas uogdlniona odlegto§¢ Hamminga dH pomiedzy kate-
goriami rozmytymi A i Bjest okreslona formutg 4.2:

dH(A,B)
= Zf=i(max(pA(X), pB(Xi)) - min(pA(Xi), pB(x})))  (4.2)

Z wiasciwosci funkcji max i min wynika, zeformuta 4.2 od-
powiada sumie warto$ci bezwzglednych z réznic pomiedzy
wartosciami funkcji przynaleznosci elementéw do kategorii
rozmytej A i do kategorii rozmytej B. Mozna wiec powiedzie¢,
ze uogo6lniona odlegto$¢ Hamminga pomiedzy kategoriami
rozmytymi jest odpowiednikiem odlegtosci city block pomie-
dzy obiektami charakteryzowanymi przez zesp6t cech (Za-
krzewska 1987).

Warto tutaj zwrdci¢ uwage, ze maksymalna wartosé uogél-
nionej odlegtosci Hamminga réwna sie liczbie elementéw uni-
wersum U. Prawdziwa jest zatem formuta 4.3:

0< dH(AB) < n; n=#U (4.3)
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Formuta 4.3 stanowi podstawe do normalizacji uogdlnionej
odlegtoSci Hamminga. Formuta 4.4 okres$la unormowang uo-
golniong odlegtos¢ Hamminga dla kategorii rozmytych w przy-
padku dyskretnych funkcji przynaleznosci:

6H(A ,B ) 1km (4.4)

Zar6éwno uogolniona odlegto$s¢é Hamminga, jak i jej wersja
unormowana spetniajg wszystkie warunki odlegtosci (np. Ma-
rek i Noworol 1987).

Przykiad 4.1

Niech U bedzie zbiorem czteroelementowym okreslonym
formuitg 4.5:

U={xi,x2x3x4} (4.5)

Niech kolejne formuty 4.6 i 4.7 okre$lajg kategorie rozmyte
AiB:

A = {(xi:0,20), (x2:0,55), (x3:0,70), (x4:1,00)} (4.6)

B = {(XI:0,60), (x2:0,30), (x3:0,15), (x4:0,80)} 4.7)
Korzystajac z formuty 4.2 okreslajacej uogdiniong odlegtosé
Hamminga, obliczono odlegto$¢ pomiedzy kategoriami AiB

okreslonymi formutami 4.6 i 4.7. Wyliczong odlegto$¢ prezen-
tuje formuta 4.8:

dH(A,B) = 0,40 + 0,25 + 0,55 + 0,20 = 1,40 (4.8)
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Zgodnie z formuta 4.4 wyliczona zostata odlegto$¢ unormo-
wana pomiedzy zbiorami Ai B (formuta 4.9):

6h(AB) =~=0,35 (4.9)

Definicja uogdlnionej odlegto$ci Hamminga, gdy uniwersum
jest zbiorem przeliczalnym

Niech zbiér uniwersum U bedzie zbiorem przeliczalnym, fj.
zawierajagcym nieskonczong liczbe elementéw. Niech AiB
oznaczajg dwa podzbiory rozmyte zbioru U. Wowczas uogol-
niona odlegto§¢ Hamminga dn pomiedzy zbiorami rozmytymi
AiBjest zdefiniowana poprzez szereg nieskonczony, przy
czym istnieje tylko wtedy, gdy szereg jest zbiezny (formuta
4.10):

dH(A,B)
= X1™1(Tax(pa(x:), pg(xi)) - min(p5(xi), pg(xi))) (4-10)
Definicja uogdlnionej odlegto$ci Hamminga, gdy uniwersum
jest zbiorem nieskoriczonym

Niech zbiér uniwersum U = R bedzie zbiorem liczb rzeczy-
wistych, U = (-co, +c»). Niech AiBoznaczajg dwie kategorie
rozmyte zbioru U. Wéwczas, uogdlniona odlegto$¢ Hamminga
dn pomiedzy kategoriami rozmytymi AiBjest zdefiniowana
poprzez catke niewtasciwag i w zwigzku z tym ma sens tylko
wtedy, gdy catka jest zbiezna (formuta 4.11):

dH(A,B)

= [ (Tax(KAKX) Pg(x)) - TT(pAa(x), 99(x)))dx  (4.11)
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Odlegtosci okreSlone rownosciami 4.10 i 4.11 nie poddajg sie
normalizaciji.

Jezeli uniwersum U nie réwna sie catemu zbiorowi liczb
rzeczywistych, lecz jest jego pewnym podzbiorem wiasciwym,
np. przedziatem skonczonym, U= [ab] ¢ I; a, b 6 1, to odle-
gto$¢ okresSlona formutg 4.11 musi by¢é zawezona do calki
oznaczonej, rozpietej na tym przedziale (formuta 4.12):

dH(A,B) N /db(tax(pa(x), pB(x)) - min(pA(x), pB(x)))dx
(4.12)

Odlegtos¢ te mozna zilustrowac graficznie (rysunek 4.1).

Rysunek 4.1. Pogladowa prezentacja odlegtosci Hamminga dH(A, B)
(formuta 4.12) w przypadku, gdy uniwersum U=[a,b] i M = [0,1]. Pole
zakreskowane przedstawia warto$¢ odlegtosci pomiedzy kategoriami
rozmytymi Ai B
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Odlegtos¢ okreslona formutg 4.12 poddaje sie normalizacji.
Kolejna formuta 4.13 okre$la znormalizowang uog6lniong odle-
gtos¢ Hamminga dla sytuacji, w ktorej uniwersum U= [a,b] ¢ R.

(4.13)

gdzie:
dH(A, B) dane jest formutg 4.12.

Odlegtosé euklidesowa w przypadku gdy uniwersum U jest
zbiorem skorficzonym

Niech zbior U bedzie zbiorem n-elementowym okreslonym
formutg 4.1. Z kolei niech AiBoznaczajg dwie kategorie roz-
myte zbioru U. Wéwczas odlegtos¢ euklidesowa, oznaczona
samg literg r/bez indeksu dolnego, pomiedzy zbiorami rozmy-
tymi Ai B okreslona jest formutg 4.14:

d(A, B) &
= VSf=i(max(pA(x), pg(x)) - TT(p#(x), p§(x)))2 (4.14)

Odlegtos¢ euklidesowa pomiedzy zbiorami rozmytymi Ai B
okreslona formutg 4.14 moze przyjaé wartos¢ maksymalng
rowng n. W zwiazku z tym odlegto$é te mozna tatwo znormali-
zowac. Formuta 4.15 okre$la znormalizowang odlegtos¢ eukli-
desowa:

(4.15)
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Przykiad 4.2

Niech U bedzie zbiorem czteroelementowym okreslonym
formutag 4.5. Natomiast kategorie rozmyte AiBniech bedg
okreslone odpowiednio formutami 4.6 i 4.7. Korzystajac z for-
mut 4.14 oraz 4.15, obliczono odlegto$é euklidesowg (formuta
4.16) oraz znormalizowang euklidesowg (formuta 4.17):

d(A,B) = V0,565 * 0,752 (4.16)
— 0,752
6(A.B) = —,— = 0,188 (4.17)

Warto tu zwroci¢ uwage, ze odlegto$¢ euklidesowa jest
mniejsza niz odlegto$¢ Hamminga. Fakt ten uwidacznia sie
w opisanych przyktadach, kiedy porowna sie warto$ci uzyska-
ne w formutach 4.8 i14.16 oraz odpowiednio 4.9 i4.17.

Odlegtosé euklidesowa w przypadku gdy uniwersum U jest
zbiorem przeliczalnym.

W tym przypadku odlegto$é euklidesowa d pomiedzy kate-
goriami rozmytymi Ai B zdefiniowana jest analogicznie jak od-
legto§¢ Hamminga - poprzez szereg nieskonczony. Istnieje ona
tylko wtedy, gdy szereg jest zbiezny (formuta 4.18):

4A B) &

= VE~i(max(gA(xi), Pg(xi)) - TT(pa(x;:), pg(xi)))2 (4.18)
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Odlegtos¢ euklidesowa w przypadku gdy uniwersum Ejest
zbiorem nieskofAczonym

Niech U = R. Wéweczas odlegtos¢ euklidesowa pomiedzy ka-
tegoriami rozmytymi Ai B zdefiniowana jest poprzez pierwia-
stek z catki niewtasciwej. Istnieje ona tylko wtedy, gdy catka
jest zbiezna (formuta 4.19):

d(A, B) &

(Tax(pi(x), pg(x)) - min(gA(x), gg(x)))2dx (4.19)

Warto zwr6cic tu uwage, iz podobnie jak w przypadku odle-
gtosci Hamminga odlegtosci euklidesowe okreslone formutami
4.18 14.19 nie poddajg sie normalizacji.

Odlegtos¢ dang formutg 4.19 mozna znormalizowac, jezeli
uniwersum U rowna sie przedziatowi [a,b], czyli jest podzbio-
rem wiasciwym R. W takim przypadku catka wystepujaca
w formule 4.19 okre$lona jest w granicach od a do b (formuta
4.20):

d(A, B) &

af J (tax(pin(x), pg(x)) - min(ps (x), pB(x)))2dx (4.20)
aa

Unormowana odlegto$¢ euklidesowa w tym przypadku
okres$lona jest formutg 4.21:

(4.21)
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Nalezy tutaj podkresli¢, ze kwadrat odlegtosci euklidesowej
(norma euklidesowa) moze by¢ rozpatrywany jako wskaznik
odlegtosci pomiedzy zbiorami rozmytymi. Nie jest on jednak
odlegtoscia, poniewaz nie spetnia warunku tréjkata z definicji
odlegtosci.

Analogicznie do opisanych tutaj miar odlegto$ci mozna dla
zbioréw rozmytych skonstruowaé odpowiednik odlegtosci
Minkowskiego oraz innych miar.

4.2. Hierarchiczne skupianie kategorii rozmytych

Punktem wyjscia dla klasycznej analizy hierarchicznej przy
skupianiu obiektow lub zmiennych jest macierz odlegtosci lub
macierz podobienstwa pomiedzy nimi (BMDP 2011). W po-
przednim podrozdziale (4.1) pokazano, ze okreslanie odlegto-
§ci pomiedzy zbiorami rozmytymi jest analogiczne do okresla-
nia odlegto$ci pomiedzy obiektami lub zmiennymi opisanymi
w przestrzeni wielowymiarowej.

Za pomocg klasycznych metod hierarchicznych analizy sku-
pien mozna zatem skupia¢ kategorie rozmyte, wychodzac
z macierzy odlegtosci pomiedzy nimi. Podobnie jak w przypadku
klasycznym, problem doboru rodzaju odlegtosci i metody sku-
piania uzalezniony jest przede wszystkim od problemu meryto-
rycznego, do ktérego dana odlegto$¢ i metoda sg stosowane.

Mozliwos¢ skupiania kategorii rozmytych pozwala na bu-
dowanie hierarchii itemdéw lub dymensji. Model testu opartego
na skupianiu iteméw jako kategorii rozmytych jest nastepuja-
cy. Badacz dysponuje pulg pozycji testu, ktdrg traktuje jako
zbiér podzbioréw rozmytych. Subiektywne oceny os6b bada-
nych sg wowczas wartosciami funkcji przynaleznosci cechy,
ktérg mierzy item, do tej pozycji testu. Uzyskana hierarchia
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skupien moze by¢ traktowana jako estymator hierarchii sku-
pien itemdw wystepujacych w danym tescie, ktéry jest aktual-
nie konstruowany.

Drugi model zwiazany jest ze skupianiem dymensji. W mo-
delu tym badacz traktuje kategorie rozmyte jako dymensje, na-
tomiast itemy jako elementy tych rozmytych dymensji. Uzy-
skana hierarchia skupien pozwala na ocene potozenia dymensji
wzgledem siebie.

Tego rodzaju analiza moze pozwoli¢ na wychwycenie nie-
prawidtowos$ci badanego konstruktu (testu). Nieprawidtowo-
§ci te sg rozumiane jako niezgodnos$¢ otrzymanego obrazu rze-
czywistosci z teorig, na podstawie ktorej badacz konstruuje
dany test. W momencie wykrycia, ze test mierzy dymensje ina-
czej, niz oczekuje tego badacz, moze on usungc pewne itemy,
zaburzajace strukture czy tez zawarto$¢ skupien, lub moze do-
da¢ nowe. W kazdym takim przypadku badacz powinien po-
wtorzy¢ analize.

Opisany sposéb postepowania nie pozwala jednakze na pet-
ne wykorzystanie waloréw stosowania zbioréw rozmytych do
konstruowania testow psychometrycznych. Ograniczeniem jest
tutaj zastosowanie klasycznej analizy skupieh do zbioréw roz-
mytych. Rzeczywista analiza oparta na teorii zbioréw rozmy-
tych konczy sie w modelu pierwszym na subiektywnej ocenie
przynaleznos$ci badanych cech, manifestujagcych sie u badanych
0s0b, do poszczeg6lnych itemdw.

W modelu drugim analiza rozmyta konczy sie w momencie
skonstruowania wartosci przynalezno$ci poszczeg6lnych ite-
mow do poszczegdlnych dymensji.

Postepowanie tego rodzaju, tzn. zastosowanie klasycznej
analizy skupien do zbioréw rozmytych, jest postepowaniem
poprawnym. Niepetno$¢ wykorzystania mozliwosci, jakie
stwarza teoria zbiorow rozmytych, moze jednak w niektorych
przypadkach spowodowac, ze badacz uzyska obraz rzeczywi-
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stoSci zaburzony nowa zmienng, z ktérej nie zdaje sobie spra-
wy, mianowicie, ze uzyskane skupienia zawierajg zbiory roz-
myte, natomiast same nie sg kategoriami rozmytymi. Innymi
stowy, badacz przyjmuje, ze zbiory rozmyte (elementy sku-
pien) naleza do poszczegdlnych kategorii z jednakowg warto-
$cig funkcji przynaleznosci rowng jeden.

Tymczasem badacz dysponujacy hierarchig skupieh zbio-
réw rozmytych powinien przyja¢, ze w hierarchii poszczegdlne
elementy przynalezg do danych kategorii w réznym stopniu
(z r6zng sitg). Tego rodzaju naturalna rozmyta analiza skupien
przyjmujaca skupienia rozmyte, tzn. takie, do ktérych elementy
przynaleza w réznym stopniu, moze i powinna prowadzi¢ do
wykrycia funkcji przynaleznosci do tych skupien.

Na zakonczenie tego podrozdziatu warto zwréci¢ uwage na
fakt, ze rodzaj uzytej odlegtosci wplywa istotnie zar6wno na
zawarto$¢ skupien, jak i na ich hierarchie. Podobnie wplyw na
uzyskiwang strukture elementéw (itemoéw) ma rodzaj zasto-
sowanej metody skupiania. Pozostaje zatem pytanie: jakg odle-
gtos$¢ i jakg metode mozna poleci¢ do stosowania przy kon-
struowaniu testow psychometrycznych? Wydaje sie, ze
odpowiedzZ jest nastepujgca. Warto stosowac¢ odlegtos¢ eukli-
desowg jako znang intuicyjnie badaczowi z codziennej praktyki
oraz odlegto§¢ Hamminga, ktéra wydaje sie odpowiednia do
wyrazania odlegto$ci pomiedzy rozmytymi itemami. Nie ma
tutaj takiego niebezpieczenstwa znieksztatcenia danych empi-
rycznych, jak w przypadku stosowania odlegtosci euklidesowej
pomiedzy cechami nierozmytymi (Zakrzewska 1987). Zaleca
sie ponadto stosowanie tych odlegtosci w postaci znormalizo-
wanej, poniewaz fatwiej jest wowczas pordwnywac z sobg roz-
ne skale.

Ujmujac zagadnienie skupiania itemOw geometrycznie,
stwierdzié mozna, ze chodzi o wykrywanie obszaréw o duzej
gestosci. Metoda prostych potgczen jest jedng z dogodnych me-
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tod do wykrywania obszaréw o duzej gestosci punktéw (Harti-
gan 1985).

W rozdziale e przedstawione zostang rézne inne zwiazki
pomiedzy kategoriami rozmytymi, jak rozmyta inkluzja czy
rozmyte pokrycie. W podrozdziale 6.3 prezentowane beda
rozmyte miary sity zwigzkow pomiedzy kategoriami rozmyty-
mi, jak rozmyte miary inkluzji, pokrycia czy asocjacji oraz ich
zastosowanie do rozmytej analizy skupien.



5. Relacje rozmyte

5.1. Pojecie relacji rozmytej

Definicja relacji rozmytej

Niech 1 = U x V bedzie iloczynem kartezjanskim dwdch
uniwerséw (dowolnych zbioréw niepustych). Niech M = [0,1]
oznacza zbiér przynalezno$ci. Wowczas rozmyta relacja /1 zde-
finiowana jest jako podzbidér rozmyty iloczynu kartezjanskiego
X przyjmujacy wartosci swojej funkcji przynaleznosci w zbio-
rze M. W ten sposéb zdefiniowana relacja jest oczywiscie rela-
cja binarna.

W przypadku gdy U i V sg zbiorami skonczonymi, odpo-
wiednio n- i m-elementowymi, wéwczas relacja rozmyta J1 mo-
ze by¢ przedstawiona w postaci macierzy (formuta 5.1):

= [rxiyjl.=12 m;rxiyje Mxie Uyj e V (5.1)

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ rozmytg relacje n-arna.
Wowczas zbior T jest iloczynem kartezjanskim n uniwerséw:

N =UixU2x...x Un
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Rozmyta n-arna relacja jest podzbiorem rozmytym zbioru T\
sncy

Tak jak i poprzednio zaklada sie, ze zbior przynaleznosci
M= [0,1].

Przykiad 5.1

OkresImy rozmyta relacje 3-arng. Niech uniwersum Ui = (xi,
xr}. Z kolei niech uniwersum Uz2= {yi, yr} oraz uniwersum Us=
(zi, 2} Niech M = [0,1]. Rozmyta relacja 3-arna okre$lona jest
formutg 5.2.

A = {(xi, yi, zi: 0,75), (xi, yr, zi: 0,10), (x2 yi, zi: 0,00),
(xr, ¥2, zi: 0,60), (xi, yi, z2:0,06), (xi, yr, z2:1,00),
(X2,yi, 22:0,77), (x2,y2,22: 0,40)} (5.2)

Jak wynika z formuty 5.2, relacja /1 jest podzbiorem rozmytym
iloczynu kartezjanskiego uniwerséw Ut XU2 X Us.

W przypadku relacji rozmytych binarnych wygodniejszg
forma zapisu niz formuta 5.2 jest zapis macierzowy (por. przy-
ktad 5.2). Zapis taki pozwala réwniez na wykonywanie operacji
na relacjach rozmytych jako operacji na macierzach.

Przyktad 5.2

Niech uniwersum Ui= (xi, xr, x3, X, X, X6} bedzie zbiorem
sze$Scioelementowym, a uniwersum Uz2= {yi, yr, y3, Ya} bedzie
uniwersum czteroelementowym, natomiast M zbiorem przyna-
leznosci, M = [0,1]. Tabela 5.1 prezentuje przykiad relacji roz-
mytej ¢ x U2.
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Tabela 5.1. Relacjarozmyta & ¢ U_x U2

K N Y2 y3 A
X 0,32 0,63 0,05 0,10
X2 0,15 0,98 1,00 0,05
3 0,21 1,00 0,00 1,00
X 0,17 0,24 0,98 0,00
%6 0,66 0,98 0,90 0,88
6 0,27 0,87 0,33 0,27

Forma zapisu macierzowego w przypadku rozmytych relacji
binarnych jest oczywiscie mozliwa wtedy, gdy obydwa uniwersa
sg zbiorami skofAczonymi. W przypadku kiedy uniwersa sg zbio-
rami nieskonczonymi, rozmyte relacje binarne, a Scislej, funkcje
przynaleznosci tworzace te relacje, mozna opisywaé¢ formutami
matematycznymi i przedstawia¢ w postaci wykreséw. Forma
graficznej prezentacji (wykres) moze mieé miejsce réwniez
wtedy, gdy badacz nie zna formuty opisu matematycznego.

Przykiad 5.3

Niech m&oznacza rozmyta relacje bliskos¢. Przyktadowo, ba-
dacz chce wyrazi¢ bliskosé proaktywnosci badanych oséb.
Uzywa on do tego celu Skali Proaktywnosci w Karierze, autor-
stwa A Banki (2005). Dla poszczegdlnych dymensji (czterech
podskal) uzyskuje wyniki na skali, ktora oczywiscie nie jest
ciggla. Tym niemniej pojecie rozmytej relacji bliskoscijest po-
jeciem ciggtym i moze by¢ opisane za pomocg funkcji ciggtej.

Rysunek 5.1 prezentuje funkcje, ktdrg w terminach relacji
rozmytych mozna okres$li¢ nastepujgco: osoba A ma proak-
tywnos¢ bliskg tej, jaka ma osoba B. Funkcja przedstawiona
na rysunku 5.1 opisana jest wzorem matematycznym, ktéry
prezentuje formuta 5.3.
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Nor = B-1%2[] >0 (5.3)

gdzie:
® - odlegto$¢, np. Hamminga (formuta 4.3) pomiedzy
znormalizowanymi wynikami badanych oséb Ai B;
t - stata.

Zrysunku 5.1 wynika, ze funkcja przynaleznosci do rozmy-
tej relacji Misko przyjmuje warto$¢ rowng jeden wtedy,
gdy warto$¢ odlegtosci Hamminga wynosi zero, &&= 0. Oczywi-
Scie, odlegtosc ta zeruje sie wtedy, gdy A = B, tzn. gdy obie oso-
by uzyskuja doktadnie takie same wyniki we wszystkich pod-
skalach proaktywnos$ci, niezaleznie od tego, czy sg to wyniki
wysokie, czy niskie.

m=0,9

fi
«(I:a i7
& 0.6
05

u

*c 0,4
RV
o
Qaﬂr% -

s 0,1 -

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 09 1
Odlegto$¢ Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.1. Funkcja przynaleznosci do rozmytej relacji blisko, opi-
sana formutg 5.3, dla statej t = 7

102



Podobnie wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmy-
tej blisko znajdujg sie w poblizu jednosSci, gdy wartosci
znormalizowanej odlegto$ci Hamminga obliczone dla wszyst-
kich czterech podskal nie odbiegajg zbyt daleko od zera, tzn.
. < 0,22. W miare oddalania sie wartosci podskal uzyskiwa-
nych przez osoby A i B od siebie, tzn. w miare wzrostu znorma-
lizowanej odlegto$ci Hamminga, warto$ci funkcji przynalezno-
§ci malejg szybko do zera, w zaleznosci od wartosci parametru
t. Badacz moze uzyska¢ wolniejszy spadek tej funkcji, wyzna-
czajac inng warto$¢ parametru t, empirycznie lub na podstawie
teorii lezacej u podstaw badanej cechy, w tym przypadku -
proaktywnosci.

Warto jednak zauwazy¢, ze wartosci te nigdy zera nie o0sig-
gna, chociaz moga by¢ bardzo mate.

Nasuwa sie tutaj naturalne pytanie, czy fakt ten jest zaleta,
czy tez wadg modelu opisanego formutg 5.3. Odpowiedz na to
pytanie dadzg zapewne specjalisci zajmujacy sie badaniem pro-
aktywnosci, chociaz wydaje sie, z metodologicznego punktu wi-
dzenia, ze kazde dwie osoby wybrane z populacji wszystkich lu-
dzi zamieszkujgcych kule ziemska powinny przynaleze¢ do
rozmytej relacji bliskoSci proaktywnosci w pewnym, chociazby
dowolnie matym stopniu, z tego tytutu, ze obie sg ludzmi. Argu-
ment ten, na pozér trywialny, wydaje sie jednak atrybutem mo-
delu 5.3 dla rozmytych relacji bliskosci opisujacych wiekszo$¢
cech psychicznych i psychofizjologicznych cztowieka.

5.2. Dziatania na relacjach rozmytych

Omawiane w tym podrozdziale wasciwosci relacji rozmy-
tych oraz dziatania na nich ilustrowane bedg przyktadami rela-
cji binarnych. Sg one jednak prawdziwe dla dowolnych rozmy-
tych relacji n-arnych.
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Potaczenie relacji rozmytych

Potagczenie dwédch relacji rozmytych Ri S okreslone jest
przez funkcje przynaleznosci (formuta 5.4):

PrusU y) = max(gR(x,y).,p8(x<y)) (5-4)
W przypadku gdy sa wiecej niz dwie relacje, potaczenie tych

relacji (formuta 5.5) okreslone jest przez odpowiednig funkcje
przynaleznosci (formuta 5.6):

R=yRi (5.5)

i
Ne (ny) = mR*PRi(x<y) (5.6)

Przyktad 5.4

Rozpatrzmy relacje blisko$ci z przyktadu 5.3. Formuta 5.7
okresla te relacje jako relacje Rx:

~  def
ARIB  Ajest bliskie B (5-7)
Niech R2 oznacza relacje dalekos$ciokreslong formutg 5.8.
AR2B = Ajest dalekie (rézne)od B (5.8)

Rysunek 5.2 prezentuje funkcje przynaleznosci do relacji
rozmytej R2 okreslonej formutg 5.8.
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Rysunek 5.2. Funkcja przynaleznosci p~2do relacji rozmytej R2 okreslo-
nej formutg 5.8

Jak widaé, funkcja przynaleznosci jest funkcja rosnaca.
W miare jak zwieksza si¢ réznica pomiedzy Ai B, wartosci funk-
cji przynalezno$ci zmierzajg do jednosci. Przebieg funkcji przy-
naleznosci jest zgodny z intuicyjnym rozumieniem relacji R2.

Niech R = Rx U R2. Relacja ta okre$lona jest formutg 5.9:

ARB = Ajest bliskie lub dalekie od B (5-9)

Relacja R okresSlona formulg 5.9 jako potgczenie relacji
Rx UR2nie jest juz tak oczywista. Wyraza ona specyfike poje-
cia rozmytosci.

W teorii zwyktych zbioréw relacja 5.9 musiataby by¢ zredu-
kowana do relacji 5.10:

ARB = Ajestbliskie Blub Ajest dalekie B (5.10)
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Taka zwykta relacja R sugeruje, ze ,,lub” jest roztgczne. Wy-
klucza ono mozliwos¢ ,,i”. Nie ma elementu A spetniajacego re-
lacje 5.10, ktéry bytby rownoczesnie bliski i daleki B.

Rozmyta relacja 5.9 dopuszcza takg mozliwos¢. Wartosci
funkcji przynaleznosci w przypadku!nie wykluczajg podobne-
go stanu rzeczy. W przypadku interpretacji merytorycznej,
w badaniach psychologicznych, relacje rozmyte wydajg sie
bardziej naturalne niz relacje zwykte. Wracajagc do przykiadu
5.3, mozna powiedzie¢, ze istniejg osoby, ktére majg proaktyw-
no$¢ podobnag lub rézng, tzn. lub/i r6zng w klasycznym sensie.
Innymi stowy, osoby te majg w matym stopniu proaktywnos$¢
podobng i r6zng. Jeszcze inaczej, osoby te przynalezg w pew-
nym stopniu do réznych dymensji bliskosci i dalekoSci opisu-
jacych proaktywnosgé.

Rysunek 5.3 prezentuje funkcje przynaleznosci gg do relacji
rozmytej ,,Ajest bliskie Blub A jest dalekie B” (formuta 5.9).
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Odlegto$¢ Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.3. Funkcja przynaleznosci gg do relacji rozmytej R = Rj UR2
okreslonej formuta 5.9 dla danych z przyktadu 5.3 i 5.4 (rysunki 5.115.2)

106



Jak widaé na rysunku 5.3, istnieje pewien punkt x, w ktérym
funkcja przynaleznosci do relacji 5.9 przyjmuje warto$¢ mini-
malng. Punkt ten jest punktem przeciecia sie funkcji przyna-
leznosci do relacji rozmytych LA jest bliskie B” oraz Rz
LJAjest dalekie B”. Na rysunku 5.3 punkt x = 0,4. Wartos¢ funk-
cji przynaleznosci w tym punkcie oznacza stopien przynalez-
nosci do obu relacji rozmytych Rxi Rz rownoczesnie.

Przykfad 5.5

Przyktad ten ilustruje operacje potgczenia trzech relacji bi-
narnych. Tabele 5.2, 5.3 i 5.4 prezentujg relacje rozmyte R
R2 i Rs.

Tabela 5.2. Rozmyta binarna relacja Rx

Ri vi Y2 3

Xi 1,00 0,75 0,12
X2 0,20 0,99 0,56
X3 0,00 1,00 0,34
X4 0,44 1,00 0,65

Tabela 5.3. Rozmyta binarna relacja R2

r2 Y Y2 Y3

Xl 0,00 0,35 0,42
x2 0,05 0,19 0,66
X3 0,04 0,00 0,54
X4 0,54 1,00 0,75
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Tabela 5.4. Rozmyta binarna relacja R3

R3 Y1 Y2 y3
Xi 0,90 0,55 0,72
x2 0,28 0,49 0,26
X3 0,09 1,00 0,54
X4 0,89 0,90 0,35

Tabela 5.5 prezentuje rozmyta relacje R=R1UR2URS3.
Warto zauwazy¢, ze operacja poigczenia relacji rozmytych
okre$lona formutg 5.6 jest réwniez prawdziwa dla relacji zwy-
ktych. Fakt ten pozwala na stosowanie operacji potaczenia,
okreslonej formutg 5.6, do relacji rozmytych i zwykdych, a wiec
do wykonywania operacji mieszanych.

Tabela 5.5. Rozmyta binarna relacja R = Rj UR2 UR3

R i N y3
X 1,00 0,75 0,72
X2 0,28 0,99 0,66
x3 0,09 1,00 0,54
X4 0,89 1,00 0,75

W wyniku potaczenia relacji zwykiej z relacjg rozmyta na
ogo6t otrzymuje sie relacje rozmyta. Kolejna tabela 5.6 przed-
stawia relacje zwykig R
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Tabela 5.6. Zwykta binarna relacja R

R I 2 ¥5
Xi 1,00 0,00 0,00
x2 0,00 1,00 0,00
x3 0,00 1,00 0,00
X4 0,00 1,00 1,00

Potaczenie relacji rozmytej R3 z relacjg zwykia R prezentuje
tabela 5.7. Wida¢, ze po wykonaniu operacji mieszanej otrzy-
mano relacje rozmyta.

Tabela 5.7. Rozmyta binarna relacja R = R3UR

R vi 2 ¥3
Xl 1,00 0,55 0,72
X2 0,28 1,00 0,26
x3 0,09 1,00 0,54
x4 0,89 1,00 1,00

Oczywiscie, nie jest to reguta. Moze sie zdarzy¢, ze potacze-
nie relacji zwyklej i rozmytej bedzie relacjg zwykla, jednakze
z uwagi na fakt, ze relacje rozmyte sg uogOlnieniem relacji
zwyklych, przypadek taki nie ma szczegdlnego znaczenia
w prezentowanej tutaj teorii relacji rozmytych.

Przeciecie relacji rozmytych

Przeciecie dwoch relacji rozmytych Ri S okreSlone jest
przez funkcje przynaleznosci okre$long formutg 5.11:

ProsU ¥) = min(pR(X,y),p§(X.y)) (5.11)
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Przeciecie dowolnej (skonczonej) liczby relacji rozmytych
jestrelacjg rozmyta (formuta 5.12):

R=ARi (5.12)

ktorej funkcja przynaleznos$ci okreslona jest formutg 5.13:
Pr(x,Y) = TK" PR (X, Y) (5-13)

Przyktad 5.6

Niech rozmyte relacje Rxi R2 bedg relacjami z przyktadu 5.4,
okre$lonymi formutami 5.7 i 5.8. Przeciecie tych dwoch relacji
prowadzi do relacji rozmytej R = Rj M R2. Relacja R okres$lona
jestformutg 5.14:

~ def
ARB™ A jestbliskie Bi Ajest dalekie B (5.14)

Relacjalbyta juz rozwazana, w kontekscie rozmytej relacji
lub, w przyktadzie 5.4. Rozmyta relacjalcharakteryzuje sie
jednak niskimi wartosciami funkcji przynaleznosci. Rysunek
5.4 przedstawia funkcje przynaleznosci do rozmytej relacji
okreslonej formutg 5.14, co stanowi¢ moze podbudowe intui-
cyjnego rozumienia rozmytej relacji lub oraz i.
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Odlegto$¢ Hamminga, znormalizowana

Rysunek 5.4. Funkcja przynaleznos$ci  do relacji rozmytej R = Rj NMR2
okreslonej formutg 5.14

lloczyn algebraiczny relacji rozmytych

lloczyn algebraiczny relacji rozmytych okre$lony jest po-
przez zwykte mnozenie wartosci funkcji przynaleznosci. For-
muta 5.15 definiuje funkcje przynalezno$ci do rozmytej relacji
R, ktora jest iloczynem algebraicznym dwoch relacji rozmy-
tych: Rxi R2.

Rr= MR 'Rr2 (5.15)
gdzie:
R = Rx-R2 - iloczyn algebraiczny dwdéch relacji rozmy-
tych Rxi R2;

- zwykte mnozenie funkcji przynaleznosci.
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Przykiad 5.7

WeZmy pod uwage relacje i R2prezentowane w tabelach
5.2 i 5.3 z przykiadu 5.5. lloczyn algebraiczny obu binarnych
relacji rozmytych jest relacjg rozmytg R, prezentowang w tabe-
li 5.8. Latwo zauwazyé, ze wartosci funkcji przynaleznosci do
relacji R (iloczynu relacji rozmytych) sg zawsze nieco mniejsze
niz wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej Rbedga-
cej przecieciem relacji Rxi R2.

Tabela 5.8. lloczyn algebraiczny rozmytych relacji binarnych R = Ry R2
wartosci funkcji przynalezno$ci do relacji rozmytych sg prezentowane
w tabelach 5.2 5.3

R—Ry R2 yi 2 y3
X 0,00 0,2625 0,0504
%2 0,01 0,1881 0,3696
x3 0,00 0,00 0,1836
X4 0,2376 1,00 0,4875

Jedynie w przypadku gdy jedna z relacji Rxlub R2jest rela-
cja zwyklg, wowczas operacja iloczynu algebraicznego po-
krywa sie z operacjg przeciecia. Fakt ten tatwo wyttumaczy¢.
Zatézmy, ze formuta 5.16 prezentuje rownos$¢ obu operacji,
tzn. wartosci funkcji przynaleznosci okresSlone formutg 5.15
réwnajg sie wartosciom funkcji przynaleznosci okreslonej
formutg 5.11:

mRr2 = min(hR1,PR2) (5.16)
Z formuty 5.16 wynika, ze przynajmniej jedna z funkcji

przynaleznosci (i = 1 lub 2) musi przyjmowac wartosci ze
zbioru dwuelementowego ztozonego z zera i jedynki, M= {0,1}.
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Formuta 5.16 wyjasnia, ze rozpatrywanie operacji przecie-
cia dwoch relacji rozmytych jako iloczynu funkcji przynalezno-
§ci ma sens jedynie w specyficznych przypadkach. Fakt ten
w konsekwencji dowodzi, ze operacja mnozenia (iloczynu al-
gebraicznego) relacji rozmytych jest operacjg r6zna od operacji
przeciecia, ktéra w wielu zastosowaniach moze by¢é wiasciw-
sza, wierniej oddajac idee rozmytosci w metodologii badan
psychologicznych.

Rozpatrzmy przyktadowo pare (X, y), ktérej funkcja przyna-
leznosci do relacji rozmytej R przyjmuje takg samg wartos$¢ jak
do relacji S. Niech to bedzie wartos¢gg(x,y) = g8(x,y) = 0,5.
Operacja przeciecia wyznacza te samg wartosé 0,5 (formuta
5.11) jako warto$¢ przynaleznosci pary (x, y) do rozmytej relacji
T. Natomiast operacja mnozenia (formuta 5.15) wyznacza war-
tos$¢ przynaleznosci do relacji V o potowe mniejsza: gg = 0,25.

Dystans pomiedzy warto$ciami przynaleznosci do rozmy-
tych relacji T iV maleje zgodnie z tym, jak funkcja kwadratowa
zmierza do funkcji liniowej, aby sie z nig spotka¢ w punktach
zero ijeden.

W przypadku wigkszej liczby relacji rozmytych wchodzg-
cych w skiad operacji mnozenia funkcja przynaleznosci bedzie
funkcja potegowg o wyktadniku réwnym liczbie relacji, ktérych
iloczyn algebraiczny jest aktualnie wyliczany. Wynika stad, ze
warto$¢ funkcji przynaleznosci przy mnozeniu wiekszej liczby
relacji rozmytych szybko spada do zera.

Operacja negacji relacji rozmytej

Operacja negacji (dopetnienia) w przypadku gdy zbidr
M = [0,1], dla relacji rozmytej R okres$la nowg relacje rozmyta
R'. Formuta 5.17 definiuje funkcje przynaleznosci do R' dopet-
nienia relacji rozmytej R

g9, = 1—qgg (5-17)
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Przykiad 5.8

Rozwazmy funkcje bliskosci prezentowang na rysunku 5.1
i opisang w przyktadzie 5.3. Funkcja ta okre$la wartoSci przy-
naleznosci relacji R gtoszacej, ze osoby A i B sg bliskie sobie
w zakresie proaktywnosci.

Negacja tej relacji gtosi, ze osoby A i B nie sg bliskie sobie
w sensie podobienstwa tej cechy. Relacja R' prezentowana jest
na rysunku 5.6. Formuta 5.17 podaje wzér okreslajacy funkcje
przynaleznosci do relacji R: osobyA i B nie sg bliskie sobie co
do proaktywnosci okreslanej Skalg Banki, albo inaczej: osoby
A i B nie majg bliskich sobie cech proaktywnosci ogélnej,po-
znawczej,wbudowaniusieci wsparcia oraz wbudowaniukom-
fortu psychicznego,okresSlonych tg samg Skalg Proaktywnosci
wKarierze.

Rysunek 5.6. Funkcja przynaleznosci do relacji rozmytej R' bedacej do-
petnieniem relacji rozmytej R, prezentowanej na rysunku 5.1
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Warto zwroci¢é uwage na relacje rozmytg R2 okre$long for-
mutg 5.8: osoby A i B sa dalekie od siebie (rézne co do proak-
tywnosci), tzn. uzyskujg dalekie od siebie oceny na skali Banki.
Funkcja przynaleznosci do relacji rozmytej R2 prezentowana
jest na rysunku 5.2. Przy poréwnaniu rysunkéw 5.2 i 5.6 widac,
ze funkcje przedstawiane na tych rysunkach réznig sie od sie-
bie. Relacje R'i R2: osobyA i B nie sg sobie bliskie co doproak-
tywnosci oraz osoby A i B maja rozne cechy proaktywne, sg
réznymi relacjami rozmytymi. Relacje rozmyte potrafig precy-
zyjnie odzwierciedli¢ tego rodzaju rdznice, jak nie bliski czy
niepodobny oraz dalekiczy rézny, przy czym nie chodzi tutaj
bynajmniej o semantyke, ale o sens psychologicznego pomiaru.

Badacz zazwyczaj ,,czuje” takie rdznice i potrafi je analizo-
wac opisowo, napotyka natomiast duze trudnosci, kiedy rézni-
ce te chce precyzyjnie przeanalizowad, stosujac jaki$ klasyczny
model statystyczny. Relacje rozmyte dajg mozliwos¢ tatwiej-
szego opisu, a nastepnie precyzyjnej analizy matematycznej
i interpretacji psychologicznej.

Suma algebraiczna relacji rozmytych

Niezaleznie od potgczenia dwéch relacji rozmytych, oparte-
go na funkcji max dla wartosci przynalezno$ci, mozna zdefi-
niowaé sume algebraiczng dwdéch relacji rozmytych.

Funkcja przynaleznosci do relacji rozmytej Sbedacej sumg
algebraiczng relacji rozmytych i S2dana jest formutg 5.18:

M= Myr+ M2_ My ‘MR (5.18)

gdzie:
S= 8! + S2 - suma algebraiczna relacji Sxi S2.

Algebraiczna suma dwoch relacji rozmytych dana formutg
5.18 przypomina wzdr okreSlajacy prawdopodobienstwo sumy
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zdarzen, ktére nie sg niezalezne. Poza tym nie ma ona nic
wspdélnego z prawdopodobienistwem.

Suma okreslona formulg 5.18 jest zgodna z intuicyjnym
oczekiwaniem badacza. Rzeczywiscie, jezeli element nalezy do
relacji ~ z wartoscig funkcji przynaleznos$ci rowng 0,5 i do re-
lacji rozmytej S2 przynalezy on z takg samg wartoscig 0,5, to
badacz oczekuje, ze element ten bedzie przynalezat do sumy
relacji Szwartoscig wiekszg niz 0,5.

Jednoczes$nie oczekuje on, ze warto$¢ ta nie bedzie wynosi-
ta 1, jakby to wynikato z prostego dodania obu wartosci przy-
naleznosci. Ponadto, wartos¢ 1 jest w takiej sytuacji meryto-
rycznie bezsensowna. Formula 5.18 pozwala warto$¢ te
wyliczy¢ jako réwng 0,75, co nie jest sprzeczne z intuicjg ba-
dacza i moze mie¢ sens merytoryczny.

Przyktad 5.9

Niech relacja rozmyta  bedzie okreSlona poprzez funkcje
przynaleznos$ci przyjmujacg wartosci przynaleznosci zgodnie
z tabelg 5.2. Niech relacja rozmyta R2 przyjmuje wartosci
zgodnie z tabelg 5.3. Wowczas wartosci funkcji przynaleznosci
do relacji rozmytej S= Rx+ R2 (sumy algebraicznej relacji
rozmytych Rxi R2) beda takie, jak wartoSci przedstawione
w tabeli 5.9.

Tabela 5.9. Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej
S = Rx+ R2.Relacje Rxi R2prezentowane sg w tabelach 5.2 i 5.3

S—R*"+ R2 yi A4 y3
Xi 1 0,8375 0,4896
X2 0,24 0,9919 0,8504
x3 0,04 1 0,6964
X4 0,7424 1 0,9125
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Suma roztgczna dwdch relacji rozmytych

Suma roztgczna dwdch relacji rozmytych i R2jest pota-
czeniem przeciecia relacji Rxz dopetnieniem relacji R2 oraz
przeciecia dopetnienia relacji Rxz relacjg R2. Formuta 5.19
okres$la sume roztgczng relacji rozmytych Rxi R2:

Ri ®R2= ((Ki n R2) U(R'i n R2)) (5.19)

Sume rozigczng dwoch relacji rozmytych mozna zapisac
w terminach funkcji przynaleznosci, uzywajac do tego celu
znanych juz operacji opartych na funkcjach min i max.

Formuta 5.20 prezentuje okreslenie funkcji przynaleznosci
do relacji sumy roztacznej dwaéch relacji rozmytych:

Fri®r2 = max (min (kk A 1 - Ruj) <min ((! - Rrl. Fr2))

(5.20)

Formuta 5.20 jest natychmiastowg konsekwencjg formuty
5.19 wynikajaca z zastosowania formut 5.4, 5.11 i 5.17.

Przykiad 5.10

Wezmy pod uwage relacje rozmyte Rxi R2z przyktadu 5.5.
Funkcje przynaleznos$ci do tych relacji podane sg w tabelach
5.2 i5.3. Tabele 5.10 i 5.11 przedstawiajg odpowiednio dopet-
nienia relacji rozmytych Rxi R2.
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Tabela 5.10. Wartosci funkcji przynalezno$ci do relacji rozmytej R/ do-
petnienia relacji rozmytej Rx. Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji
rozmytej Rxprezentuje tabela 5.2

Ri' yi ) y3

Xi 0 0,25 0,88
x2 08 0,01 0,44
X3 1 0 0,66
x4 0,56 0 0,35

Tabela 5.11. Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej R2' do-
petnienia relacji rozmytej R2. Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji
rozmytej R2prezentuje tabela 5.3

r2 yi Y2 e

X 1 0,65 0,58
X2 0,95 0,81 0,34
X3 0,96 1 0,46
X4 0,46 0 0,25

Tabele 5.12 i 5.13 prezentujg przeciecie relacji Rxz dopet-
nieniem relacji R2 oraz przeciecie dopetnienia relacji Rxz rela-
cja R2.

Tabela 5.12. Warto$ci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej Rx M R2.
Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej Rxprezentuje tabela
5.2, natomiast do relacji R2 tabela 5.11

Ri MR2 yi Y W3
x4 1 0,65 0,12
X2 0,2 0,81 0,34
x3 0 1 0,34
X4 0,44 0 0,25
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Tabela 5.13. Wartosci funkcji przynalezno$ci do relacji rozmytej R'x M R2.
Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej R'xprezentuje tabela
5.10, natomiast do relacji R2tabela 5.3

R'i 0 R2 yi ) 3
Xi 0 025 0,42
X2 0,05 0,01 0,44
X3 0,04 0 0,54
x4 0,54 0 035

Sume rozigczng relacji  oraz R2 przedstawia tabela 5.14.

Warto zwroci¢é uwage, ze wartosci funkcji przynaleznosci
sumy roztacznej sg nizsze od sumy algebraicznej dwdch relacji
rozmytych Rxi R2 (por. tabele 5.9 i 5.14).

Tabela 5.14. Wartosci funkcji przynaleznosci do sumy rozigcznej Rx ¢
R2. Wartosci funkcji przynaleznosci do relacji rozmytej Rx M R2 prezen-
tuje tabela 5.12, natomiast do relacji R'x N R2tabela 5.13

Ri ® R2 yi 2 %)
Xl 1 0,65 0,42
X2 02 0,81 0,44
X3 0,04 1 0,54
X4 0,54 0 0,35

Prawidtowos$¢ ta zachodzi zawsze, gdy zbiér warto$ci przy-
naleznosci jest przedziatem od zero do jeden, M= [0,1]. Dowdd
tego faktu wynika natychmiast z poréwnania formut 5.18
i 5.20.
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Przykiad 5.11

Wréémy do przyktadu 5.3 i przyktadu 5.4. Rozwazmy dwie
relacje: relacje rozmytg Rx bliskosci proaktywnosci okre$lanych
skalg Banki oraz relacje R2 dalekosci (r6znosci) proaktywnosci
mierzonych tg samga skalg. Funkcje przynaleznosci do obu relacji
rozmytych prezentowane sg na rysunkach 5.1 oraz 5.2.

W celu uzyskania sumy roztgcznej nalezy utworzy¢ dopet-
nienia tych relacji i wykresli¢ odpowiednie funkcje przynalez-
nosci. Suma roztgczna prezentowana jest na rysunku 5.7.

Rysunek 5.7. Funkcja przynaleznosci do sumy roztgcznej Rxd R2relacji
rozmytych blisko i daleko

Zrysunku 5.7 widaé, ze wartosci funkcji przynaleznosci do
relacji sumy roztgcznej Rx® R2relacji rozmytych blisko i da-
leko szybko ro$nie, w miare jak ro$nie znormalizowana odle-
gtos¢ Hamminga, do 0,4, czyli zmniejsza sie bliskos$¢, a zaczyna
wzrasta¢ daleko$é osdb od siebie w zakresie proaktywnosci.
Nastepnie, funkcja przynalezno$ci znacznie wolniej opada
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z powrotem do zera, w miare jak daleko$¢zdobywa przewage
nad bliskoScig. Fakt ten oznacza, ze istnieje pewien obszar, kie-
dy osoby sg odlegte od siebie w granicach od 0,3 do 0,5, w kt6-
rym funkcja przynaleznosci do sumy roztgcznej relacji rozmy-
tych przyjmuje wartoSci powyzej 0,4, osiggajac maksimum
wynoszace ok. 0,6. Oznacza to, ze dwie osoby moga przynale-
ze¢ do sumy roztgcznej proaktywnoscibliskich i dalekich sobie,
co najwyzej w stopniu 0,6. Uzyskany wynik moze mie¢ daleko-
siezne znaczenie w dalszych badaniach nad proaktywnoscia.

PrzesledZmy proces tworzenia sumy roztgcznej dwoch relacji
rozmytych i R2, nadajagc im sens merytoryczny z przyktadu
5.3. Przypomnie¢ nalezy, ze relacja rozmyta Rxoznacza blisko$¢
proaktywnosci dwoch oséb wyrazong poprzez odpowiednio bli-
skie wartosci na skali proaktywnos$ci. Relacja rozmyta R2 ozna-
cza z kolei dalekos$¢ {r6znos¢) proaktywnos$ci dwoch oséb, mie-
rzonych na skali Banki. Wyrazenia ,,bliskid i,,dalekid sg bardzo
wygodne do interpretacji. Znajac sens merytoryczny tych wyra-
zen, mozna ich uzywac jako skrétowych nosnikow informacji
bez obawy o utrate pierwotnej informacji merytorycznej w wy-
niku zastosowanych przeksztatcen. Procedure tworzenia sumy
roztgcznej dwoch relacji rozmytych mozna przedstawic¢ w trzech
nastepujacych krokach.

Krok pierwszy

Tworzy sie dopetnienie relacji rozmytej R Otrzymana rela-
cja rozmyta R/ oznacza, ze proaktywnosci dwdch oséb nie sg
bliskie (przyktad 5.8). Nastepnie wyznacza sie¢ minimum funk-
cji przynaleznosci do relacji R/ (proaktywnosci nie sa bliskie)
i R2 (proaktywnosci sg dalekie).
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Krok drugi

Tworzy sie tutaj, analogicznie jak w kroku pierwszym, nega-
cje relacji rozmytej R2'. Nastepnie wyznacza sie funkcje mini-
mum z funkcji przynaleznosci do relacji Rx (proaktywnosci bli-
skie) i otrzymanej relacji rozmytej R2' (proaktywnos$ci nie sg
dalekie).

Krok trzeci

Tworzy sie maksimum 2z otrzymanych w poprzednich
dwoch krokach funkcji przynalezno$ci. Otrzymana funkcja
przynaleznosci (rysunek 5.7) okre$la relacje rozmytg Rx® R2,
ktorg jest suma roztgczna proaktywnosci bliskich i dalekich.

Funkcja przynaleznos$ci do tej relacji rozmytej ma pewien
przedziat argumentdw, dla ktérych przyjmuje wartosci mate.
Rzeczywiscie, zgodnie z intuicja, istnieje taki przedziat wartosci
dla dwéch oséb, w ktéorym osoby te majg proaktywnosc¢ bliska
sobie czy tez daleka. Dla znormalizowanej odlegto$ci Hammin-
ga nie wiekszej niz 0,2 lub nie mniejszej niz 0,7 osoby te maja
wartos$ci funkcji przynaleznosci do sumy roztgcznej ponizej 0,3,
poniewaz majg one bliskie sobie proaktywnosci lub zdecydo-
wanie dalekie, a wiec rézne.

Wartosci przynaleznosci beda rosna¢ w miare opuszczania
obszaru proaktywnosci bliskie i proaktywnosci dalekie, w obu
kierunkach, tzn. w miare zmniejszania réznicy oraz w miare
zwiekszania tej roznicy. Ciekawy wydaje sie tutaj fakt, ze
wzrost wartosci przynaleznosci w obu kierunkach nie jest taki
sam (rysunek 5.7).

Na zakonczenie warto zwrdci¢ uwage, ze dla relacji bliskie
oraz relacji dalekie mozna zamiast proaktywnos$ci podstawic
inng ceche psychologiczna, funkcje psychiczng czy psychofizjo-
logiczng, a ogélny przepis tworzenia i interpretowania sumy
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roztgcznej nie zmieni sie, chociaz zmianie ulegng niewatpliwie
funkcje przynaleznosci do relacji rozmytych i R2.

Warto réwniez zauwazy¢, ze intuicyjnie rozumiana funkcja
odlegtosci zachowuje sie analogicznie w relacjach blisko i dale-
ko. Tym niemniej, kazdy doswiadczony badacz stwierdzi, ze
funkcje przynaleznosci do okreslonych relacji sa zalezne od
cech psychologicznych pozostajgcych w danej relacji. Funkcje
przynaleznosci do relacji bliska proaktywno$¢ w budowaniu
komfortu psychicznego, bliska inteligencja emocjonalna, bliska
wewnatrz sterownos$é, bliskie wyczerpanie emocjonalne itp.
beda zatem rdzne, chociazby za wzgledu na r6zne funkcje
przynaleznos$ci, ale wszystkie opisane dziatania na tych rela-
cjach, ich wiasnosci oraz interpretacja nie ulegng zmianie.

5.3. Wiasciwosci dziatah na relacjach rozmytych

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostang w spo-
s6b syntetyczny podstawowe wiasnosci dziatan na relacjach
rozmytych. Zaprezentowane bedag zwilaszcza prawa rozdziel-
nosci oraz dopetnienia relacji rozmytych.

Rozdzielno$¢ potgczenia wzgledem przeciecia relacji
rozmytych

Rozdzielnos¢ potgczenia dwdch relacji rozmytych wzgledem
przeciecia z inng relacjg rozmytg okreslona jest formutg 5.21:

RxM(R2UR3) = (RXMR2) U(RxMR3)  (5.21)
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Rozdzielnos¢ przeciecia wzgledem potgczenia relacji
rozmytych

Funkcjonuje réwniez prawo rozdzielnoSci przeciecia dwoch
relacji rozmytych wzgledem potaczenia z trzecig relacjg rozmy-
ta, ktore okresla formuta 5.22:

Rx U (R2MR3) = (RXUR2) M (Rx UR3) (5.22)

Rozdzielno$¢ potaczenia wzgledem iloczynu algebraicznego
relacji rozmytych

Rozdzielnos$¢ potgczenia dwdch relacji rozmytych wzgledem
iloczynu algebraicznego z relacjg rozmyta okreslona jest for-
mutg 5.23:

Ri m(R2UR3) = (R, mR2) U (Ri mR3) (5.23)
Rozdzielno$¢ przeciecia wzgledem iloczynu algebraicznego
relacji rozmytych

Rozdzielno$¢ przeciecia dwéch relacji rozmytych wzgledem
iloczynu algebraicznego z relacjg rozmyta okreslona jest for-
mutg 5.24:

Ri m(R2n R3) = (Ri mR2) M (Ri =R3) (5.24)

Rozdzielnos¢ potaczenia wzgledem sumy algebraicznej relacji
rozmytych

Rozdzielnos$¢ potgczenia dwdch relacji rozmytych wzgledem
sumy algebraicznej z relacjg rozmytg okreslona jest formuig
5.25:

Ri + (R2UR3) = (Ri + R2) U(Ri + R3) (5.25)
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Rozdzielno$¢ przeciecia wzgledem sumy algebraicznej relacji
rozmytych

Rozdzielno$¢ przeciecia dwoch relacji rozmytych wzgledem
sumy algebraicznej z relacjg rozmytg okreslona jest formuig
5.26:

Ri + (R2MR3) = (Ri + R2) M(Ri + RJ) (5.26)

Dopetnienie sumy roztgcznej relacji rozmytych

Dopetnienie sumy roztgcznej dwoéch relacji rozmytych okre-
Slone jest formutg 5.27:

(Ri 0 R2)' = (Ri' UR2) n (Rx UR2Q (5.27)

Dowody prawdziwosci formut 5.21-5.27 wynikajg bezpo-
Srednio z wiasnosci min-max funkcji przynaleznosci oraz
z wilasnosSci dziatan elementarnych na zbiorach rozmytych,
wiec nie ma potrzeby ich prezentowania. Czytelnik z tatwoscig
przeprowadzi kazdy z nich oraz znajdzie inne interesujgce
prawa, ktore nie byty tutaj zaprezentowane.

Rowniez sens merytoryczny tych praw jest nietrudny do in-
terpretacji. Przykiad 5.12 pokazuje interpretacje merytoryczng
formuty 5.27.

Przykiad 5.12

Niech relacje rozmyte RxiR2bedg relacjami z przykfadu
5.4. Relacja rozmyta Rxoznacza blisko$¢ proaktywnosci, nato-
miast relacja rozmyta R2jest relacjg dalekos$ci proaktywnosci.
Dopetnienia tych relacji oznaczajg odpowiednio: R/ - proak-
tywnosci niesg bliskie i R2' - proaktywnosci niesg dalekie.
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Lewa strona formuty 5.27 brzmi: nieprawdg jest, ze proak-
tywnosci dwéch oséb sg sobie bliskie albo sg dalekie od siebie.
Prawa strona tej formuty (5.27) brzmi: proaktywnosci dwdéch
0s0b sg nie bliskie lub sg dalekie i sg bliskie lub sg niedalekie.
Chwila zastanowienia wystarczy, aby stwierdzié, ze lewa i pra-
wa strona formuty 5.27 wyrazajg merytorycznie to samo.

Rysunek 5.8. Funkcja przynaleznosci do dopetnienia sumy roztgcznej
relacji rozmytych R1(i R2 przedstawionej na rysunku 5.7

Analizujagc rysunek 5.7, mozemy dostrzec, ze maksimum
z funkcji przynaleznosci do relacji nie blisko (R/) oraz z funk-
cji przynaleznosci do relacji daleko (R2) jest funkcjg przyna-
leznosci do relacji nie blisko. Analogicznie maksimum z funkcji
przynaleznos$ci do relacji blisko (RX) oraz z funkcji przynalez-
nosci do relacji nie daleko (R2") jest funkcjg przynaleznosci do
relacji nie daleko. Z kolei minimum z funkcji przynaleznosci do
relacji nie blisko i nie daleko jest wyznaczone z rysunku 5.7
i prezentowane na rysunku 5.8.
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6. Zwigzki pomiedzy kategoriami rozmytymi

Omowione w rozdziale 2 podstawowe operacje na zbiorach
rozmytych sg de facto szczegdlnymi przypadkami relacji i kate-
gorii rozmytych. Sg to rozmyte relacje binarne dopetnienia,
przeciecia, potgczenia czy inkluzji. Kazda z tych operacji na ka-
tegoriach rozmytych, okreslona poprzez odpowiednig funkcje
przynalezno$ci, moze by¢ rozpatrywana jako relacja binarna na
iloczynie kartezjanskim pewnego uniwersum U przez siebie
Ux U

6.1. Relacje i wspotczynniki inkluzji

Klasyczna definicja rozmytej relacji inkluzji podana formutg
2.32 gtosi, ze element nie powinien przynaleze¢ do zbioru we-
whnetrznego (ostrzej zdefiniowanego) z wiekszg sitg, niz przy-
nalezy on do zbioru zewnetrznego (stabiej zdefiniowanego).

Przykiad 6.1

Niech zbior rozmyty Aoznacza zbior oséb o bardzo duzej
bezdecyzyjnosci ogblnej, mierzonej Skalg Decyzyjnosci Kariery
(Banka 2007). Niech zbiér rozmyty Boznacza zbiér oséb bez-
decyzyjnych wedtug skali bezdecyzyjnosciogdlinej.
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Wowczas zgodnie z klasyczng definicjg (formuta 2.32) zbidr
B zawiera zbiér A. Osoby o bardzo duzej bezdecyzyjnosci sta-
nowig podzbiér oséb bezdecyzyjnych. Oczywiscie osoba o bar-
dzo malej bezdecyzyjnosci nie bedzie przynaleze¢ do zbioru
rozmytego A (oséb o bardzo duzej bezdecyzyjnos$ci) z wieksza
sitg niz przynalezy ona do zbioru B (oséb bezdecyzyjnych).

Zadeh (1965) zdefiniowat dwa zbiory rozmyte Ai Bjako
réwne wtedy i tylko wtedy, gdy zbi6r rozmyty A zawiera zbior
rozmyty Bi zbiér rozmyty Bzawiera zbior rozmyty A Stad
prawdziwa jest formuta 2.40, okreSlajgca réwnos¢ zbiorow
rozmytych.

Majac na uwadze praktyczne zastosowania oraz cel niniej-
szej pracy, nie mozna poprzestac¢ na klasycznej definicji inkluzji
i rownosci zbiorow rozmytych, ze wzgledu na ich zbyt matg
rozmytos¢. Definicje te sg zwyktym przeniesieniem definicji
inkluzji i réwnos$ci dla zwyklych zbioréw, ktérych funkcja
przynaleznosci jest dychotomiczna, zero-jedynkowa. W zwigz-
ku z tym nie oddaje ona idei rozmytosci.

Warto pokusi¢ sie tutaj o ogdélng dygresje, poniewaz czesto
mozna spotkac sie z opinig, ze znane pojecia tatwo da sie prze-
nies¢ na grunt teorii zbioréw rozmytych. Owszem, mozna je
przenies¢, ale nie zawsze (a wiasciwie bardzo rzadko) bedg
one oddawaty idee rozmytosci. Rzadko wiec bedg one uzytecz-
ne w praktycznych zastosowaniach, zwiaszcza teorii kategorii
rozmytych w psychologii.

Specjalisci zajmujacy sie teorig zbiorow rozmytych wypra-
cowali inne definicje inkluzji. Przytoczone zostang tutaj jedynie
te, ktore majg zastosowanie w prezentowanej teorii lub sg po-
trzebne do zrozumienia innych koncepcji.
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Relacja stabej rozmytej inkluzji

Relacja stabej rozmytej inkluzji (formuta 2.39) glosi, ze je-
den zbi6r rozmyty zawiera stabo drugi zbiér rozmyty wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy element przynalezy do potgczenia do-
petnienia zbioru zawartego (wewnetrznego) oraz zbioru za-
wierajgcego (zewnetrznego) z sitg nie mniejszg niz a. Pierwsi
badacze wiasnosci stabej rozmytej inkluzji przyjmowali a = 0,5
(Kempton 1978, Dubois i Prade 1980).

E Q F:™ max(l —gg(x),gp(x)) > 0,5 (6.1)
VXEU

Definicja stabej rozmytej inkluzji zostata poddana krytyce
z powodu wybrania wartosci 0,5. Dlaczego 0,5, a nie inna war-
tos¢? Rzeczywiscie warto$¢ ta byta przyjeta arbitralnie. Dysku-
sja na ten temat jest jednak roztrzasaniem pozornego proble-
mu, zwiaszcza w teorii kategorii rozmytych, poniewaz relacja
inkluzji, tak jak kazda inna relacja, powinna by¢ rozmyta. Fakt
ten oznacza, ze jedna kategoria rozmyta powinna zawierac
drugg w pewnym stopniu, wyrazonym liczbg z przedziatu od
zera do jeden. Taka koncepcja zostanie wykorzystana w anali-
zie hierarchicznej skupien rozmytych, a definicja okre$lona
formuta 2.39 oddaje te idee.

Definicja owa zostata rozwinigeta, aby moc stwierdzi¢, do ja-
kiego stopnia jedna kategoria rozmyta zawiera sie¢ w drugiej,
poprzez okreSlenie miar inkluzji okre$lajacych a i wyrazonych
najczesciej jako wspotczynniki inkluzji. Wspdtczynnikow ta-
kich zaproponowano w literaturze przedmiotu bardzo duzo.
W wiekszosci jednak sg one mato przydatne. Jednym z najbar-
dziej interesujgcych wydaje sie wspdtczynnik inkluzji zapropo-
nowany przez Sancheza (1979). Wspdtczynnik ten we wspot-
czesnej notacji okre$la formuta 6.2:
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mm(99.99) (6.2)

gdzie:
mm(gg,9g9) - Srednia warto$¢ min(gg,gg);
qg - Srednia warto$¢ przynaleznos$ci do zbio-
ru F

Zformuty 6.2 mozna odczytac, ze wyraza ona, w jakim stop-
niu rozmyty zbiér Ezawiera sie¢ w rozmytym zbiorze F, lub
ekwiwalentnie, w jakim stopniu rozmyty zbi6r F zawiera roz-
myty zbiér E

W przypadku kiedy sg to kategorie rozmyte, wspdtczynnik
ten okresla, w jakim stopniu jedna kategoria zawiera inng lub
w jakim stopniu jedna kategoria zawiera sie w drugiej.

tatwo tez zauwazy¢, ze dla réwnych kategorii rozmytych
wspotczynnik Swynosi 1. Rzeczywiscie, niech E = F, wéwczas:

mm(pp,gp) ub
"FEF =

Innym wspotczynnikiem, ktéry moze by¢ interpretowany
jako miara inkluzji, jestwspdtczynnik opisany formuitg 6.3:

£f—1 max(0,Pp gg) (6.3)

Wspébitczynnik okreslony formutg 6.3 moze réwniez by¢ zde-
finiowany rébwnowaznie formuta 6.4:

Pgeg = min(l,1 - gg + gg) (6.4)

tatwo dowies¢, ze formuty 6.3 i 6.4 sg sobie rGwnowazne.
WspotczynnikPggg mozna interpretowac jako stopien, w ja-

130



kim elementy nie przynalezg bardziej do kategorii rozmytej E,
niz przynaleza do kategorii rozmytej F.

Uzytecznym wspotczynnikiem jest rowniez wspdtczynnik
Ig£ g zaproponowany przez Smithsona (1982). Formuta 6.5
definiuje ten wspétczynnik:

nTax(0, (99 - 9B))
leef= -, i (65)
IPf  Pel

gdzie:
max - warto$¢ Srednia z maksimum wartoSci przy-
naleznosci do obydwu kategorii;
lgp —gg| - warto$¢ Srednia z bezwzglednej wartoSci
réznic.

Wspotczynniklggg okreslony formutg 6.5 jest jakby natu-
ralnym uogdlnieniem klasycznej definicji inkluzji. Jezeli rozmy-
ta kategoria F zawiera rozmytg kategorie Ew klasycznym sen-
sie (spetniona jest nierdwnos$¢ 2.32), wéwczas wspotczynnik
Ig£g przyjmuje wartosé jeden. Jest to wiec maksymalna inklu-
zja. Mozna powiedzie¢, ze rozmyta kategoria F catkowicie
(w stopniu réwnym 1) zawiera rozmytg kategorie E

Warto zwréci¢ uwage na nastepujgce fakty. Wspotczynniki
Sg£g (formuta 6.2) ilgEg (formuta 6.5) sg okreslone jako ilo-
razy sum i stanowig wskazniki globalne. Inaczej zdefiniowany
jest wspétczynnikPg£ g (formuty 6.3 i 6.4), ktdry odpowiada
za poszczeg6lne wartosci przynaleznosci, wskazujagc maksy-
malng i odpowiednio minimalng réznice.

W przypadku kiedy obie funkcje przynaleznosci do obu ka-
tegorii rozmytych sg identyczne, formuta 6.5 nie ma sensu. Nie
istnieje wiec wspotczynnik IgE£g. Pozostate dwa wspdtczynniki
przyjmuja wtedy wartos¢ jeden, potwierdzajac klasyczng row-
nos¢ kategorii rozmytych.
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Nie mozna tutaj odpowiedzie¢ na pytanie, ktory ze wspot-
czynnikéw jest najlepszy. Wydaje sie, ze znajomos¢ wiasciwo-
§ci tych wspotczynnikéw pozwala badaczowi na wybdr tego,
ktory jest najodpowiedniejszy przy jakim$ konkretnym pro-
blemie. Czasem postugiwanie sie wszystkimi trzema moze po-
zwoli¢ na bardziej wielostronng interpretacje.

Przyktad 6.2

Niech kategoria rozmyta Ebedzie okre$lona formutg 2.35,
a kategoria Fformutg 2.36, wdwczas staba relacja inkluzji,
okreslona formutg 2.32, pozwala na przyjecie a = 0,6, czyli
stwierdzenie, ze Ejest 0,6-podkategorig F (formuta 6.1).

Natomiast wyliczona dla tego przyktadu warto$¢ wspot-
czynnika Swynosi:

0,15 + 0,25 + 0,60 + 0,20

1 =— ~ 0428
£F 7030+ 090 + 0,60 + 1,00 2,8

4

Wida¢ zatem, ze zbiér rozmyty Ezawiera sie w zbiorze F,
w stopniu nieprzekraczajagcym 0,43.

Z kolei warto$¢ wspotczynnika Pg gg, okreslonego formutg
6.3, wynosi:

PggF =1-0,8 =0,2
oczywiscie tak samo jest w przypadku formuty 6.4:
Pggg =1-1 +0,2=0,2

Zatem wspotczynnik inkluzji P wskazuje, ze kategoria roz-
myta E zawiera sie w kategorii rozmytej Fw stopniu 0,2.
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Kolejny wskaznik stopnia inkluzji rozmytej, okre$lony for-
mutg 6.5, wynosi:

0,15 + 0,65 + 0,80

i — 4 A
'EEF 0,15 + 0,65 + 0,80 1
4

Wspotczynnik ten pokazuje, ze kategoria rozmyta E zawiera
sie catkowicie w kategorii rozmytej F, co jest zgodne z faktem,
ze zbiory rozmyte okre$lone formutami 2.35 i 2.36 speiniajg
warunek inkluzji whasciwej (formuta 2.33).

6.2. Relacje i wspétczynniki podobienstwa

Jak juz wspomniano w podrozdziale 2.5, analogicznie do
relacji rozmytej inkluzji mozna rozwaza¢ koncepcje rozmytej
rownosci, jak réwniez podobienistwa kategorii rozmytych czy
tez rozmytego pokrycia. Koncepcje te odgrywajg podstawowg
role w rozwijaniu technik redukcji danych oraz analiz takso-
nomicznych rozmytych kategorii, podobnie jak koncepcje miar
korelacji i asocjacji zmiennych w klasycznej metodologii badan
psychologicznych.

Rozmyta relacja podobienstwa

Rozmyta relacja podobienstwa p okreslona na iloczynie
kartezjanskim kategorii Koraz L,p ¢ Kx Lspetnia trzy na-
stepujace warunki: zwrotnos$¢, symetrycznos$¢ oraz przechod-
nio$¢ max-min.
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Zwrotnos$¢ oznacza, ze podobiefAstwo dowolnego elementu
K do samego siebie wynosi 1, czyli funkcja przynaleznosci
przyjmuje wartos¢ 1

pAKK) =1

Symetryczno$¢ oznacza, ze podobienistwo dowolnego ele-
mentu K do innego elementu 1jest takie samo, jak elementu
1 do k, czyli funkcja przynaleznosci speinia nastepujaca
rownosc:
Vo) (LK)

Przechodnio$¢ max-min oznacza, ze podobieAstwo pary
elementow K i 1jest przynajmniej tak duze, jak podobien-
stwo tafcucha zawierajgcego trzeci element m, czyli funkcja
przynaleznosci spetnia nastepujaca nieréwnosé:

Itp(k, ) > min(p~(k, m),p~r(m, ]

Nalezy zauwazyé, ze rozmyta relacja podobienstwa jest

wzorowana na klasycznej relacji rownowaznosci. Warunek
trzecp przechodnio$¢ max-min, jest jednak warunkiem moc-
niejszym niz nieréwnos$c¢ trojkata, a niektdrzy uwazajg nawet,
ze jest zbyt mocny, za mato rozmyty (Bezdek i Harris 1978).
W zwigzku z tym probowano stosowac inne warunki zamiast
warunku trzeciego.

Jedna z sensowniejszych propozycji o wiele bardziej rozmy-

tej relacji podobienstwa wydaje sie klasyczna propozycja Ra-
spiniego (1977). Postulowat on, aby warunek przechodniosci
max-min zastgpi¢ warunkiem max ograniczonej sumy. Ozna-
czajac te relacje literg?, otrzymuje sie nastepujaca definicje
relacji podobienstwa.
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Relacja podobieristwa |

Rozmyta relacja podobienstwa ? spetnia warunki zwrotno-
§ci i symetrii, tak samo jak relacja podobiefAstwa p, natomiast
warunek przechodnio$ci max-min zostat zastgpiony warun-
kiem max ograniczonejsumy, ktory okresla formuta 6.6:

gi(k, 1) > max (o, (p"(k, m) + gj(m, )j —1) (6.6)

Warunek max ograniczonej sumy gtosi, ze podobienstwo
dwdch elementéw K i 1ljest przynajmniej tak mocne, jak suma
podobienstwa kazdego z nich do trzeciego elementu m.

Odlegtos$¢ oparta na relacji podobieristwa p

Rozmyta relacje podobienstwap mozna w fatwy sposob
przeksztatcic w miare odlegtosci. Formuta 6.7 okreSla odle-
gtos¢ d~(k, 1) pomiedzy dowolnymi elementami K i L

dp{k, ) = 1- pAk, 1) (6.7)

Funkcja odlegtosci (formuta 6.7) moze byé rowniez rozpa-
trywana jako relacja niepodobiefistwa lub jako ultrametryka
dzieki temu, ze rozmyta relacja podobienstwa p oparta jest na
warunku przechodnio$ci max-min. Stad funkcja odlegtosci®
moze mie¢ wiele zastosowan dotyczacych roli podobienstwa
w pomiarze psychologicznym. Tym niemniej zbyt powierz-
chowna znajomos$¢ relacji rozmytych powoduje, ze we wspot-
czesnej literaturze nie ma referencji do psychologicznych pod-
staw konstruowania relacji podobienstwa. Wydaje sie jednak,
ze relacje tego typu czekajg na swoje, sadze, ze bogate, zasto-
sowania w metodologii badan psychologicznych.
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Podobne uwagi dotycza takze rozmytej relacji podobien-
stwa ?. Relacja ta rowniez wprowadza pewien rodzaj miary
odlegtosci, mianowicie pseudometryke &Y.

Pseudometryka oparta na relacji podobienstwa }

Opierajac sie na rozmytej relacji podobieAstwa?, mozna
wprowadzi¢ miare odlegtosci, pseudometryke dy analogicznie
do odlegtosci dp, okre$lonej formulg 6.7.

Formuta 6.8 okresla pseudometryke”, (k, 1) dla dwoch do-
wolnych elementéw K i &

~a(k,0) = 1 —p2(k,l) (6.8)

Pseudometryka o okresSlona formutg 6.8 spetnia warunek
tréjkata, co tatwo wykazac, jak nastepuje. Mozna zauwazyé, ze
prawdziwa jest nieréwnos¢ dana formutg 6.9:

dj(k, 2 < min (1, dj(k, m) + d*{m, 1)j (6.9)

Prawa strona nieréwnos$ci 6.9 spelnia, w sposéb oczywisty,
nierownos¢ 6.10:

min (I, N (k,m) + H(m, D)j < H{km) + H{(m,1) (6.10)

Gdy pordwna sie nieréwnosci dane formutami 6.9 i 6.10,
widag, ze nieréwnosc¢ trojkata jest spetniona.

Pomimo ze pseudometryka d{ okre$lona formulg 6.8 jest
miarg odlegtosci nieco bardziej rozmytg niz odlegto$¢ dp okre-
§lona formutg 6.7 oraz pomimo ze spetnia ona nierdwnos¢
tréjkata, to jednak nie znalazta ona do chwili obecnej praktycz-
nego zastosowania w psychologii.
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Na zakonczenie tego podrozdziatu warto zwréci¢ uwage na
fakt, ze mozna otrzymac trzy nowe wspotczynniki podobien-
stwa, opierajac sie na wspotczynnikach inkluzji. Wspotczynniki
te mozna zdefiniowaé w sposdb nastepujacy. Dla kazdego
wspoétczynnika inkluzji (formuty 6.2-6.5) mozna utworzy¢ ko-
respondujacy z nim wspoltczynnik podobieistwa, zdefiniowany
jako minimalny stopien, w jakim kategoria rozmyta E zawiera
kategorie rozmytg Flub kategoria rozmyta F zawiera kategorie
rozmyta E (zob. podrozdz. 6.1).

6.3. Wspdtczynniki mierzgce site zwigzku pomiedzy
kategoriami rozmytymi

Jak wspomniano na koficu poprzedniego podrozdziatu,
mozna wyprowadzi¢ formuty okreslajgce wspotczynniki mie-
rzagce site zwiazku pomiedzy kategoriami rozmytymi, czyli
wspoétczynniki podobienstwa, korzystajac z formut okreslaja-
cych stopien inkluzji.

Pierwszy wspo6tczynnik podobienstwa WS, okreSlajacy site
zwiagzku pomiedzy dwoma kategoriami rozmytymi Ki L, okre-
Slony formulag 6.11, oparty jest na wspdiczynniku inkluzji S
okre$lonym formutg 6.2:

WS(K,L) = min(SRe 1<SI ¢ K) (6.11)
Kolejne formuty 6.12 i 6.13 okreSlajg wspotczynniki sity
zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi Ki L, oparte odpo-
wiednio na wspotczynnikach inkluzji P (formuta 6.3 lub 6.4)
oraz | (formuta 6.5):

WP(K,L) = min(PRe 1<PI¢ K) (6-12)

WI(K,L) = TT(1kchbl Eck) (6-13)
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Warto zauwazy¢, ze wspotczynniki podobienstwa, okresla-
jace site zwigzku pomiedzy dwoma kategoriami rozmytymi
Ki L okreslone formutami 6.11-6.13 odzwierciedlajg stabg
rozmytg rowno$¢é pomiedzy kategoriami rozmytymi Ki L. Przy
czym przez stabg rozmytg réwnos¢ kategorii rozmytych rozu-
mie¢ nalezy stopien, w jakim kategoria rozmyta Kzawiera ka-
tegorie rozmytg Li vice versa, jak to zostato zdefiniowane
w klasycznej teorii zbiorow rozmytych Zadeha (podrozdz. 2.5).

Kolejnym wspotczynnikiem zbudowanym na podobnych
zasadach jest wspétczynnik WPP, ktdry zostat podany przez
Dubois i Prade'a (1980). Formuta 6.14 okresla ten wspét-
czynnik, wyrazony poprzez funkcje przynaleznosci do katego-
rii rozmytych:

mm(u”,ur)
WPP(K,L) = K =

6.
Tax(uK,pE) (634

Wspotczynnik WPP mierzy stopien przeciecia sie kategorii
rozmytych do ich potgczenia. Przy czym stopien ten wyraza
stosunek $rednich wartoSci funkcji przynaleznosci do przecie-
cia kategorii rozmytych do Srednich warto$ci funkcji przyna-
leznos$ci do potgczenia kategorii rozmytych.

Oprécz podanych wspotczynnikbw mierzacych stopien
zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi mozna wprowadzié
wiele prostszych wspotczynnikdw, ktdre mierzg stopien podo-
biefstwa oparty na odlegto$ci pomiedzy warto$ciami przyna-
leznos$ci poszczeg6lnych elementow.

Formuta 6.15 okresla kilka wspdtczynnikéw podobieAstwa
mierzacych site zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi,
opartych na réznych miarach odlegtosci, w zaleznosci od ro-
dzaju funkcji przynaleznosci:

WD(K,L) = 1- 6(K,L) (6.15)
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gdzie:

6 = 6H - okreslone jest formutg 4.4 dla znormalizowanej
odlegtosci Hamminga w przypadku dyskretnych
funkcji przynaleznosci;

6 = 6H - okre$lone jest formulg 4.13 dla znormalizowa-
nej odlegtosci Hamminga w przypadku ciggtych
funkcji przynaleznosci;

6 - okreslone jest formutg 4.15 dla znormalizowa-
nej odlegtosci euklidesowej w przypadku dys-
kretnych funkcji przynaleznosci;

6 - okreslone jest formutg 4.21 dla znormalizowa-
nej odlegtosci euklidesowej w przypadku cia-
gtych funkcji przynaleznosci.

Formuta 6.15 wyraza zatem cztery wspotczynniki sity
zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi oparte na znormali-
zowanych funkcjach odlegtosci Hamminga i odlegto$ci euklide-
sowej.

Jeszcze prostszymi wspotczynnikami moga by¢ wspéiczyn-
niki oparte na potegach roznicy symetrycznej (formuta 6.16):

WPR(K,L) = 1 —R (6.16)

gdzie:
r = |pk —hi:ln<n —2;
Rjest wartosSciag srednig R

Formuta 6.16 dla n = 1 staje sie rownowazna formule 6.15,
w przypadku dyskretnych funkcji przynaleznosci. Z tego
wzgledu przyjmuje sie n > 2.

Nasuwajg sie naturalne pytania, czy wspotczynnik korelacji
moze by¢ rozpatrywany na gruncie wyktadanej teorii oraz jak
majg sie przedstawione wspdétczynniki do wspotczynnika kore-
lacji. OdpowiedZ na te pytania jest do$¢ ztozona. Ponizej przed-
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stawione zostang gtowne mysli i wnioski, ktore w sposob dosc
petny zorientujg czytelnika w rozwazanym zagadnieniu.

Przede wszystkim warto zauwazy¢, ze wszystkie rozpatry-
wane w tym podrozdziale wspétczynniki przyjmujg wartos¢
jeden, gdy funkcje przynaleznosci do obu kategorii rozmytych
sg sobie rowne. Majg one wiasciwos¢, ktora przystuguje wspoét-
czynnikowi korelacji.

Poza tym wspdtczynnik korelacji jest wspotczynnikiem stab-
szym niz zdefiniowane tutaj (formuty 6.11-6.16) wspotczynniki
sity zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi. Fakt ten jest
z pewnoscig wysoce zadowalajgcy. Badacz stosujgcy koncepcje
rozmytosci ma do dyspozycji silniejsze miary zwigzku pomiedzy
kategoriami rozmytymi niz wspotczynnik korelacji. Niektorzy
teoretycy jednak uwazajg, ze na gruncie torii relacji rozmytych
nalezy oczekiwaé miar stabych lub przynajmniej stabszych niz
korelacja. Trudno tutaj z nimi polemizowac - wydaje sig, ze em-
piryczne zastosowania w psychologii beda rozstrzygajace.

Tym niemniej wprowadzono caly szereg wspotczynnikow
korelacji dla wszystkich czterech rodzajow skal pomiarowych.
Wspodtczynniki te wymagaja tylko zatozenia jednostajnej trans-
formacji wartosci.

Formuta 6.17 okresla og6lny wzé6r, z ktérego mozna wy-
prowadzi¢ rozne wspotczynniki korelacji (Zegers i Ten Berghe
1985) dla skal metrycznych, nominalnej, addytywnej, ilorazo-
wej i przedziatowe;j:

n = 22zf=i uR(ki)uE(li)

"3 ZIEL(u|(ki)+un(li) ( i
gdzie:
u® = u(K) - transformacja jednostajna K oraz analo-
gicznie;
Ul - transformacja jednostajna L
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Formuta 6.17 oparta zostata koncepcyjnie na iloczynie mo-
mentow i wyprowadzona z formuty 6.18:

Stad wspdiczynnik WK jest okresSlony ogdlng formutg, z kt6-
rej mozna wyprowadzi¢ inne wspdtczynniki asocjacji. Przykta-
dowo, dla skali interwatowej z formuty 6.18 mozna wyprowa-
dzi¢ wspotczynnik korelacji Pearsona.

Na skali ilorazowej z kolei mozna wyprowadzi¢ inny wspéi-
czynnik asocjacji, tzw. wspdtczynnik kongruencji Tuckera
(1951). Aby otrzymac ten wspdiczynnik, nalezy przyjac jako
transformacje jednostajng transformacje okresSlong formuilg
6.19:

(6.19)

Po podstawieniu transformacji 6.19 do ogdlnej formuty 6.18
otrzymuje sie wzor okreslajgcy wspdtczynnik kongruencji
Tuckera. Formuta 6.20 okres$la ten wspdtczynnik kongruencji:

Xf=IPK (ki)PLOi) (6.20)

Wspbtczynnik Tuckera przyjmuje warto$é jeden wtedy, gdy
jedna z funkcji przynaleznosci jest iloczynem drugiej funkcji
przez pewng stalg (liczbe rzeczywistg dodatnig), tzn. kiedy
spetniona jest rownos¢ okreslona formutg 6.21:
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Pk = YNe<Ye M,y> O (6.21)

Wspotczynnik ten jest zatem stabszg miarg sity zwigzku
pomiedzy kategoriami rozmytymi. Przyjmuje on warto$¢ jeden
nie tylko dla réwnych wartosci funkcji przynaleznosci (y = 1),
ale réwniez wtedy, gdy wartosci przynaleznosci do obu katego-
rii rozmytych sg proporcjonalne.

Sposob zdefiniowania wspdtczynnika Tuckera poprzez
transformacje 6.19 wskazuje na mozliwo$¢ tworzenia innych
wspotczynnikdw poprzez inne transformacije.

Niektérzy autorzy nie zalecajg stosowania wspétczynnika
korelacji Pearsona do mierzenia sity zwigzku pomiedzy kate-
goriami rozmytymi. Murthy z innymi badaczami opracowat np.
wspotczynnik, ktory ich zdaniem jest miarg bardziej odpowia-
dajacg idei rozmytosci, do okre$lania sity zwigzku pomiedzy
funkcjami przynaleznosci o wartosciach w zbiorze [0,1].
Wspotczynnik Murthy'ego okresla formuta 6.22 (Murthy i in.
1985):

~ 4F~~
M(K9 =1-jrT fib (6-22)
gdzie:
fk, = Sf=i(uK (ki) - UIO;))2;
fk,k = Sf=i(uK(k,) — (1 —ug(kij)))2;

ALL = Sf=I(uE(1i)-(1-U I(li)))2.

Nietrudno sie przekona¢, ze wzo6r Murthy'ego (formuta
6.22) mozna otrzymac z og6lnego wzoru Zegers i Ten Berghego
(formuta 6.17). W tym celu nalezy podstawi¢ za u transforma-
cje okreslong formutg 6.23:
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furR(ki) = uR(kj) - (1 - uK(ki))|
| uE(li) = uE(li) - (1 - ug(li)) J

Transformacja 6.23 jest oczywiscie transformacja liniowa.
Przeprowadza ona wartos$ci funkcji przynaleznosci z przedzia-
tu [0,1] w przedziat [-1,1]. Innymi stowy, transformacja 6.23
jestrzutowaniem przedziatu [0,1] na przedziat [-1,1].

Wspotczynnik opracowany przez Murthy'ego i wspotpra-
cownikéw przyjmuje z reguty nie wieksze wartosci niz wspoét-
czynnik korelacji Pearsona.

Ujemna warto$¢ wspdtczynnika M (formuta 6.22) oznacza
negatywny zwigzek pomiedzy kategoriami rozmytymi (funk-
cjami przynaleznos$ci). Dzieje sie tak, poniewaz u podstaw
konstrukcji wspoOtczynnika M tkwi zatozenie, ze funkcja
uczestnictwa jest odwracalna wzgledem swojego $rodka skali
rownego 0,5. Ponadto z formuly 6.22 wynika, ze prawdziwa
jest formuta 6.24.

M(K,L) = -M(K', L) (6.24)

gdzie:
M - wspoltczynnik okre$lony formutg 6.22;
K', L' - dopetnienia kategorii rozmytych (formuta 2.2).

Formuta 6.24 gtosi, ze zwigzek pomiedzy dopetnieniami ka-
tegorii rozmytych przyjmuje wartos¢ przeciwng do wartosci
wspotczynnika M (formuta 6.22) niz warto$¢ wspotczynnika
obliczonego dla tych samych kategorii. Wspotczynnik M jest
zatem kolejnym wspoétczynnikiem odpowiednim do obliczania
sity zwigzku pomiedzy kategoriami rozmytymi.

143



Wspodtczynnik pokrycia

Wspbtczynnik pokrycia jest prébg znalezienia jeszcze bar-
dziej fleksybilnego wspotczynnika niz wspdétczynniki podo-
biefistwa czy korelacji.

Definicja pokrycia sie dwoch kategorii rozmytych jest na-
stepujaca. Dwie kategorie rozmyte Ki Lpokrywajg sie wza-
jemnie w stopniu, w jakim jedna zawiera druga lub w jakim
obie sg do siebie podobne. Przy czym przez podobne nalezy
tutaj rozumiec¢ réwne w sensie rozmytym.

Bezposrednio z definicji pokrycia wynika okre$lenie wspot-
czynnika pokrycia, ktory oczywiscie powinien by¢ maksymal-
nym stopniem, w jakim jedna kategoria rozmyta zawiera drugg
i vice versa. Formuta 6.25 definiuje wspdtczynnik pokrycia:

OLs (K, L) = max(Sgg L'"*1s k) (6.25)

gdzie:
S- wspoétczynnik inkluzji okreslony formuta 6.2.

Oczywiscie, mozna uzy¢ innego wspotczynnika inkluzji
w formule 6.25. Stad, formuly 6.26 i 6.27 zawierajg definicje
wspoétczynnikdéw pokrycia oparte na wspotczynnikach inkluzji
przedstawionych w podrozdziale 6.1.

OLP(K, L) = max(Pgg K) (6.26)

gdzie:
P - wspétczynnik inkluzji okreslony formutg 6.3 lub 6.4.

OLI(K,L) = max(IRgE,li:gK) (6-27)

gdzie:
I - wspdbtczynnik inkluzji okreslony formutg 6.5.
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Wspotczynnik pokrycia jest wspdtczynnikiem dos¢ rozmy-
tym. Warto zauwazy¢, ze moze on przyjmowaé wartosé jeden
tam, gdzie wspdtczynnik korelacji Pearsona nie bedzie przyj-
mowat warto$ci jeden. Réwniez w odwrotnym kierunku brak
zgodnosci - mianowicie w przypadkach kiedy zachodzi idealna
zaleznos$¢ liniowa pomiedzy warto$ciami funkcji przynalezno-
§ci do poszczeg6lnych kategorii rozmytych, warto$¢ wspoét-
czynnika pokrycia nie musi przyjmowac wartosci jeden.

Wydaje sie, ze zaprezentowany w tym rozdziale zbio6r
wspoétczynnikéw pozwoli badaczowi na wybdr wspdtczynnika
odpowiedniego z punktu widzenia rozwigzywanego przez nie-
go problemu. Mozna postugiwac sie réwnoczes$nie kilkoma
wspoétczynnikami sposrod zaprezentowanych tutaj, o ile bedg
odpowiadac¢ tresciom merytorycznym problemu badawczego.

Wspdiczynniki zostaty w tej pracy tak dobrane, ze pozwala-
ja na wielostronng analize. Oczywiscie, chodzi tutaj o takie sy-
tuacje badawcze, w ktérych ma sens interpretacja jakosciowa
wyliczonych wspotczynnikéw. Badacz bez trudu zorientuje sie,
ze nie wszystkie opisane wspotczynniki nadajg sie do wszyst-
kich skal pomiarowych, jak rowniez do interpretacji w okre-
$lonych sytuacjach.






7. Hierarchiczna analiza rozmytych
kategorii pierwotnych

W rozdziale 4 omoéwiono mozliwos$¢ konstruowania hierar-
chii kategorii rozmytych na podstawie klasycznych metod ana-
lizy skupien, z wykorzystaniem miar odlegtosci Hamminga lub
euklidesowych.

W niniejszym rozdziale zostang omdéwione rozmyte modele
hierarchiczne uzyskane poprzez zastosowanie rozmytych mo-
deli analizy skupien, wykorzystujagcych wspétczynniki rozmy-
tej inkluzji, rozmytego podobienstwa i rozmytego pokrycia.

7.1. Modele teoretyczne

Model I - petny

Hierarchiczna analiza skupiei rozmytych ma na celu uog6l-
nienie klasycznej analizy hierarchicznej, ze wzbogaceniem jej
o informacje dotyczgce rozmytych wspotczynnikow inkluzji,
pokrycia i relacji podobienstwa. Jest ona zatem rozszerzeniem
samej koncepcji hierarchicznej analizy skupien. Rozszerzenie
to ma charakter nie tylko aplikacyjny, ale rowniez koncepcyjny.

Ogo6lnie model hierarchicznej analizy skupien rozmytych
obejmuje system:
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item x kategoria rozmyta x podmiot;
lub tez:
bodziec x dymensja rozmyta x podmiot;
lub tez:
pozycja kwestionariusza x kategoria rozmyta x podmiot itp.

Oczywiscie, podane systemy sg og6lne i badacz tworzy sys-
tem odpowiedni do swojego problemu. Przy czym przez pod-
miot najczesciej rozumie sie osoby badane, sedziow kompe-
tentnych, warunki eksperymentu itp. Mozna wiec powiedziec,
ze baza modelu jest bardziej naturalna niz baza modeli nie-
rozmytych. Baza ta stanowi system ztozony z trzech wymia-
réw, przy czym kazdy z nich moze by¢ wielowymiarowy lub
ztozony w innym sensie, np. wielopoziomowy (rysunek 7.1).

Gdy przyjmie sie za punkt wyjscia analizy model danych
przedstawionych na rysunku 7.1, dalsze postepowanie polega
na wykonaniu hierarchicznej analizy skupien oraz utworzeniu
hierarchii zawierania sie kategorii rozmytych. Nastepnie na
otrzymang hierarchie inkluzji nalezy nanie$¢ strukture hierar-
chii klasycznej. W ten sposob otrzymuje sie hierarchie skupien
rozmytych.
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Rysunek 7.1. Ogdlny model pogladowy macierzy danych hierarchicznej ana-
lizy skupieri. Dla przejrzystosci rysunku przyjeto liczbe podmiotéw nP= 5

Rysunek 7.2 prezentuje model hierarchicznej analizy sku-
pien rozmytych. PrzeSledzmy szczegétowo ten model. Jak juz
zostato powiedziane, punktem wyjscia do analizy hierar-
chicznej skupiefA rozmytych jest system trojwymiarowy (ry-
sunek 7.1).

Zatozmy, ze podmiotstanowiag sedziowie kompetentni, ktd-
rzy wyceniaja stopien przynaleznosci poszczegdlnych itemow
do poszczeg6lnych kategorii rozmytych. Zgodnie z modelem
(rysunek 7.2) wykonuje sie analize hierarchiczng skupiania
itemoéw np. za pomoca programu z biblioteki SPSS, BMDP, SAS,
Statistica itp. oraz analize inkluzji.
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Rysunek 7.2. Model hierarchicznej analizy skupiefi rozmytych

Analiza inkluzji polega na obliczeniu wspdtczynnikéw in-
kluzji pomiedzy wszystkimi kategoriami rozmytymi, a nastep-
nie na zbudowaniu hierarchii inkluzji na podstawie malejgcych
warto$ci w macierzy wspotczynnikdw. Obliczen tych dokonuje
sie, korzystajgc ze wzorow okreslajgcych wspotczynniki inklu-
zji (formuty 6.2-6.5).

W tym momencie konczy sie analiza techniczna, a rozpoczyna
analiza, ktérg Smiato mozna nazwac sztuka zalezng od wiedzy
i doswiadczenia badacza. Badacz staje przed problemem wyod-
rebnienia pewnej liczby poziomdw skupiania (raczej matej -
dwa, trzy lub cztery). Nie ma przepisu, ktory poziom jest dobry.
Powinien on wynika¢ z przestanek merytorycznych badanego
zjawiska.

Nastepnie badacz nanosi skupienia wyodrebnione na wy-
branym poziomie na hierarchie inkluzji, otrzymujac hierarchie
skupien rozmytych.
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Dodatkowo moze on obliczyé wspotczynniki sity zwigzku
pomiedzy wszystkimi kategoriami.

Model Il - niepetny

Czesto zdarza sie, ze badacz opracowuje zagadnienie nie-
petne. Nie ma on do dyspozycji petnego systemu tréjwymiaro-
wego, lecz system dwudymensyjny, np.:

podmiot x kategoria
lub:
podmiot x item.

W takim przypadku badacz réwniez moze korzysta¢ z mo-
delu przedstawionego na rysunku 7.1. Trzeci, nieobecny wy-
miar przyjmuje wartosc¢ ,,1” i badacz analizuje de facto problem
dwuwymiarowy. Rozwigzanie problemu dwuwymiarowego
w modelu hierarchicznej analizy skupien rozmytych prowadzi
réwniez do wyodrebnienia struktury skupien rozmytych. Tak
wiec niepetnos¢ odnosi sie tutaj nie tyle do modelu, ile raczej
do struktury danych.

Model 11l

Model Il jest oparty na klasycznym ujeciu hierarchicznej
analizy skupien. Punkt wyjScia do analizy stanowi tutaj macierz
podobienstwa lub macierz wspo6tczynnikow inkluzji. Do macie-
rzy tej stosuje sie dowolnie wybrang jedng z metod klasycznej
analizy hierarchicznej. W zalezno$ci od potrzeb i doSwiadcze-
nia badacza moze to by¢ kazda z metod opisanych w pierwszej
czesci tej ksigzki. W efekcie uzyskuje sie strukture hierar-
chiczng, w ktdrej wspotczynnikami skupiania sg wspétczynniki
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inkluzji. Otrzymane skupienia sg zatem w naturalny sposéb
rozmyte. Skupienia nizszych rzedéw zawierajg sie do pewnego
stopnia w skupieniach wyzszych rzedéw. Przy czym na ogoét
(w zaleznosci od zastosowanej metody) skupienia na coraz
wyzszych poziomach zawierajg coraz stabiej (w mniejszym
stopniu) skupienia rzedu nizszego.

7.2. Podstawy konstruowania testow psychologicznych
opartych na relacjach rozmytych

Wiasciwie nalezatoby w tytule tego podrozdziatu uzy¢ okre-
$lenia Rozmyte testy psychometryczne. Takie, z jednej strony
Sciste okres$lenie, z drugiej strony jednak jakby dyskryminuje
sam testjako solidne narzedzie pomiarowe. Pomijajacjednakze
tego rodzaju rozwazania, bardziej filozoficzne czy lingwistycz-
ne niz merytoryczne, warto zwrdci¢ uwage na niektore metody
konstruowania testow psychometrycznych. Metody te mozna
ujaé w cztery zasadnicze grupy, w zaleznosci od rodzaju testu
i jego budowy.

Testy jednopoziomowe - testy jednorodne

Test taki sktada sie zazwyczaj z wielu pozycji, ktére majg
mierzy¢ okreslong kategorie rozmytg. Nie oznacza to wcale, ze
jest to test prosty, mierzacy jeden wymiar. Mierzona kategoria
rozmyta moze by¢ ztozona i wielowymiarowa. Przykfadami
mierzonych kategorii sg: proaktywnosé og6lna czy poznawcza,
temperament, zmeczenie psychiczne, interakcja cztowieka
z komputerem.

Testy tego rodzaju moga by¢é konstruowane zasadniczo
w dwojaki sposob: 1) zstepujaco, 2) wstepujgco. Stosujac zste-
pujaca metode konstruowania testu, badacz dysponuje bogata
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pulg pytan. Z pierwotnego chaosu chce on wyodrebni¢ sen-
sowny zestaw itemOw mierzacych zgdang kategorie rozmyta.

Badacz korzysta z jednego z zaprezentowanych w rozdziale
6 modeli. Konstruuje on hierarchie rozmytych skupien. Przy
czym kazde rozmyte skupienie jednoelementowe jest pewnym
itemem z pierwotnej puli itemdw. Inaczej mowiac, badacz we
wstepnej fazie przeprowadzania konstrukcji kwestionariusza
nie odrzuca zadnych itemdw z pierwotnej puli, prowadzi on
hierarchiczng analize wszystkich itemdéw znajdujacych sie w tej
puli. Analizujagc otrzymang strukture, badacz stwierdza, ktore
itemy zawierajg w wysokim stopniu inne (pochianiajg je) oraz
ktore wiazg sie z sobg silnie, a ktdre stabo. Analiza otrzymanej
hierarchii rozmytych skupien prowadzi do wyeliminowania
zbednych iteméw przy jednoczesnym wyodrebnieniu podgrup
jednorodnych i prostych. Rezultatem jest uzyskanie iteméw
niezbednych do pomiaru danej kategorii rozmytej oraz do
réwnoczesnego zbhadania struktury uzyskanego kwestionariu-
sza. Badacz od razu stwierdza, czy otrzymat z puli pierwotnej
kwestionariusz prosty, czy ztozony, zawierajacy podskale.

Inaczej wyglada proces konstruowania kwestionariuszy me-
todg wstepujaca. Badacz nie dysponuje tutaj bogata pulg ite-
moéw. Chce skonstruowaé narzedzie pomiarowe, ale nie wie,
jakie pozycje mogag wchodzi¢ w jego sktad. W tym przypadku
badacz buduje hierarchie skupien rozmytych z niewielkiej licz-
by itemdw. Nastepnie stwierdza, czy otrzymana struktura
choéby w matym stopniu pokrywa kategorie rozmyta, ktérg ma
mierzy¢. Jezeli nie, to szuka innej matej wyjsciowej puli itemow
i powtarza postepowanie. Jesli tak, to poszerza wyjsciowg pule
0 nowe itemy. Zaleca sie dorzucanie mozliwie duzej liczby po-
zycji. Nie optaca sig, poza szczegdlnymi sytuacjami, dorzucanie
jednego itemu. Po powigkszeniu pierwotnej puli iteméw ba-
dacz ponownie konstruuje hierarchie skupief rozmytych.
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Analiza otrzymanej struktury oraz stwierdzenie, w jakim
stopniu zostata pokryta kategoria rozmyta, prowadzi badacza do
ustalenia, czy poszerzona pula jest lepsza od wyjsSciowej, tzn. czy
pokrywa ona w wiekszym stopniu kategorie rozmytg oraz czy
wszystkie itemy powinny pozostaé w konstruowanym kwestio-
nariuszu. | wreszcie, czy nalezy i czy warto dalej poszerzac pule
itemow. Jezeli nie, to proces konstruowania nalezy uznaé¢ za za-
konczony. Jezeli tak, to badacz powtarza cate postepowanie od
poczatku. Warto zauwazy¢, ze czasem po dorzuceniu nowej gru-
py itemOw moze sie okazaé, iz nalezy usung¢ pierwotng pule
itemoOw, ajej role przejmuje nowa grupa iteméw.

Proces ten kontynuowany jest tak dtugo, az badacz stwier-
dzi, ze dalsze poszerzanie puli itemdw jest niecelowe. Od tego
momentu zaleca sie zastosowa¢ metode zstepujacg. Ostatecz-
nie badacz uzyskuje optymalna, rowniez w sensie liczby, hie-
rarchie itemow. Otrzymany kwestionariusz jest optymalny
réwniez w sensie pokrycia badanej kategorii rozmytej.

Testy ztozone wielopoziomowe

Przez test ztozony wielopoziomowy nalezy tutaj rozumie¢
test skfadajacy sie z itemow gtéwnych oraz itemdéw podrzed-
nych. Kazdy item gtéwny zawiera itemy podrzedne, ktére z ko-
lei moga zawierac¢ dalsze itemy podrzedne itd.

Rysunek 7.3 prezentuje model testu wielopoziomowego.
Nalezy zwrocié uwage, ze w praktyce zaleca sie konstruowanie
kwestionariuszy (testow) dwupoziomowych, tzn. ztozonych
z itemow gtéwnych zawierajgcych subitemy. Kwestionariusze
wielopoziomowe sg jedynie powieleniem struktury dwupo-
ziomowej w sensie inkluzji. Dzieje sie tak dlatego, ze sub-
-subitem subitemu jest po prostu subitemem danego itemu
gtéwnego, tylko na nizszym poziomie.
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Itemy poziomu 1

123,. .n

Rysunek 7.3. Model testu wielopoziomowego

Nie oznacza to oczywiscie, ze testy wielopoziomowe, o licz-
bie poziomdéw wiegkszej niz dwa sg gorsze czy tez niewarte
konstruowania. Czesto badany fenomen wymaga wtasnie od-
zwierciedlenia struktury ztozonej z wielu pozioméw. Nalezy
przez to rozumiec€, ze kazdy nizszy poziom jest bardziej szcze-
gotowy i zawsze zawarty w odpowiednim poziomie wyzszym.
Przy czym zawieranie to nie jest catkowite, lecz czeSciowe.
Struktura poziomowa zatem juz od dwoch pozioméw jest
strukturg naturalnie rozmyta.

Konstruowanie takiego kwestionariusza wielopoziomowego
jest zazwyczaj dos¢ zmudne. Przede wszystkim badacz prze-
waznie zna itemy gtowne (kategorie rozmyte). Wynikaja one
czesto z teorii, ktorg przyjmuje, lub innych przestanek meryto-
rycznych dotyczacych badanego fenomenu. Natomiast caty wy-
sitek skierowany jest na dobdr subitem6éw. Chodzi o to, aby tak
dobraé subitemy, zeby pokrywaty one maksymalnie dany item,
w ktorego sktad wchodzg.
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Dobdr optymalnej grupy iteméw mozna prowadzi¢ metoda
wstepujaca lub zstepujaca. Nie wyklucza sie réwniez doboru
zdroworozsgdkowego czy tez intuicyjnego. Kazdy dobor tego
rodzaju nalezy jednakze sprawdzi¢, wyliczajgc wspdtczynniki
pokrycia (inkluzji). Dalsze postepowanie sprowadzac sie be-
dzie do ustalenia pokrycia czy tez zawierania sie jednych spo-
§rod itemdw wyzszego poziomu w innych itemach tego samego
poziomu i vice versa.Wysokie wspdtczynniki pokrycia sie ite-
mow tego samego poziomu moga zatem by¢é ttumaczone po-
przez sub-...-subitemy poziomu bezpos$rednio nizszego. Oczy-
wiscie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby ttumaczyé w razie
potrzeby pokrycie itemow przez sub-...-subitemy coraz to niz-
szych poziomdw (sukcesywnie) lub poprzez itemy dowolnie
wybranego, ale nizszego poziomu.

Mozna ustali¢ hierarchie pokrycia itemow przez odpowied-
nie subitemy. Mdwiac bardziej praktycznie, mozna wyjasnic,
ktore subitemy sg odpowiedzialne za pokrycie sie (oczywiscie
do jakiego$ stopnia, nie wykluczajgc jedynki) pewnych par
itemow. Mozna wiec nie tylko ustali¢ hierarchie pokrywania sie
itemow, ale rowniez okresli¢, ktére subitemy i w jakim stopniu
wyjasniaja pokrywanie sie itemow.

Pozostaje jeszcze otwarte pytanie, jak mozna wykorzystaé
przy budowaniu kwestionariuszy macierz wspétczynnikéw po-
krywania sie (inkluzji) pomiedzy wszystkimi parami subitemow
dla poszczeg6lnych par itemdéw. Macierz taka moze stuzy¢ do
wyjasniania wewnetrznej struktury itemow, tzn. do budowania
hierarchii inkluzji subitemoéw. Zatem stuzy ona do wyjasniania,
jak dalece subitemy odpowiedzialne sg za uzyskiwanie podob-
nych wynikéw (odpowiedzi). Stuzy wiec do badania wewnetrz-
nej struktury kwestionariusza (testu). Moze wobec tego byc¢
podstawg usuwania pewnych subitemoéw lub ich reorganizacji.
Reorganizacja taka, prowadzona na podstawie hierarchii pokry-
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cia sie subitemow, moze doprowadzi¢ do przeniesienia pewnych
subitemoéw z jednych itemow do innych.

Taki przeniesiony item moze (czasem wesp6t z itemem,
z ktérym sie w znacznym stopniu pokrywat) wyjasnié znacznie
wiecej przy ponownym badaniu niz wtedy, kiedy byt sub-
itemem itemu przed reorganizacja.

Innym razem moze przynie$¢ efekt zupetnie przeciwny.
Okaze sie nagle, ze dany item nie wyjasnia teraz niczego. Jest
on itemem zaciemniajgcym, falszujgcym badane fenomeny.
Usuniecie go lub dalsza reorganizacja moze doprowadzié¢ do
uzyskania narzedzia wysoce diagnostycznego.

Proces konstruowania kwestionariusza zakonczy sie zatem
uzyskaniem optymalnego dla danej puli itemow i subitemow
narzedzia pomiarowego.

Widac tutaj wyraznie, ze bedg potrzebne dalsze pojecia, kto-
re pozwolg na prowadzenie rozmytych analiz hierarchicznych
(podrozdz. 7.3).

Testy otwarte

Przez testy otwarte rozumie sie tutaj réznego rodzaju kwe-
stionariusze opisujagce w pewien sposdb badane fenomeny
i zawierajgce otwarte pytania - innymi stowy, kwestionariusze
ztozone z jednego lub wiecej pytan odnoszacych sie do zapre-
zentowanej sytuacji, okre$lonego zjawiska czy tez dotyczace
w jakikolwiek inny spos6b do badanego fenomenu.

Osoby badane majg zazwyczaj dowolnos$é wypowiedzi lub
nakre$lone granice wewnatrz, w ktorych jednakze mogg sie
swobodnie wypowiada¢. Odpowiedzi te sg nastepnie przydzie-
lane do pewnych kategorii rozmytych. Dobrze, jezeli kategorie
te sg ustalone niezaleznie, np. wynikajg z badanej czy tez po-
twierdzanej empirycznie teorii.
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Czesto jednakze kategorie te powstajg w wyniku analizo-
wania przez badacza uzyskanych odpowiedzi. W obu przy-
padkach badacz konstruuje wartosci funkcji przynaleznosci
kazdej z wypowiedzi do kazdej kategorii rozmytej. Wskazane
jest, aby badacz takiej sytuacji korzystat z ocen sedzidw kom-
petentnych.

Wartosci funkcji przynalezno$ci powinny by¢ niezalezne od
frakcji os6b odpowiadajacych zgodnie z dang kategorig rozmy-
ta. Niezaleznosci tych nalezy przestrzega¢ zwilaszcza wdweczas,
kiedy kategorie sg wyodrebnione w wyniku analizy zebranego
materiatu empirycznego.

W przeciwnym wypadku badacz nie otrzyma kategorii roz-
mytych, lecz klasyczne badania czestoSciowe, a, jak juz wiado-
mo, stosowanie wspétczynnikdéw inkluzji (pokrycia) do czesto-
§ci jest niecelowe. Mozna w takich przypadkach korzysta¢ ze
wzoréw okreslajagcych site zwigzku miedzy kategoriami, ale nie
nalezy wowczas wycigga¢ wnioskéw w jezyku teorii kategorii
rozmytych, tylko w ramach teorii probabilistycznych.

Zastosowanie ocen niezaleznych od frekwencji prowadzi do
uzyskania kategorii rozmytych, ktére poddaja sie analizie do-
konywanej na podstawie wspotczynnikow sity zwigzku wyste-
pujgcego miedzy nimi, jak rdGwniez na podstawie miary inkluzji
(pokrycia).

Analizujac wspdtczynniki inkluzji oraz sity zwigzku, da sie
stwierdzié, jak poszczegdlne kategorie sg z sobg powigzane
i ktére z nich zawierajg inne kategorie. Dzieki takiej analizie
mozna stwierdzi¢, ktére kategorie rozmyte powinny by¢ usu-
niete lub tez, ktére moga stanowi¢ subkategorie innych. W ta-
kim przypadku mozna przeprowadzi¢ analize analogiczng do
analizy kwestionariuszy wielopoziomowych.

Przeprowadzona analiza, dajagca obraz struktury kategorii
rozmytych, pozwala wyciggaé wnioski co do samych pytan
otwartych. W zaleznoSci od uzyskanego obrazu hierarchii kate-
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gorii rozmytych badacz moze wnioskowa¢ o wiasciwosci czy
celowosci niektorych pytan otwartych.

Uzyskanie niezadowalajgcej struktury czy tez niepokrycie
sie otrzymanej struktury z teoretycznie przyjeta moze Swiad-
czy¢ o tym, ze nalezy poprawi¢ hipotetyczng strukture lub ze
niewtasciwie dobrano pytania otwarte, lub jedno i drugie.

Tego rodzaju sytuacje zdarzajg sie jednak rzadziej. Z reguty
hierarchiczna struktura rozmytych kategorii otrzymana w wy-
niku analizy hierarchicznej dokonywanej dla wspotczynnikow
podobienstwa oraz inkluzji prowadzi do wyjasnienia pewnej
czesci czy tez pewnego aspektu badanego fenomenu.

7.3. Pokrycie kategorii rozmytych

Czesciowe pokrycie kategorii rozmytych

Wspotczynniki pokrycia zostaty omowione w podrozdziale
6.3 jako miara zwigzku pomiedzy dwiema kategoriami rozmy-
tymi, ktéra moze by¢ silniejsza lub stabsza od wspotczynnika
korelacji.

W tym podrozdziale zostang wprowadzone uogdélnione po-
jecia wspotczynnikow wielokrotnego pokrycia, mierzgce row-
noczesne pokrywanie sie wiecej niz dwdéch kategorii rozmy-
tych, oraz wspotczynniki czeSciowego pokrycia, ktére sg miarg
pokrycia dwdch kategorii rozmytych przy wyeliminowaniu
wplywu pozostatych kategorii rozmytych, pokrywajgcych sie
ztymi dwiema.

Dla prostoty wywodu przyja¢ mozna trzy kategorie rozmy-
te: K LM Wowczas formuta 7.1 okre$la wspoéiczynnik cze-
Sciowego pokrycia (W CP™1”m) kategorii K L, z wytgczeniem
rozmytej kategorii M
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wcepkulfm = max(max(l - * (x*"T7TAx0 J1 -
PM(xO)).Tax(l - uE(xO,T7(yK(x;),1 - Pm(x0))) (7.1)

Zformuty 7.1 wynika, ze czeSciowe pokrycie z wytgczeniem
da sie interpretowac jako rozmytg implikacje, co mozna wyra-
zi¢ nastepujaco:

JezelixnalezydojednejzkategoriirozmytychK lub L,
toxnalezy do drugiejz tych kategorijale nie nalezy
dorozmytejkategoriiM.

Formute 7.1 mozna zapisa¢ alternatywnie, korzystajac
z wihasnosci funkcji max-min (formuta 7.2):

wcpkulEm = max(max(min (pk(x;),TT(4E(X;), 1-
pi (x;)),1 - PK(x;)) ,max(min (pE(xi)<tln(KK(X;),1 -
(7.2)

Formuty 7.1 i 7.2 mozna fatwo uogdlni¢ na wiekszg liczbe
zbioréw rozmytych. W tym celu wystarczy wzig¢ zamiast poje-
dynczej kategorii rozmytej Mpotaczenie wielu kategorii roz-
mytych.

Mozna tez wprowadzi¢ wspétczynnik czeSciowego pokrycia,
opierajac sie na proporcji przeciecia sie mniejszego zbioru
rozmytego Klub L, ktéry przecina sie z drugim zbiorem, ale nie
z kategorig rozmytg M (formuta 7.3):

'(Min*gCx0.*CxOM-~Cxi))
min(pK(xi),pE(xi))

WCPRU xem (7.3)

W zaleznos$ci od rozpatrywanego problemu i celu badaw-
czego mozna zastosowac wspotczynnik okreslony formutg 7.4:
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WCPRlirém

Wspdtczynnik okreslony formutg 7.3 lub 7.4 mozna tatwo
uogolni¢ na dowolng, skohczong liczbe zbioréw rozmytych.
W tym celu nalezy zastapi¢ kategorie rozmyta Mpotaczeniem
wielu zbioréw rozmytych.

Wielokrotne pokrycie kategorii rozmytych

Konceptualizacje pokrycia dwoéch Kkategorii rozmytych
wprowadzong w podrozdziale 6.3 mozna uogdlni¢ na wiele
zbioréw rozmytych. Jedno podejScie moze bazowaé na idei
rébwnoczesnego rozmytego przeciecia sie wiecej niz dwoch
zbiorow rozmytych. Mozna w takiej sytuacji rozwaza¢ wspéi-
czynnik réwnoczesnego pokrycia.

Formuta 7.5 okres$la taki wspdiczynnik dla trzech kategorii
rozmytych: K L, M. Jak wida¢, mozna go tatwo zinterpretowac
jako stopien, w ktorym rozmyta kategoria Kpokrywa rozmytg
kategorie Li rozmyta kategorie Moraz do jakiego stopnia roz-
myta kategoria L pokrywa rozmytg kategorie M

RoLkim = min (MIN(OL(KL), OL(KM)) ,OL(LM)) (7.5)
gdzie:
OL - wspotczynnik pokrycia okreslony jedng z formut
6.25-6.27.

Mozna rowniez rozwaza¢ wspotczynnik wielokrotnego
rozmytego pokrycia, ktéry w przypadku trzech rozmytych ka-
tegorii K L, M mierzy, w jakim stopniu rozmyta kategoria K po-
krywa rozmytg kategorie Llub rozmyta kategorie M (formuta
7.6):
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WOLR(1um) = OL(K(L U M)) (7.6)

gdzie:
OL - wspotczynnik pokrycia okre$lony jedng z formut
6.25-6.27. W formutach tych nalezy zastgpi¢ katego-
rie rozmytg L potgczeniem kategorii rozmytych Li M

Wszystkie wprowadzone wspotczynniki, zarébwno czescio-
wego pokrycia kategorii rozmytych (formuty 7.1-7.4), jak
i wielokrotnego pokrycia kategorii rozmytych (formuty 7.5
i 7.6), stanowig konceptualng podstawe do uogoélnienia techni-
ki skalowania Guttmana dla kategorii rozmytych. Mozna row-
niez rozpatrywaé¢ koncepcje technik redukcji danych rozmy-
tych, poprzez analogie naukowg (Biela 1991), w odniesieniu do
klasycznej koncepcji analizy czynnikowej, czyli wyodrebniania
rozmytych kategorii pierwotnych.

7.4. Analiza rozmytych kategorii pierwotnych

Analiza rozmytych kategorii pierwotnych obejmuje techniki
redukowania zbioru kategorii rozmytych do mniejszego zbioru
ztozonego z rozmytych kategorii pierwotnych. W tym sensie
mozna mowic¢ o analogii jej celu, tzn. wyodrebniania rozmytych
kategorii pierwotnych, do analizy czynnikowej, czyli reduko-
wania liczby wymiarow poprzez wyodrebnianie mniejszej licz-
by zmiennych latentnych, zwanych czynnikami, niz liczba
zmiennych pierwotnych.

Oprdécz analogii koncepcji nalezy zwroci¢ uwage na zasadni-
cze réznice. Model analizy czynnikowej zaktada istnienie ukry-
tej struktury czynnikéw niemierzalnej bezpos$rednio przez
zmienne wziete do analizy, ktére pozostajg w zwigzkach linio-
wych z tymi zmiennymi. Natomiast model rozmytych kategorii
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pierwotnych zaktada istnienie ukrytej struktury rozmytych ka-
tegorii, ktére pokrywajg sie z pierwotnym zbiorem kategorii
rozmytych do pewnego stopnia, w zalezno$ci od zastosowanej
miary pokrycia czy podobienstwa.

Rozwazmy najpierw najprostszy przypadek wyodrebnienia
jednej rozmytej kategorii pierwotnej F, ktéra pokrywa zbidr
kategorii rozmytych Kj (i = 1,2,...,n). Rozmyta Kkategoria
pierwotna F powinna spetnia¢ dwa zatozenia:
 Fpowinna pokrywaé sie w maksymalnym stopniu ze

wszystkimi Kp
» Fpowinna opisywa¢ kazde K; tak blisko, jak to tylko jest

mozliwe.

Nalezy zauwazy¢, ze te dwa zatozenia nie sg wystarczajgce
do jednoznacznego zdefiniowania rozmytej kategorii pierwot-
nej F. Istotnie, F mogtoby zawiera¢ wszystkie K; lub samo mo-
gtoby sie w nich zawiera¢, lub mogtoby zawiera¢ niektore K;
i by¢ zawartym w reszcie z nich. Problem jednoznacznos$ci jest
zatem zwigzany z definiowaniem odpowiedniosci F do kazdego
Kj, czyli zastosowanego modelu zwigzku pomiedzy Fi Kj. Jezeli
bedzie to pewna transformacja podobienstwa (rozdz. 6), wéw-
czas rozmyta kategoria pierwotna F moze by¢ dowolnie duza
lub mata. Fakt ten moze mie¢ zastosowania w praktyce -
zwitaszcza uzyskanie matej kategorii Fspetniajagcej obydwa za-
tozenia moze by¢ uzyteczne w pewnych problemach optymal-
nego skalowania.

Problem jednoznacznego zdefiniowania rozmytej kategorii
pierwotnej Fmozna rozwigza¢ poprzez S$ciste zdefiniowanie
odpowiedniosci Kj, stosujagc wspotczynniki podobieristwa do
oceny stopnia, w jakim Fopisuje kazde Kj. W tym przypadku
rozmyta kategoria pierwotna Fjest juz zdefiniowana jedno-
znacznie.
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W celu wyodrebnienia rozmytej kategorii pierwotnej Fdo-
godnie jest zastosowaé procedure rekurencyjng (krokowa).
Majac dane n kategorii rozmytych K], definiujemy n + 1 kate-
gorie, ktdra lezy tak blisko kazdej rozmytej kategorii Kj, ze
maksymalizuje pokrycie.
Najmniejsza taka rozmyta kategoria jest najwiekszg, ktora
zawiera sie we wszystkich Kj. Zostanie ona oznaczona Fd. Z ko-
lei najwieksza taka kategoria jest najmniejsza, ktéra zawiera
wszystkie Kj. Oznacza sie jg Fg. Pozostate ewentualne katego-
rie, ktdre pretendujg do bycia F, oznaczone Fp, moga znajdo-
wac sie pomiedzy Kj i Km, gdzie Kj jest mniejsze niz Kmi zadne
K; nie znajduje sie pomiedzy nimi. Latwiej jest wyrazié rozmytg
kategorie Fp, postugujac sie funkcjg przynaleznosci.
Niech
Pij oznacza warto$¢ funkcji przynaleznosci elementu j do roz-
mytej kategorii Kp
gmj oznacza warto$¢ funkcji przynaleznosci elementu j do roz-
mytej kategorii Km;

gfj oznacza warto$¢ funkcji przynaleznosci elementu j do roz-
mytej kategorii Fp,

wowczas,

jezeli gjj < pmj,to pu < pfi < pmj;

jezeli pij > pmij, to pij < pfj < pmj i pfj maksymalizuje podobien-
stwo do wszystkich Kp

P2l pjj > pmij, to pfj = HLtHD

Po wyodrebnieniu wszystkich kategorii, ktdre pretenduja
do bycia F, mozna przyja¢ jako wyodrebniong rozmyta katego-
rie pierwotng F-te, ktéra zapewnia maksymalne pokrycie,
z pewnym satysfakcjonujagcym kryterium podobienstwa, lub
odwrotnie, tzn. te, ktéra zapewnia maksymalne podobiernstwo,
z pewnym satysfakcjonujgcym kryterium pokrycia. Mozna tez
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przyjac¢ jako wyodrebniong rozmytg kategorie pierwotng F-te,
ktora dostarczy najwyzszej $redniej obydwu wspétczynnikéw
pokrycia i podobienistwa.

W zalezno$ci zatem od przyjetej miary pokrycia czy podo-
bienstwa badacz otrzyma raczej duzg lub matg rozmytg kate-
gorie pierwotng F. Oczywiscie, wybdr Fbedzie zalezny od celu
badania czy tez rozpatrywanego problemu. Duze Freprezentu-
je 0goIng rozmyta kategorie pierwotna czy tez nadzbiér rozmy-
ty opisywany przez wszystkie Ki( natomiast mate F moze by¢
rozpatrywane jako jadro opisujgce zbhidr wszystkich rozmytych
kategorii Kj.

Uogo6lniajac to podejscie na wiecej niz jedng rozmytg kate-
gorie pierwotna, nalezy wzig¢ pod uwage jeszcze jedno dodat-
kowe zatozenie - o ich rozigcznosci. Niech F (j = 1,2, ...,m)
bedzie rodzing rozmytych kategorii pierwotnych, woéwczas za-
ktada sie, ze Fj sa wzajemnie rozlgczne. Zalozenie to mozna
uwazac za opcjonalne, poniewaz prawo wylgczonego Srodka
nie funkcjonuje generalnie w teorii zbioréw rozmytych. Tym
niemniej w wielu przypadkach badacze moga chcie¢, zeby ro-
dzina rozmytych kategorii pierwotnych byta ztozona z katego-
rii wzajemnie roztacznych.

PrzeSledZmy najpierw procedure wyodrebniania rodziny
rozmytych kategorii pierwotnych bez zalozenia o ich wzajem-
nej roztacznosci, ktdre, jak wspomniano wyzej, jest opcjonalne,
a nastepnie z tym zatozeniem.

Zatézmy, ze dany zbiér kategorii rozmytych K; (i =
1,2, ...,n) ma by¢ reprezentowany przez tak matg liczbe roz-
mytych kategorii pierwotnych Fj, jak to jest tylko mozliwe.
W tym celu nalezy przyja¢ uogdlnienie obydwu poprzednich
zatozen oraz dodatkowe zatozenie minimalizujgce liczbe kate-
gorii pierwotnych:

» kazde K; musi pokrywaé sie mocno z przynajmniej jednym Fj;
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» kazde K; powinno by¢ opisane tak blisko, jak to tylko jest
mozliwe przez przynajmniej jedno Fj;

» liczba rozmytych kategorii pierwotnych F powinna by¢ tak
mata, jak to jest tylko mozliwe.

Procedura wyodrebniania rodziny rozmytych Kkategorii
pierwotnych rozpocznie sie od znalezienia dwdch najbardziej
pokrywajacych sie rozmytych kategorii sposrod Ki( potgczenia
ich w skupienie oraz wyodrebnienia pierwszej rozmytej kate-
gorii pierwotnej  dla tego skupienia, tak jak zostato to opisa-
ne powyzej, poprzez zastosowanie wspotczynnikdw pokrycia
i podobienstwa. W nastepnym kroku tgczy sie najblizszych sg-
siaddw i powtarza procedure. Kryterium najblizszego sgsiedz-
twa stanowi minimum ze wspotczynnikéw pokrycia. To mini-
mum uzyskane dla wszystkich par rozmytych kategorii K;
w danym skupieniu jest rownowazne ze stosowaniem wspot-
czynnika réwnoczesnego pokrycia, ktéry dla trzech kategorii
okresla formuta 7.5.

Mozna przyja¢ inne kryterium i zamiast minimum uzyé
maksimum. Wowczas kryterium to bedzie rownowazne ze sto-
sowaniem wspoétczynnika wielokrotnego rozmytego pokrycia,
ktory dla trzech kategorii okresla formuta 7.6. Mozna tez sto-
sowac kryterium $redniej wartosci wspotczynnikdw pokrycia.

Woracajac do zatozenia o wzajemnej roztacznosci rozmytych
kategorii pierwotnych Fj, mozna postgpi¢ nastepujaco: najpierw
wyodrebni¢ Fj zgodnie z opisang procedurg, a wiec przyja¢ po-
krycie pomiedzy F i Kj, a nastepnie skalkulowac¢ roztgcznos$¢ H
w stosunku do podobieAstwa pomiedzy F i Kj. Takie postepo-
wanie doprowadzi do uzyskania mniejszych i bardziej odsepa-
rowanych rozmytych kategorii pierwotnych Fj, ale mniej podob-
nych do oryginalnych kategorii Kj.

Podsumowujac, warto zauwazy¢, ze analiza rozmytych ka-
tegorii pierwotnych moze pozwoli¢ na ujawnienie struktury,
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jakiej nie da sie uzyskaé zadng inng metoda. Nie mozna jej po-
réwnac z analizag czynnikowg w sensie wielkosci wariancji wy-
jasnianej ani ze skalowaniem wielowymiarowym w sensie po-
rzagdku rangowego w macierzy odlegtosci lub podobienstw, ale
mozna w sensie interpretowalnosci w eksploracyjnej wielo-
wymiarowej analizie redukcji danych. Analiza czynnikowa
opiera sie na macierzy korelacji i wymaga, aby dane miaty wie-
lowymiarowy rozktad normalny, a zwigzki byty liniowe, pod-
czas gdy analiza rozmytych kategorii pierwotnych opiera sie na
wspbtczynnikach pokrycia i podobienstwa, ktére bardziej na-
turalnie odzwierciedlajg ztozone struktury wystepujace w ba-
daniach psychologicznych. Moze okazaé sie, ze poznamy struk-
tury, ktére byty nie do odkrycia w badaniach nierozmytych
i niehierarchicznych.

W badaniach spotecznych, a zwilaszcza w psychologii
przyjmuje sie, ze kazda analiza iloSciowa ma na celu wykrycie
pewnych prawidtowosci ludzkiego myslenia czy zachowania,
u podstaw ktérych to prawidtowosci lezy jaka$ ukryta teoria
psychologiczna. Jednocze$nie uwaza sie, ze stosowanie metod
obliczeniowych jest zasadne, gdy latentne zmienne, zatozenia
czy teorie poddajg sie operacjonalizacji, a najlepsze metody
oparte sg na podstawach jawnych teorii.

Kategorie rozmyte wystepujg zupetnie naturalnie w mysle-
niu cztowieka, tak samo jak hierarchiczne taksonomie pokry-
wajacych sie czesciowo kategorii w schematach klasyfikacyj-
nych. W badaniach eksploracyjnych, w ktérych badacz nie ma
odniesienia do zadnego jawnego zbioru zatozen, trudno jest
zaktada¢, ze zmienne latentne, czynniki czy ukryta struktura
pozostajg w zwigzkach liniowych, a nawet krzywoliniowych
0 podtozu probabilistycznym. By¢ moze, ze jest to rozmyta hie-
rarchia zmiennych czy struktur pokrywajacych sie w ré6znym
stopniu i podobnych do siebie niekoniecznie w sensie korelacji
czy tez hierarchii rang odlegtos$ci lub podobienstw.
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7.5. Hierarchiczna analiza rozmytych kategorii

Hierarchiczng analize kategorii rozmytych mozna rozpa-
trywac jako uogoOlnienie analizy skupien rozmytych. Charakte-
ryzuje sie ona tym, ze elementy przynalezg do poszczeg6lnych
skupien na podstawie wiasciwych im funkcji przynaleznosci,
przez co uzyskane skupienia moga pokrywac sie wzajemnie
w réznym stopniu. Obejmuje ona zatem tworzenie rozmytych
podziatow zbioru kategorii rozmytych, czyli tworzenie nowych
zbioréw rozmytych, do ktérych przynaleza pierwotne elemen-
ty w stopniu okreslonym nowg funkcjg przynaleznosci.

Analiza skupienn rozmytych rozwineta sie gtéwnie na po-
trzeby komputerowego rozpoznawania wzordéw, sztucznej in-
teligencji, sterowania automatami itp. Pierwsze, podstawowe
prace z tego zakresu powstaty niespetna 30 lat temu (Dunn
1974, Bezdek i Harris 1978), a zawarte w nich idee znalazty
dalsze szerokie zastosowanie w badaniach medycznych, biolo-
gicznych i sztucznej inteligencji (Kosko 1992, Rutkowski
2005).

Algorytm hierarchicznej analizy rozmytych kategorii pier-
wotnych mozna przedstawi¢, opierajac sie na algorytmie anali-
zy skupien rozmytych. W pierwszej fazie wyodrebnia sie roz-
myte centroidy dla kazdego rozmytego skupienia i okresla sie
warto$ci funkcji przynalezno$ci kazdego elementu tak, zeby
zminimalizowac¢ wazong funkcje odlegtosci D dang formutg 7.7:

i=i j=i

gdzie:
Y jh Pij = 1dla Vi, Pij e [0,1];
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dij - odlegtos¢ euklidesowa (formuta 4.14) pomiedzy

i-tym elementem aj-tym centroidem;
r -eksponentwagi.

Mozna tez rozwazy¢ ten sam algorytm, uzywajac odlegtosci
Hamminga (formuta 4.2) zamiastodlegtosci euklidesowe;j.

Korzystajac z tego algorytmu, mozna go réwniez rozwinaé
na przypadek niemetryczny, czyli do algorytmu hierarchicznej
analizy rozmytych kategorii. W takim przypadku nalezy przy-
jac¢ jako centroidy elementy wchodzace w sktad skupien po
pierwszym arbitralnym podziale, jak w przypadku klasycznej
analizy  skupied, a nastepnie kazdemu elementowi
Xi,i = 1,2, ...,n przypisaé warto$¢ funkcji przynaleznosci
vij j=i,2,mm'vij e [04] do takiego j-tego centroidu. Potem nalezy
zdefiniowac¢ pomocniczg miare odlegtosci 4*, okreslong formu-
13 7.8:

vkj % (7.8)

gdzie:
Nikk=02"In _ niemetryczna miara odlegtosci pomiedzy
elementami x;,xk.

Teraz mozna juz uzyskac wartosci funkcji przynaleznosci
kazdego i-tego elementu do j-tego centroidu. Wartosci te uzy-
skuje sie poprzez minimalizacje funkcji I, okreslonej formutg
7.9. Podstawiajac w formule 7.7 miare odlegtosci A*, otrzymu-
jemy formute 7.9:

n m

r(pijAi) = ~ ~ p [jAi (7.9)

i=ij=i
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gdzie:
X™1 gij = 1dla Vi, gij e [0,1];
Ajj - miara odlegtosci okreSlona formutg 7.8;
r -eksponentwagi.

Otrzymana formuta 7.9 okresla warunki dla uzyskania funk-
cji przynaleznosci do rozmytych kategorii. Hierarchiczna anali-
za rozmytych kategorii moze znalez¢ wiele zastosowan w psy-
chologii.

Spopularyzowanie zastosowan hierarchicznej analizy roz-
mytych kategorii czy innych analiz przedstawionych w tej
ksigzce zaleze¢ bedzie oczywiscie od uzyskania szerszego do-
stepu do odpowiednich programow komputerowych.



8.  Zagadnienie konstruowania
funkcji przynaleznosci
do pozycji testdw psychologicznych

8.1. Problemy niepewnosci

Badacz probujacy zgtebi¢ nowy problem poznawczy czy
skonstruowaé nowy test psychologiczny stuzacy do pomiaru
okreslonego fenomenu psychologicznego znajduje sie w znacz-
nym stopniu w sytuacji niepewnosci. Ztego wzgledu najchetniej
stosuje metody klasycznej analizy statystycznej, ktére zapewnia-
ja mu okres$lony komfort psychiczny w tym zakresie.

Moze on przyjac sobie pewien (teoretycznie dowolnie maty)
poziom niepewnos$ci. Mam tutaj na mysli oczywiscie poziom
istotno$ci testow statystycznych. Zaktadajgc, czesto zupetnie
automatycznie, dostatecznie niskg niepewnos¢, najczesciej nie-
przekraczajgca pieciu procent, badacz wnioskuje dalej z duza
pewnos$cig. Buduje on teorie, potwierdza hipotezy, nie przej-
mujac sie juz takimi ,,drobnostkami”, jak moc zastosowanego
testu statystycznego czy tez zgodnoS$¢ charakterystyk proby
badawczej z zatozeniami wymaganymi przy zastosowaniu da-
nego testu czy procedury statystycznej.

Nie chodzi tutaj o to, aby krytykowac tego rodzaju postepo-
wanie. NajczeSciej jest ono w petni uzasadnione. Wiadomo, ze
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test f-Studenta jest bardzo silnym testem, dajgcym dobre rezul-
taty nawetw przypadku rozktadéw nienormalnych, ze lepiej go
zastosowac niz test znakow czy tez test mediany, a przestep-
stwo popetnione z tego tytutu (w duzych prébach badawczych)
tylko nieznacznie zwieksza poziom niepewnosci.

Podobnie, chociaz bardziej ostroznie, analize wariancji
mozna wykorzystywa¢ w przypadku danych pochodzacych
z populacji o rozktadzie jedynie zblizonym do rozktadu nor-
malnego. Wiadomo rowniez, ze analize regresji mozna stoso-
wac¢ w odniesieniu do danych jakosciowych, ktdre wystarczy
tylko odpowiednio zakodowac i zabieg ten wcale nie zwieksza
poziomu niepewnosci itd.

Istotne natomiast wydaje sie pytanie o to, czy badacz z po-
wodow poznawczych decydujacy sie na uzycie ,,metod rozmy-
tych” zwigeksza, czy tez zmniejsza poziom niepewnosci - czy
w og6le mozemy znalez¢ odpowiedzZ na takie pytanie.

Wydaje sie, ze czytelnik, ktory zapoznat sie z dotychczasowg
trescig tej ksigzki, ma juz swoje wiasne zdanie na ten temat.
Tym niemniej, aby nie zostawia¢ tego problemu tylko w sferze
intuicji i dociekan zdroworozsagdkowych, przesledZzmy naste-

pujacy przyktad.

Przykfad 8.1

Zatozmy, ze badacz rozpatruje pozycje Skali Proaktywnosci
w Budowaniu Komfortu Psychicznego (Banka 2007) jako po-
zycje kategorii rozmytej. Zadaje badanemu pytanie:

Jak czesto staraszsie rozmawiacz dalszg lub blizszg rodzing
oswojejkarierze?

Osoba badana odpowiada: kilka razy.
Zalézmy dalej, ze osoba badana nie moze, nie jest w stanie
lub nie chce okresli¢ blizej czestosci, o ktdra chodzi badaczowi.
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Badacz, chcac przeprowadzié bardziej szczeg6towa analize,
stoi przed pytaniem, co oznacza kilka razy-. 3, 7 czy np. 9 razy?
Chcac sprecyzowac te liczbe, badacz, postepujac zgodnie z ideg
rozmytosci, moze dobraé odpowiednig grupe osob, wiekowo
i kulturowo podobnych do osoby badanej i nastepnie okresli¢
rozktad dla rozmytego okreslenia kilka razy;, moze tez na tej
czy innej podstawie znalez¢ funkcje przynaleznosci do katego-
rii rozmytej kilka razy.

Pytanie dotyczace okreslenia kilka razy zadano studentom
psychologii drugiego i piagtego roku oraz studentom zarzadza-
nia drugiego roku SUM (n = 112).

Tabela 8.1 prezentuje wartosci $rednie i odchylenia stan-
dardowe dla wartosci funkcji przynaleznosci do zbioru rozmy-
tego kilka razy oraz wartosci funkcji przynaleznosci, ktérg ba-
dacz wybrat z rodziny funkcji Bella (formuta 1.15).

Kazda z tych liczb byfa oceniana na skali jedenastopunkto-
wej: od zera do jeden. Inaczej, kazdy student przypisywat kazdej
liczbie jej warto$¢ przynaleznosci do zbioru rozmytego kilka ra-
zy. W tabeli 8.1 wida¢ wysoka zgodno$¢ ocen empirycznych oraz
wartos$ci funkcji przynaleznosci.

Jak wynika z przyktadu 8.1, problem niepewnosci juz na
samym poczatku analizy, w momencie wyrazania nieprecyzyj-
nego okres$lenia kilkarazy, daje w rezultacie precyzyjng funkcje
przynaleznosci.
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Tabela 8.1. Srednie i odchylenia standardowe dla ocen wartosci funkcji
przynaleznosci do zbioru rozmytego kilka razy pierwszych dziesieciu
liczb naturalnych oraz wartosci funkcji przynaleznosci Bella (formuta
1.15)

, 1

Czgstost DSrrzi/dnnailae;rfsgr?i sd P ‘o ar")4
1 0,08 0,03 0,09
2 0,25 0,09 0,32
3 0,01 0,17 0,88
4 0,98 0,22 1,00
5 0,83 0,16 0,88
6 0,31 0,11 0,32
7 0,17 0,08 0,09
8 0,03 0,01 0,03
9 0,00 0,00 0,01
10 0,00 0,00 0,01

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby badacz aproksymowat zna-
leziony rozkiad dyskretny odpowiednig funkcjg ciggla. W tym
przypadku jest to funkcja, z rodziny funkcji Bella, okre$lona
formuig 8.1:

g(x) = (8.1)

1+ 6766P/

Funkcja ta prawie idealnie odzwierciedla empiryczne war-
toSci funkcji przynaleznosci do kategorii rozmytej kilka razy
(tabela 8.1).

Warto zaznaczy¢, ze badacz stosujgcy hierarchiczng analize
rozmytych skupien znajduje sie w takiej samej lub lepszej sytu-
acji niz w przypadku klasycznej analizy hierarchicznej. Nalezy
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tutaj jednakze podkresli¢ in extenso,ze badacz nigdy nie powi-
nien traktowac skupien rozmytych konkurencyjnie do metod
klasycznych.

Wybierajac ,,rozmytg” droge analizy, badacz powinien juz na
etapie formutowania wstepnych hipotez i zatozen myslec
w kategoriach rozmytych, a wiec nie probabilistycznych. Wéw-
czas takie traktowanie nieprecyzyjnosci, jak pokazano w przy-
ktadzie 8.1, nie nastrecza dodatkowych trudnosci i nie zwiek-
sza poziomu niepewnos$ci. Jest natomiast naturalng metoda
precyzyjnego, whrew nazwie, opisu fenomendw z natury rze-
czy rozmytych.

W dalszym ciggu klasyfikowania kategorii, obiektow i pojeé
rozmytych badacz zostaje wyposazony w dodatkowe narzedzia
whnioskowania. Oprécz funkcji odlegtosci badacz moze uzyskaé
wspoétczynniki inkluzji, pokrycia i r6znych miar asocjacji.

Podsumowujgc, mozna tutaj podsung¢ badaczowi pewng
heurystyke. W warunkach klasyfikowania poje¢, kategorii czy
tez obiektow naturalnie nieprecyzyjnych, zatem naturalnie
rozmytych, powinien on, z poznawczego punktu widzenia,
traktowac¢ hierarchiczng analize rozmytych skupiefn czy tez
analize rozmytych skupien pierwotnych jako metode z wyboru.

8.2. Metody konstruowania funkcji przynaleznosci

Zostang tutaj przedstawione podstawowe metody kon-
struowania funkcji przynalezno$ci oraz sposéb traktowania
pozycji ztozonych (Noworol 1989a).

Wiasciwie, biorgc pod uwage klasyczne ujecie tego zagad-
nienia przez Dubois i Prade'a (1980), mozna rozrozni¢ tutaj
dwa bliskie sobie sposoby konstruowania funkcji przynalezno-
Sci. Pierwszy to bezpos$rednia ocena wartosci przynaleznosci,
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dokonywana zazwyczaj subiektywnie. Drugi sposob to esty-
mowanie wartosci przynaleznosci z prostych statystyk uzyski-
wanych w prébach badawczych.

Problem bezpos$redniej subiektywnej oceny warto$ci przy-
naleznosci ujeli teoretycznie Norwich i Turksen (1982). Podej-
Scie tych autorow ogranicza sie jednak tylko do sytuacji, w kto-
rej istnieje pewna ciggta skala okre$lajgca atrybuty zbioru
rozmytego.

Tymczasem chodzi o znalezienie wilasciwej klasy transfor-
macji, ktére przeksztatcajg (rzutujg) dang skale na odcinek ze-
ro-jeden. W przypadku kiedy nie ma wspomnianej skali atrybu-
téw, teoria Norwicha i Turksena nie znajduje zastosowania. Nie
dysponujemy wowczas tak eleganckim podejSciem, tym nie-
mniej oceny zdroworozsgdkowe i intuicyjne wydaja sie do-
puszczalne.

Drugie podejscie, statystyczne, dyskutowane jest przez wie-
lu autoréw. Najprostsze wydaje sie niewatpliwie przyjmowanie
frakcji odpowiedzi ,tak”, akceptujacych przynaleznosé elemen-
tu x do zbioru rozmytego X (Hersh i Caramazza 1976). Podej-
Scie to zostato uzasadnione przez Nowakowska (1977). Dowo-
dzi ona, ze prawdopodobieAstwo odpowiedzi ,tak” ro$nie
monotonicznie, zgodnie z nieznang, prawdziwg wartoscig
przynaleznos$ci elementu x do zbioru rozmytego X

Koncepcja ta wigze sie z tzw. koncepcjg progowa, po wpro-
wadzeniu pojecia zbioru poziomu a (Yager 1982). Koncepcja
zbioru poziomu a zaktada, ze pomimo iz poszczeg6Ini ludzie
postugujg sie réznymi funkcjami przynaleznosci, to istnieje
pewna warto$¢ progowa, powyzej ktdérej ludzie sie zgadzajg, ze
x ma wiasnos¢ X czyli ze x nalezy do X

Nowakowska (1983) proponuje zastgpienie klasycznego
kwestionariusza ,,tak - nie” baterig pozycji ,,w ma wtasnos¢ W”.
Formuta 8.2 okre$la warto$¢ przynaleznosci w do W jako war-
tos¢ oczekiwang og6lnego wyniku testu (Nowakowska 1983):
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Pw(w) = E(tw(w)) (8.2)

gdzie:
E - warto$¢ oczekiwana;
tw(w) = gw(w) + e(w);
e(w) - skiadnik btedu losowego.

Podejscie Nowakowskiej jest trudne do uogdlnienia oraz zasto-
sowania do kwestionariuszy bardziej ztozonych.

Trzecie podejscie oparte jest na zatozeniu, ze cztowiek doko-
nuje poréwnania czy tez wyraza podobienstwo do pewnej kate-
gorii idealnej w sensie Platonskim, tzn. ze cziowiek posiada
w umysle reprezentacje esencjalng pewnej kategorii idealnej,
ktorg poréwnuje z rzeczywistymi warunkami. Takie teoretyczne
podejscie wymaga osobnego wyktadu i nie bedzie tutaj omawia-
ne. Zainteresowanego czytelnika mozna odesta¢ do pracy Odena
i Lopesa (1982). Mozna tutaj rdwniez zwroci¢ uwage na metody
oparte na skalowaniu Thurstona (Goodman 1982), ktore jed-
nakze ujmuja zbiory rozmyte jak zbiory losowe.

Czwarte podejscie wymaga istnienia funkcji przynaleznosci
jako funkcji w sensie matematycznym, posiadajgcym okre$lone
wiasciwosci. Podejscie to wiasciwie ignoruje problem kon-
struowania funkcji przynaleznos$ci. Funkcja ta jest dana zazwy-
czaj na podstawie pewnych zatozen czy teorii lezgcej u pod-
staw badanego fenomenu psychologicznego. Nastepnie bada
sie jedynie jej wiasciwosci (podrozdz. 1.2).

W podejSciu tym mozna jednakze rozroznié¢ dwie klasy.
Pierwsza to klasa catkowicie ignorujgca problem estymaciji
funkcji przynaleznosci z proby badawczej. Druga to klasa
uwzgledniajgca te estymacje, ale w ograniczonym zakresie.
Dopuszcza sie tutaj teoretyczne funkcje przynaleznosci, tak jak
w przypadku pierwszej klasy. Réznica polega jednakze na tym,
ze funkcje przynaleznosci majg parametry, ktore podlegaja es-
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tymacji z proby badawczej. Przyktadowo, w celu okreslenia ta-

kiej funkcji przynalezno$ci mozna przyjac¢ nastepujgce zatoze-

nia:

1. Sita przekonania danej osoby, ze xnalezy do X, czyli ze xma
witasnosé X, jest proporcjonalna do sity przekonania, ze x
nalezy do X\x nie nalezy do X, czyli ze x ma wtasnos$éX\ x
niema wiasnosciX.

2. Funkcja przynaleznosci jest S-ksztattna (podrozdz. 1.2).

Funkcja przynaleznosci jest ciggta.

4. Funkcja przynaleznosci jest rozniczkowalna.

w

Na podstawie zatozerr 1-4 tatwo jest napisa¢ réwnanie roz-
niczkowe definiujgce takg funkcje przynaleznosci. Réwnanie to
jest okre$lone formuitg 8.3:

= kpx(x)(I - px(x)) (8.3)

Rozwigzaniem tego réwnania jest zbiér krzywych zaleznych od
dwoch parametrow aib (formuta 8.4):

px(x) = (1 + ea bx) 1 (8-4)

Parametry a ib mozna przyjac arbitralnie na podstawie teo-
rii lezacej u podstaw badanego fenomenu psychologicznego lub
mozna estymowac wprost z préby empirycznej.

W tym drugim przypadku wygodnie jest dokona¢ prostego
przeksztatcenia réwnania 8.4 i wyliczy¢ ea bx, a nastepnie zlo-
garytmowac (formuta 8.5):

bx = In((px(x)) *-1) (8.5)
Teraz tatwo juz znalez¢ parametry a i b. Wystarczy w tym celu

dobra¢ do danych empirycznych zwykla prosta regresji liniowej.

178



Zaprezentowane sposoby wyznaczania funkcji przynalezno-
§ci oczywiscie nie wyczerpuja wszelkich mozliwych podejs¢ do
tego zagadnienia (podrozdz. 1.2).

Otwarty pozostaje rowniez problem traktowania iteméw
ztozonych. Innymi stowy, chodzi tutaj o wyznaczenie funkcji
przynaleznosci elementéw do kategorii rozmytej (itemu)
w sposOb posredni. To znaczy najpierw konstruowane sg funk-
cje przynaleznosci do podkategorii (subiteméw prostych), na-
stepnie wyznaczana jest funkcja przynaleznosci do zbioru
(itemu) ztozonego.

Kolejny przyktad ilustruje zasade konstruowania funkcji
przynaleznos$ci do itemu ztozonego. Przykiad 8.2 w petni ilu-
struje spos6b konstruowania funkcji przynaleznosci do itemow
ztozonych, bez koniecznos$ci odwotywania sie do teorii mozli-
wosci. Zainteresowanego czytelnika mozna odestaé do kla-
sycznej pracy ,,0jca” teorii zbioréw rozmytych, Zadeha (1978).

Przykiad 8.2

Zanim przystapimy do konstruowania funkcji przynalezno-
§ci do itemu ztozonego, rozpatrzmy pomocniczy item prosty.
Osobie badanej z przyktadu 8.1 zadaje sie pytanie:

Jak czesto staraszsiepytacprzyjacidto rade,
jakigdzieposzukiwaépracyt

Analogicznie jak w przyktadzie 8.1, odpowiedZ osoby bada-
nej poddano testowaniu, poniewaz tym razem byta roéwniez
nieprecyzyjna. Zatdzmy, ze osoba badana odpowiedziata tym
razem sporadycznie.

Warto zauwazy¢, ze sporadycznie w potgczeniu z pytaniem
przyjaciot o rade osigga swoje maksimum dopiero w przypad-
ku o$miu razy. Wszyscy testujgcy studenci zgodnie o$wiadczyli,
ze przyjaciele sugerujg wysoka czestos¢, podczas gdy spora-
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dyczno$¢ - niska. Srednie i odchylenia standardowe zostaty
przedstawione w tabeli 8.2.

Tabela 8.2. Srednie i odchylenia standardowe dla ocen wartosci funkcji
przynaleznosci do zbioru rozmytego sporadycznie oraz wartosci funkcji
przynaleznosci Bella (formuta 1.15)

. . 1
oo Seao: g
1 0,09 0,08 0,11
2 0,16 0,05 0,14
3 0,27 0,08 0,19
4 0,30 0,06 0,26
5 0,44 0,12 0,39
6 0,53 0,10 0,59
7 0,67 0,19 0,85
8 0,96 0,11 1,00
9 0,82 0,09 0,85
10 0,41 0,20 0,59

Teraz mozna juz przej$¢ do konstruowania itemu ztozonego
i jego funkcji przynaleznos$ci. Osobie badanej zadaje sie pytanie:

Jak czesto stuchaszradi wskazéwek wzwigzku
zposzukiwaniempracyl

Jezeli pada odpowiedz w rodzaju wczesniejszych:
Rodzinystucham kilka razyaprzyjacidtsporadycznie,

wowczas bez trudu mozna okresli¢ funkcje przynaleznosci do
tego itemu ztozonego.
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Uzyskiwaniem wartosci funkcji przynaleznosci do itemu
ztozonego rzadzi reguta max-min. Przyktadowo stwierdzenie,
ze osoba badana stuchata rad rodziny cztery razy i sze$¢ razy
stuchata rad przyjaciot, odpowiada wartosci funkcji przynalez-
nosci rownej 0,53. Warto$¢ ta okre$lona jest jako minimum
z warto$ci przynaleznosci do zbioru rozmytego Rodziny stu-
cham kilka razyaprzyjacidtsporadycznie.

min(0,98, 0,53) = 0,53

gdzie: wartos¢ 0,98 jest wartoscig przynaleznosci czestosci
cztery do zbioru rozmytego kilka razy (tabela 8.1),
a warto$¢ 0,53 jest warto$cig przynaleznosci czestosci
sze$¢ do zbioru rozmytego sporadycznie (tabela 8.2).

Uzyskana warto$¢ 0,53 nie jest jednakze wartos$cig przyna-
leznosci odpowiadajgcg stuchaniu przez osobe badang dziesieé
razy rad (rodziny lub przyjaciot). Wartos¢ takg uzyskuje sie
jako warto$¢ maksymalng sposréd wszystkich mozliwych war-
tosci minimalnych dla wszystkich mozliwych par odpowied-
nich czestosci, ktére w sumie dajg liczbe dziesiec.

Wszystkich mozliwych par w tym przypadku jest dziewieé.
Warto$¢ przynaleznosci do itemu zlozonego, ktdry mozna
okresli¢ jako Stuchanie rad (wsprawiepracy czy dalszejkarie-
ry) dziesiecrazy, wyliczana jest zatem w nastepujgcy sposob:

max(min(0,08, 0,82), min(0,25, 0,96), min(0,91, 0,67),
min(0,98, 0,53), min(0,83, 0,44), min(0,31, 0,30),
min(0,17, 0,27), min(0,03, 0,16), min(0,00, 0,04)) =
= max( 0,08, 0,25, 0,67, 0,53, 0,44, 0,30, 0,17, 0,03, 0,00) = 0,67

gdzie: warto$ci w nawiasach sg warto$ciami przynaleznosci,

odpowiednio, do kategorii rozmytej kilka razy i do ka-
tegorii rozmytej sporadycznie, odpowiadajagcymi parom
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czestosci: (1,9), (2,8), (3,7), (4,6), (5,5), (6,4), (7,3),
(8,2), (9.1).

Gdyby zamiast wartosci empirycznych wzigé aproksymacje
funkcjami Bella, wowczas warto$¢ przynaleznosci do itemu
ztozonego Stuchanie rad (w sprawie pracy czy dalszejkariery)
dziesieérazy wyniostaby 0,85 (tabela 8.3).

Jak widaé, warto$¢ przynaleznosci do itemu ztozonego dla
okreslonej pary czestosci nie musi odpowiadac¢ wartosci przy-
naleznosci do tego itemu dla tgcznej czestosci (sumy czestosci).
Tabela 8.3 zawiera wartosci przynaleznosci do ztozonej pozycji
testu Stuchanie rad (wsprawiepracy czy dalszejkariery).

Tabela 8.3. Wartosci przynaleznosci do rozmytego itemu ztozonego Stu-
chanie rad, uzyskane na podstawie subitemdéw prostych kilka razy oraz
sporadycznie.

Warto$¢ przynaleznosci Warto$¢ przynaleznosci
Czestosé z badan empirycznych, zaproksymacji funkcjami Bella,
tabele 8.1i18.2 tabele 8.1i8.2
1 0,08 0,08
2 0,08 0,09
3 0,09 0,11
4 0,16 0,14
5 0,25 0,19
6 0,27 0,26
7 0,25 0,32
8 0,30 0,39
9 0,53 0,59
10 0,67 0,85
11 0,91 0,88
12 0,96 1,00
13 0,83 0,88
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14 0,82 0,85

15 0,41 0,59
16 0,31 0,32
17 0,17 0,09
18 0,03 0,03
19 0,00 0,01
20 0,00 0,01

Warto zwr6ci¢ uwage, ze wartosSci zawarte w tabeli 8.3
otrzymywane sg przez badacza w wyniku przeprowadzenia
prostych, opisanych powyzej obliczen. Nie sg to wartosci, ktore
ocenia osoba badana, ani tez nie musi ocenia¢ ich badacz. Ten
ostatni uzyskuje precyzyjne wartosci przynaleznosci do itemu
ztozonego na podstawie nieprecyzyjnych os$wiadczen osoby
badanej. Co wiecej, osoba badana oceniata jedynie czesci skia-
dowe itemu kilka razy oraz sporadycznie.

Opisany spos6b oceny wartosci przynaleznosci do itemu
ztozonego z dwoéch sktadnikéw mozna oczywiscie uogélni¢ na
wiekszg liczbe skiladnikow. Nalezy jednak, z poznawczego
punktu widzenia, by¢ bardzo ostroznym, poniewaz czesto po-
zornie ztozone itemy sg de facto i in extenso kilkoma odrebny-
mi pozycjami testu psychologicznego.

Badacz powinien rozstrzygna¢ merytorycznie, jak dalece
item ztozony ma sens witasnie z poznawczego punktu widzenia.
Jest to jedyne ograniczenie, poniewaz od strony metodologicz-
nej pozycje testu moga by¢ sktadane w dowolnej ilodci, tak ze
da sie uzyskiwac itemy ztozone dowolng liczbe razy, np. w te-
stach wielopoziomowych (rysunek 6.3).

Powyzsze zastrzezenie nie wyklucza réwniez skiadania ite-
moéw prostych i postugiwania sie przez badacza itemami ztozo-
nymi. Zdarza sie, ze z pewnych wzgledéw badacz uzyskuje nie-
raz bardzo sztuczny item ztozony. Takie postepowanie moze by¢
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jak najbardziej uzasadnione w przypadkach, kiedy skladowe
itemu sg tatwo interpretowalne i moga by¢ oceniane przez oso-
by badane, natomiast caty item ztozony nie jest interpretowalny
lub nie jest mierzalny w sensie subiektywnej oceny.

Postugiwanie sie itemami ztozonymi daje badaczowi mozli-
wos$¢ nowego spojrzenia na problem, ktorym sie zajmuje. Moze
on doj$¢ do poznawczo ciekawszych wnioskéw ioprzeé na nich
dalszg analize.



Zakonczenie

Proponowane podejscie, bedace rozwinieciem klasycznej
teorii zbioréw rozmytych, wpisuje sie w trwajgca od lat dysku-
sje metodologiczng na temat koncepcji pomiaru w psychologii,
opartego albo na ilosciowych, albo na jakosciowych metodach
badawczych. Mozna stwierdzi¢, ze heurystyki kategorii rozmy-
tych prowadzg do zatarcia tej granicy, pokazujac, ze problemy
jakosciowe moga by¢ ilosciowymi po dobraniu wiasciwych
funkcji przynaleznosci.

Heurystyki kategorii rozmytych wprowadzajg zatem nowa
jako$¢é w metodologii badan psychologicznych. Dzigki nim zni-
ka w pewnym zakresie problem analizy wynikdéw badan opar-
tych na metodach jako$ciowych. Pojawia sie natomiast nowy
problem dotyczacy transformacji badanego fenomenu psycho-
logicznego na jezyk kategorii rozmytych. Innymi stowy, poja-
wia sie problem rozmytej operacjonalizacji, czyli dobrania wia-
Sciwej funkcji przynaleznosci, a wiec przetozenia teorii i opisu
psychologicznego na jezyk matematyki. Ten nowy problem
mozna rozwigzaé relatywnie tatwo dzieki heurystykom kate-
gorii rozmytych, ktére pozwalajg na bardziej efektywny i natu-
ralny opis badanych fenomenoéw psychologicznych niz jakikol-
wiek inny jezyk formalny.

Jezyk kategorii rozmytych jako jezyk matematyki zostat
skonstruowany jako formalna reprezentacja pewnego pod-
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zbioru naturalnego jezyka naukowego opisu, a zatem moze

z powodzeniem stuzy¢ do opisu poje¢ w dziedzinie nauk spo-

tecznych, przede wszystkim za$ psychologicznych. W pewnym

zakresie heurystyki kategorii rozmytych powodujg przenikanie
sie koncepcji jakosSciowego i iloSciowego pomiaru psycholo-
gicznego, eliminujgc sztuczne bariery, ustanawiajac jasng kore-
spondencje pomiedzy pojeciami matematycznymi i werbalny-

mi poprzez wprowadzanie pomiaru opartego bardziej na

rozmytych przedziatach niz na skalach punktowych. Stanowig

zatem naturalne rozszerzenie znakomitych koncepcji skalowa-
nia wielowymiarowego.

Warto tutaj zwroci¢ uwage i podkresli¢ fakt, ze przedsta-
wione heurystyki kategorii rozmytych nalezy umiesci¢ w me-
todologii badan psychologicznych pos$rdd takich metod, jak
skalowanie wielowymiarowe, analiza czynnikowa, metodyAHP
i ANP, majac Swiadomos¢ ich mozliwosSci, ograniczen, zatozen
teoretycznych oraz komplementarnosci i roznych mozliwosci
wykrywania i opisu fenomendw psychologicznych.

Na zakonczenie tych rozwazan pragne pokazac, ze to jest
koniec tej monografii, ale réwnocze$nie mam taka nadzieje po-
czatek zastosowan w psychologii. Chodzi, po pierwsze, o to, ja-
kie sg atrybuty heurystyk kategorii rozmytych w koncepcji
pomiaru psychologicznego, a po drugie, w jakim kierunku roz-
wija sie koncepcja zbioréw rozmytych i logiki rozmyte;j.

Kilka istotnych atrybutow heurystyk rozmytych:

1. Nauka nie zajmuje sie rzeczywistoscig, lecz modelami rze-
czywistosci (Zadeh 2009).

2. Warto zauwazy¢, ze bardziej uzyteczne jest rozmyte wnio-
skowanie oparte na modelu realistycznym (rzeczywistym)
niz oparte na dowodliwym modelu nierealistycznym (nie-
rzeczywistym) (Zadeh 2009).

3. Naturalne kategorie ludzkich zachowan sg rozmyte.

4. Wiele koncepcji w psychologii jest z natury rzeczy rozmytych.
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5. Ludzkie mysSlenie i zachowanie opiera sie na nieprobabili-
stycznych rodzajach niepewnosci, ktére mozna reprezento-
wac i interpretowac poprzez kategorie rozmyte.

6. Sposob, w jaki ludzie postugujg sie i strukturujg kategorie po-
znawania rzeczywistosci oraz ich zachowan w $rodowisku,
odpowiada wiasciwosciom heurystyk kategorii rozmytych.

7. Heurystyki kategorii rozmytych pozwalajg na budowanie
metod i technik analizy danych psychologicznych, zaréwno
jakosciowych, jak i iloSciowych, z zachowaniem koncepcji
ich struktury.

Wspotczesne zastosowania teorii zbioréw rozmytych zmie-
rzajg w kierunku badania sztucznej inteligencji, poszerzonych
modeli logiki rozmytej, sterowania optymalnego, inteligencji
stron internetowych (Web Intelligence), inteligencji wyszukiwa-
rek wiedzy i wiadomosci (World Knowledge), nowych narzedzi
badawczych, takich jak sformalizowanie jezyka naturalnego
(Precisiated Natural Language), komputerowych ttumaczen tek-
stow itp.

Pragne wyrazi¢ nadzieje, ze ta monografia zapoczatkuje za-
stosowania heurystyk kategorii rozmytych w badaniach psy-
chologicznych i poprzez to przyczyni sie do dalszego rozwoju
wielu dziedzin psychologii.

Rozwazania koricowe pragne zakoficzy¢ ttumaczeniem my-
§li twarcy teorii zbioréw rozmytych, Lotfi Zadeha, kt6rg przyja-
tem jako motto tej ksigzki: Narzedzia,ktérych badacze uzywajg
do eksploracji pewnych problemoéw sztucznej inteligencji, sg
czasamizbytprecyzyjne, zeby mogty poradzi¢ sobie z ,,rozmy-
toscig"realnego Swiata.

187






Literatura

Al-Ali N.,, Koser K (2002). Transnationalism,InternationalMigration
andHome.NewApproaches toMigration. London: Roultledge.

Alberti M. (2010). La creatividad en matematicas.Como funciona una
mentemaravillasa. Barcelona: RBA Collecionables, SA

Banka A (2005). Theory into practice ofschool to work transition:
promises and challenges for transnational vocational counseling
W: P. Hartel, Cz. Noworol, A Banka, R. Kremser (red.), Transition
from the World ofEducation to the World o f Work. Jagiellonian
University, 9-44.

Barlka A (2007). Psychologiczne doradztwo karier. PoznaA-War-
szawa: PrintB-NFDK.

BMDP (2011). BMDPStatistical Software. Los Angeles, CA: BMDP Stati-
stical Software Inc.

Bellman R, Giertz M. (1973). On the analytic formalism o ffuzzy sets.
Information of Sciences, 5,149-156.
Bezdek J.C, Harris J.D. (1978). Fuzzypartitions and relations:An axi-
omaticbasisforciustering. Fuzzy Sets and Systems, 1,111-127.
Biela A (1991). Analogyin Science: from a Psychological Perspective.
Frankfurt am Main: Peter Lang.

Biela A (1995). Skalowanie wielowymiarowe jako metoda badan na-
ukowych. Lublin; TN KUL.

Borg I, Lingoes J. (1987). Multidimensional similarity structure anal-
ysis. NewYork: Springer.

Brennan RL (2001). Generalizability Theory. New York: Springer-
-Verlag.

Brzezinski J. (1984). Elementy metodologii badan psychologicznych.
Warszawa: PWN.

189



Brzezinski J. (1984a). Badanie testu psychometrycznego metoda ana-
lizy wariancji. W: J. Brzeziniski (red.), Wybrane zagadnienia zpsy-
chometriiidiagnostykipsychologicznej. Poznan: UAM.

Brzezinski J, Noworol Cz. (1985). Intra-profilowe poréwnania
w kwestionariuszach wielodymensyjnych.Zastosowania progra-
mow komputerowych w jezykach BASIC i FORTRAN IV. Przeglad
Psychologiczny, 27, 2,501-517.

Communications of the ACM (1984). Coping with the Imprecision of
the Real World.An Interview with LotfiA. Zadeh. 27,4.

Coombs CH. (1950). Psychological scaling without a unit ofmeas-
urement. Psychological Review, 57,145-158.

Coombs CH. (1964). A theoryofdata. NewYork: Wiley.

Cronbach LJ. (2004). My current thoughts on coefficient alpha and
successor procen'ure.s’Educational and Psychological Measure-
ment, 64, 391-418.

Dubois D., Prade H. (1980). Fuzzy Sets and Systems.Theory and Ap-
plications. New York: Academic Press.

Dubois D, Prade H. (1985). Fuzzy cardinality and the modeling of
imprecise quantification. Fuzzy Sets and Systems, 16,199-230.
Dunn JC. (1974). Afuzzy relative o fthe Isodataprocessandits use in
detected compact,well-separated clusters. Journal of Cybernetics,

3,32-57.

Fung LW, Fu KS. (1975). An axiomatic approach to rational decision
making in a fuzzy environment. W: LA Zadeh, KS. Fu, K Tanaka,
M. Shimura (red.), Fuzzy Sets and their Application to Cognitive
andDecision Processes. New York: Academic Press.

Giuliani MV. (1991). Towards an Analysis o fMental Representations
ofAttachmentto the Home. Journal of Architectural and Planning
Research, 8,133-146.

Goguen JA (1969). The logic o finexact concepts. Synthese, 19, 325-
373.

Goodman L.R. (1982). Fuzzy sets as equivalence classes ofrandom
sets. W: RR. Yager (red.), Fuzzy Sets and Possibility Theory.Re-
centDevelopments. NewYork: Pergamon.

Gulliksen H. (1950). TheoryofMental Tests. NewYork: John Wiley.

Hartigan JA (1985). Statistical theoryin clustering. Journal of Classi-
fication, 2.1, 63-76.

190



Hersh H.H., Caramazza AA (1976). A fuzzy setapproach to modifiers
and vagueness in natural language. Journal of Experimental Psy-
chology, (General), 195, 254-276.

Hulin CL, Drasgow F., Parsons CK (1983). Item Response Theory.
Homewood, IL: Dons Jones Irwin.

Karwowski W., Mital A (1986). Potential applications o ffuzzy sets in
industrial safety engineering. Fuzzy Sets and Systems, 19, 105-
120.

Kaufmann A (1975). Introduction to the Theory ofFuzzy Subsets,
vol. 1. NewYork: Academic Press.

Kempton W. (1978). Category grading and taxonomic relations.
A mugisa sortofcup. American Ethnologist, 5, 44-63.

Khalsa RKS. (1978). Healing the Healer.A Holistic Transpersonal
Perspective.hos Angeles: Center for Health and Healing.

Klaua D. (1965). Ubereinen Ansatz zur mehrwertigen Mengenlehre.
Berlin: Monatsber. Deut. Akad. Wiss. 7, 859-876.

Kleiter G.D. (1981). Bayes Statistik. Grundlagen und Anwendungen.
Berlin, New York: Walter de Gruyter.

Kochen M, Badre ANN. (1974). On the precision ofobjectives which
denote fuzzy sets. Journal of Cybernetics, 4, 49-59.

Kosko B. (1992). Neural Networks and Fuzzy Systems. A Dynamic
Systems Approach to Machine Intelligence. Englewood Cliffs, N.J.;
Prentice-Hall.

Lord F.M.,, Novick M.R. (1968). Statistical Theories o fMental Tests
Scores. Reading, Mass: Addison-Wesley.

MacVicar-Whelan PJ. (1978). Fuzzy Sets the Concept ofHeight and
the Hedge Very. LE.E.EE. Transactions of System Man Cybernetics,
8,507-511.

Machowski A (1988). Metodologiczne i statystyczne problemy bada-
nia dobroci testdw psychometrycznych. Instytut Psychologii UAM,
Poznan (praca doktorska).

Magnusson D. (1981). Wprowadzenie do teorii testow .N arszawa:
PWN.

Mamdani E.H., Gaines B.R. (1981). Fuzzy Reasoning and its Applica-
tions.kcademic New York: Press London.

Marek T., Noworol Cz. (1986). Thepossibility function o ffuzzy criti-
cal flicker frequency - changes under mental load and fatigue.
W: W. Karwowski, A Mital (red.), Applications o fFuzzy Set Theory

191



in Human Factors, Amsterdam: Elsevier Science Publishers B. V.,
289-300.

Marek T., Noworol Cz. (1987). Zarys analizy skupieA. Niehierarchicz-
ne i hierarchiczne technikiskupiania. W: J BrzeziAski (red.), Wie-
lozmiennowe modele statystyczne w badaniach psychologicznych.
Warszawa-Poznarn: PWN.

Mastach Ch. (1976). Burned-out. Human Behavior, 5, 22-31.

Mastach Ch. (1978). Job burnout- how people cope. Public Welfare,
Spring, American Public Welfare Association.

McConnell EA (1982). Burnout in the Nursing Profession. Coping
Strategies,Causes and Costs.St. Louis, Toronto, London: The CV.
Mosby Company.

McDonald RP. (1999). Test Theory: A Unified Approach. Mahwah. NJ:
Erlbaum.

McDonald R.P. (2000). A basis for multidimensional item response
theory. Applied Psychological Measurement, 24,99-114.

Murthy CA, Pal SK, Majumder D.D. (1985). Correlation between two
fuzzymembershipfunctions. Fuzzy Sets and Systems, 10, 31-36.
Nishisato S. (1994). Elements of Dual Scaling: An Introduction to

PracticalDataAnalysis. Newjersey: Lawrence Erlbaum.

Norwich AM, Turksen LB. (1982). The fundamentalmeasurementof
fuzzines.W: RR. Yager (red.), Fuzzy Sets and Possibility Theory.
Recent Developments. NewYork: Pergamon, 87-113.

Nowakowska M. (1975). Psychologia iloSciowa z elementaminauko-
metrii. Warszawa: PWN.

Nowakowska M. (1977). Methodological problems ofmeasurement
offuzzy concepts in the social sciences. Behavioral Science, 22,
107-115.

Nowakowska M. (1983). QuantitativePsychology.Some ChosenProb-
lemsandNewldeas. Amsterdam: North Holland.

Novick MIR. (1966). The axioms andprincipalresults o fclassical test
theory. Journal od Mathematical Psychology, 3,1-18.

Noworol Cz. (1981). Nowa geometryczna interpretacja wspolczynni-
kakorelacjiliniowej. Przeglad Psychologiczny, 1.

Noworol Cz. (1989a). Analiza skupien w badaniach empirycznych.
Rozmytemodelehierarchiczne. Warszawa: PWN.

192



Noworol Cz. (1989b). Metody konstruowania funkcjiprzynaleznosci
do itemdéw rozmytych w testach psychologicznych. Psychologia
Matematyczna, Krakow: Wyd. Ul.

Oden G.C, Lopes LT. (1982). On the internal structure offuzzy sub-
jective categories. W: RR. Yager (red.), Fuzzy Sets and Possibility
Theory.RecentDevelopments. New York: Pergamon.

Osherson D.N.,, Smith E.E. (1981). On the adequacy o fprototype theo-
ryofconcepts.Cogmtion, 9, 35-58.

Peagans T.B., Biller W.F. (1980). Fuzzy concepts in the analysis of
public health risks.W: W. Wang Chang (red.), Fuzzy Sets. New
York: Plenum Press.

Peper S. (1981). Problemsin quantification o ffrequency expressions.
W: T.W. Fiske (red.), Problems with Language Imprecision. San
Francisco: Jossey Bass.

Polya G (2009). /aAtoroznY fza¢*Warszawa: PWN.

Raspini E. (1977). A theory offuzzy clusteringYroceedmgs of LE.E.
Conference on Inclusion and Control, 1978-1983.

Roskam E.E., Lingoes J.C. (1970). MINISSA-I:A FortranlVprogramfor
the smallestspace analysis o fsquare symmetric matrices. Behav-
ioral Science, 15, 204-205.

Rutkowski L (2005). Metody i techniki sztucznej inteligencji. War-
szawa: PWN.

Saaty T.L. (2000). Fundamentals o fDecision Making. Pittsburgh, PA:
RWS Publications.

Saaty T.L. (2001). Decision Making with Dependence and Feedback;
TheAnalyticNetworkProcess. Pittsburgh, PA: RWS Publications.
Samejima F. (1997). Graded response model. W: W.V. van der Linden,
RK. Hambleton (red.), Handbook o fModern Item Response Theo-

ry. NewYork: Springer, 85-100.

Sanchez E. (1976). Resolutions o fcomposite fuzzy relation equations.
Information and Control, 30, 38-48.

Sanchez E. (1978). Inverses o ffuzzy relations.Applications to possi-
bility distributions and medical diagnosis. Fuzzy Sets and Systems,
2, 75-86.

Shamai S. (1991). Sense ofplace:An empirical measurement. Geofo-
rum, 22, 3, 347-358.

193



Skrondal A, Rabe-Hesketh S. (2004). Generalized Latent Variable
Modelling: Multilevel Longitudinal and Structural Equation Mod-
els. Boca Raton, FL: Chapman & Hall/CRC Press.

Smithson M. (1982). Applications o ffuzzy set concepts to behavioral
science. Journal ofMathematical Social Sciences, 8,257-274.

Smithson M. (1983). Accommodation and Transportation for the El-
derlyin Townsville. Queensland: Ames Cook University.

Steele F., Goldstein H. (2006). A multilevel factor model for mixed
binary and ordinal indicators of women's status. Sociological
Methods and Research.

Steihaus H. (1955). Sur la division des corps materiels en parties.
Bulletin de L’Academie Polonaise des Sciences, CL Ill, Vol. IV, 12,
801-804.

Strelau J. (1969). Temperamenti typ ukladu nerwowego. Warszawa:
PWN.

Swain R (2003). Transnational mobility.Facilitating thefirst break
from home. 50 World Congress ofthe IAEVG, 2001. Paris: IAEVG.
Thorndike RL. (1964). Reliability. w: Proceedings of the 1963
Conference on Testing Problems. Princeton N.J.: Educational

Testing Service.

Tucker LR (1951). A method for synthesis of factor analysis ,,s
stonfey.Personal Research Section Report 954. Washington D.C:
Department of the Army.

Tversky A (1977). Features ofsimilarity. Psychological Review, 84,
327-352.

Yager RR. (1982). Level sets for memberships evaluation of fuzzy
subsets. W: RR. Yager (red.), Fuzzy Sets and Possibility Theory.
NewYork: Pergamon.

Van Tilburg M, Vingerhoets AL, Van Heck GL (1997). Coping with
Homesickness: the Construction oftheAdultHomesickness Coping
Questionnaire. Personality and Individual Differences, 22, 6, 901-
907.

Ward C, Bochner S, Furnham A (2001). The Psychology of Cultural
Shock. London: Routledge.

Williams D.R, Vaske JJ. (2003). The Measurement of Pace
Attachment: Validity and Generalizability of a Psychometric
Approach. Forest Science, 49, 6, 830-840.

Zadeh LA (1965). Zi/zzy.Sefc.Information and Control, 8, 338-353.

194



Zadeh LA (1972). A fuzzy set theoretical interpretation o fhedges.
Journal of Cybernetics, 2, 4-34.

Zadeh LA (1978). Fuzzy sets or a basis for a theory o fpossibility.
Fuzzy Sets and Systems, 1, 3-28.

Zadeh LA (1979). Precisation of human communication via
translation into PRUF. Memo No. UCB/ERL M79/73. Berkeley:
Electronic Research Laboratory, University of California.

Zadeh LA (1982). Test-Score Semantics for Natural Languages.
COLING, 425-430.

Zadeh LA (1987). Fuzzy Sets and Applications: Selected Papers.
W: RR. Yager i in. (red.), Fuzzy Set Theory.RecentDevelopments.
New York: John Wiley.

ZadehL.A. (2009). TowardExtendedFuzzyLogic-AFirstStep. Fuzzy
Sets and Systems, 160, 3175-3181. Elsevier B. V.

Zadeh LA, Fu KS, Tamaha K, Shimura M. (red.), (1975). Fuzzy Sets
and their Application to Cognitive and Decision Processes.'He-w
York: Academic Press.

Zakrzewska M. (1987). O miarach podobieristwa obiektéw i cech
przydatnych wpsychologicznych zastosowaniach analizy skupien.
W: J Brzezinski (red.), Wielozmiennowe modele statystyczne
wbadaniachpsychologicznych. Warszawa-Poznan: PWN.

Zegers F.E, Ten Berghe JMP. (1985). A family of association
coefricientsformetricscaJes.Psychometrika, 50,17-24.



Redaktor prowadzacy
Agnieszka Steplewska

Adiustacja jezykowo-stylistyczna

Wojciech Adamski

Korekta

Jerzy Hrycyk

Sktad itamanie

Hanna Wiechecka

Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego
Redakcja: ul. Michatowskiego 9/2, 31-126 Krakow
tel. 12-631-18-80, tel./fax 12-631-18-83



Czestaw Noworol - magister matematyki, doktor nauk technicznych w zakresie orga-
nizacji i zarzadzania oraz doktor nauk humanistycznych w zakresie psychologii, jest
zatrudniony w Instytucie Ekonomii i Zarzagdzania Uniwersytetu Jagiellonskiego. Zajmuje
sie metodologia badan naukowych w dziedzinie nauk spotecznych. Autor ponad 200
publikacji, w tym z zakresu stosowania matematyki i metod statystyki matematycznej
do metodologii badan naukowych, a w szczegélnosci pionierskich zastosowan analizy
sekwencyjnej, metod analizy skupien, wielowymiarowych analiz i redukcji danych oraz
hierarchicznych modeli rozmytych do metodologii badan psychologicznych. Cztonek
wielu prestizowych organizacji i towarzystw naukowych, m.in. Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, Polskiego Towarzystwa Psychologicznego, American Psychological
Association, Applied Vocational Psychology and Policy Research Unit, International Stress
Management Association, Narodowego Forum Doradztwa Kariery. Jest ekspertem Komisji
Europejskiej, koordynatorem iekspertem ponad 20 miedzynarodowych projektéw badaw-
czych wspoétfinansowanych przez KEw ramach takich programoéw, jak Lifelong Learning
Programme, Leonardo da Vinci, Comenius, Joint Actions, Phare.

Niniejsza ksigzka jest pierwszg w Polsce monografig, ktéra stanowi autorskg propozy-
cje oparcia pomiaru psychologicznego na heurystykach kategorii rozmytych. Podstawe
tych heurystyk stanowiag teorie zbioréw rozmytych, ujmujace przynalezno$¢ elementu
do zbioru w pewnym stopniu zawartego od 0 do 1 oraz logika rozmyta uwzgledniajaca
nieskonczenie wiele odcieni prawdy czy falszu wprowadzonych przez Lotfi Zadeha. Heu-
rystyki kategorii rozmytych pozwalajg, w pewnym zakresie, na przenikanie sie¢ koncep-
cji jakosciowego i iloSciowego pomiaru psychologicznego, eliminujgc sztuczne bariery,
ustanawiajac jasng korespondencje pomiedzy pojeciami matematycznymi i werbalnymi,
poprzez wprowadzanie pomiaru bardziej opartego na rozmytych przedziatach niz na ska-
lach punktowych. Wprowadzenie rozmytych miar asocjacji i pokrycia kategorii rozmytych
stanowi podstawe do wielowymiarowych technik redukcji danych psychologicznych be-
dacych analogig naukowa lub uogdlnieniem takich technik, jak analiza czynnikowa, ska-
lowanie wielowymiarowe czy hierarchiczna analiza skupien.

Celem tej monografii jest zaproponowanie nowego nurtu w metodologii badan psycholo-
gicznych, wykorzystujgcego ujecie nieprobabilistyczne, ktéremu nadano nazwe heury-
styk kategorii rozmytych.



