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WSTEP

Teoria przedsigbiorstwa stanowi gléwna, obok teorii zachowania konsumenta,
czes¢ mikroekonomii. Modele przedsigbiorstwa pozwalaja na teoretyczne wyznaczenie
optymalnej wielkosci produkcji i optymalnej ceny, ktére powinno ustali¢ pewne abs-
trakcyjne przedsigbiorstwo dziatajace na réznych strukturach rynku przy okreslonych
funkcjach kosztéw (ktérymi charakteryzuje si¢ 6w podmiot mikroekonomiczny) oraz
przy pewnych funkcjach popytu (zgtaszanego przez konsumentéw) na dobro lub ustu-
ge wytwarzane przez przedsiebiorstwo.

Skrypt Matematyczne modele przedsiebiorstwa zawiera przeglad wazniejszych mo-
deli przedsigbiorstwa znanych w teorii mikroekonomicznej. Sktada si¢ on z czterech
rozdziatéw.

W rozdziale 1 Czytelnicy znajda definicje podstawowych poje¢ zwiazanych zaréw-
no z przedsigbiorstwem, jego funkcjami kosztéw, funkcjami produkcji, jak i otocze-
niem mikroekonomicznym, w ktérym przedsigbiorstwo to funkcjonuje. W rozdziale
tym, poza definicjami funkcji kosztow i funkcji produkcji, przedstawione sa rowniez
podstawowe wiasciwosci owych funkcji.

W rozdziale 2 scharakteryzowana jest r6wnowaga przedsigbiorstwa dziatajacego
w warunkach konkurencji doskonatej. Znalez¢ tam mozna zaréwno wyprowadzenie
optymalnej wielko$ci produkcji przedsigbiorstwa przy ogdlnej funkcji kosztow oraz
przy pewnych konkretnych funkcjach kosztéw. Ponadto w rozdziale 2 wyznaczany jest
popyt przedsigbiorstwa na czynniki produkcji zaréwno przy dwuczynnikowej funkcji
produkcji, jak i wowczas, gdy przedsigbiorstwo (wytwarzajac pewne dobro lub ustuge)
realizuje produkcje oparta na n-czynnikowej funkcji produkcji. Przez pojecie popytu na
czynniki produkcji (zaré6wno w rozdziale 2, jak i w rozdziale 3) rozumie si¢ taka
strukturg zatrudnienia (wykorzystania) czynnikéw produkcji, ktéra maksymalizuje
zysk analizowanego w skrypcie przedsigbiorstwa.

Rozdziat 3 zawiera rozwazania dotyczace funkcjonowania przedsigbiorstwa w wa-
runkach monopolu. Analizowane sa tam zaréwno modele czystego monopolu, jak
i modele przedsiebiorstwa-monopolisty, ktdre stosuje polityke dyskryminacji cenowej
(j. réznicuje ceny wytwarzanego produktu migedzy rynkami lub segmentami rynkéw,
na ktérych dziata). Ponadto w rozdziale 3 Czytelnicy znajda rowniez rozwazania doty-
czace popytu monopolisty na czynniki produkcji przy dwu- i n-czynnikowych funk-
cjach produkcji.

W ostatnim, 4 rozdziale skryptu scharakteryzowane s podstawowe modele duo-
polu i oligopolu. Przedstawione sa tam zaréwno modele konkurencji ilosciowej (Cour-
nota i Stackelberga), jak i modele konkurencji cenowej (Bertranda).

W prowadzonych w skrypcie rozwazaniach analizuje si¢ wytacznie modele statycz-
ne. Dlatego tez w prezentowanych modelach abstrahuje si¢ od (dos¢ sztucznego na
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gruncie modeli statycznych) tradycyjnego podziatu na modele oraz réwnowagi krétko-
i dlugookresowe.

Analizowane w skrypcie modele przedsigbiorstwa sg modelami matematycznymi.
Wybér modeli matematycznych wynika stad, ze — jak twierdzi Thomas Mayer — mate-
matyczne modele maja w ekonomii

dwojakg przewage nad metodami geometrycznymi. Po pierwsze, z ,,dowodem” geometrycznym
jest taki problem, ze nie mozna by¢ pewnym, czy wykreslito si¢ krzywe w jedyny dopuszczalny
spos6b, a w konsekwencji, czy wykazane wyniki maja charakter ogélny. Po drugie, podejscie al-
gebraiczne daje mozliwo$¢ rozszerzenia analizy przez dodawanie lub rozluznianie ograniczen
w sposéb, na ktéry nie pozwala podejscie geometryczne (Mayer 1996: 62).

Ponadto matematyczne modele przedsigbiorstwa pozwalaja na jasne oddzielenie
przyjmowanych w nich zatozen od uzyskiwanych tez oraz wyznaczajq logicznie precy-
zyjna droge migdzy poczynionymi zatozeniami a ptynacymi z nich wnioskami.

Prezentowane w skrypcie analizy modeli przedsigbiorstwa sprowadzaja si¢ zazwy-
czaj do tego, ze:

I.  Opisowo formutowane sg zatozenia dotyczace funkcjonowania przedsigbior-

stwa i jego otoczenia mikroekonomicznego.

II. Zalozenia te opisywane sa za pomoca pewnych, mniej lub bardziej skompli-

kowanych funkcji.

III. Model rozwigzywany jest matematycznie.

IV. Rozwiazanie modelu przedsigbiorstwa poddawane jest interpretacji ekono-

micznej.

V. Ponadto tam, gdzie jest to mozliwe, prowadzone rozwazania zilustrowane sa

graficznie.

Ksiazka Matematyczne modele przedsiebiorstwa moze by¢é wykorzystana zaréwno
jako podrecznik do mikroekonomicznej teorii przedsigbiorstwa, materiat uzupetniajacy
do mikroekonomii (na poziomie $rednio zaawansowanym), jak réwniez (na kierunkach
ekonomicznych mniej zaawansowanych matematycznie) jako pomoc dydaktyczna do
przedmiotu ekonomia matematyczna. Zrozumienie tresci zawartych w tym skrypcie
wymaga zarowno znajomosci elementarnej mikroekonomii, jak i podstaw analizy ma-
tematycznej (gtéwnie rachunku rézniczkowego). Skrypt napisany jest na $rednio za-
awansowanym poziomie matematycznym, jego za$ trudniejsze fragmenty zaznaczone
sa gwiazdkami. Mniej zaawansowani matematycznie Czytelnicy moga je pominac.

Na zakonczenie tego krétkiego wstepu autor cheiatby podzigkowaé tym wszystkim,
ktérzy przeczytali jego wstgpna wersj¢ 1 podzielili si¢ z nim swoimi uwagami. Sg to:
prof. dr hab. Krzysztof Malaga z Akademii Ekonomicznej w Poznaniu (recenzent
skryptu), dr Aleksandra Rogut i mgr Sylwia Roszkowska z Instytutu Ekonomii Uni-
wersytetu Lodzkiego, dr Rafat Wista i dr Anna Zachorowska-Mazurkiewicz z Instytutu
Ekonomii i Zarzadzania Uniwersytetu Jagiellonskiego oraz Pawet Dykas i Anna Suli-
ma — studenci matematyki i ekonomii na Uniwersytecie Jagiellonskim. Rzecz jasna,
cata odpowiedzialno$¢ za wystepujace w skrypcie mankamenty spada wytacznie na
autora.



Rozdziat 1

PODSTAWOWE POJECIA. FUNKCJE KOSZTOW
| FUNKCJE PRODUKCJI

1.1. WPROWADZENIE

Celem prowadzonych w rozdziale 1 skryptu rozwazan jest:

I.  Zdefiniowanie pojecia przedsigbiorstwa.

II.  Okreslenie celu dziatania przedsigbiorstwa.

III. Wyrdznienie oraz zdefiniowanie podstawowych struktur rynkéw, na ktérych moze
funkcjonowac przedsiebiorstwo.

IV. Zdefiniowanie kosztéw i funkcji kosztéw.

V. Zbadanie wiasciwosci podstawowych funkcji kosztéw.

VI. Zdefiniowanie funkcji produkcji.

VII. Okreslenie podstawowych wtasciwosci ekonomicznych i matematycznych, kto-
rymi powinna charakteryzowac¢ si¢ funkcja produkcji.

Struktura rozdziatu 1 przedstawia si¢ nastgpujaco. W punkcie 1.2 podana jest moz-
liwie najszersza definicja przedsiebiorstwa, okreslone sa cele jego dziatania (bez
wzgledu na to, na jakim rynku przedsigbiorstwo to funkcjonuje) oraz opisane sa pod-
stawowe struktury rynku, na jakim przedsiebiorstwo moze dziatac. W punkcie 1.3
omdwione sa pojecia kosztéw i funkcji kosztow, zdefiniowane sa podstawowe rodzaje
kosztéw, jakie ponosi przedsigbiorstwo, oraz scharakteryzowane sa wlasciwosci owych
kosztéw. Punkt 1.4 zawiera charakterystyke oraz wtasciwosci zaréwno tzw. dwuczyn-
nikowych funkcji produkcji, jak réwniez funkcji n-czynnikowych. Rozdziat konczy
punkt 1.5, w ktérym znajduje si¢ podsumowanie prowadzonych w nim rozwazan.

1.2. PODSTAWOWE STRUKTURY RYNKU

W prowadzonych dalej analizach wszystkie wykorzystywane pojecia definiowane
sq W sposob mozliwie najbardziej ogdlny. I tak w podjetych analizach rozwazane be-
dzie funkcjonowanie przedsigbiorstwa (zwanego tez producentem) zajmujacego Si¢
wytwarzaniem pewnego, jednorodnego dobra lub ustugi. Dobro lub ustuga, ktére wy-
twarza owo przedsigbiorstwo, nazywane bedzie produktem przedsigbiorstwa. Co wig-
cej, we wszystkich prowadzonych dalej rozwazaniach przyjmowaé bedziemy uprasz-
czajace zatozenie, ze jedynym celem dziatania przedsigbiorstwa jest maksymalizacja
jego zysku (rozumianego jako réznica pomigdzy utargiem przedsigbiorstwa a ponoszo-
nymi przez nie kosztami catkowitymi). Zatozenie to nie zawsze musi by¢ adekwatne
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do rzeczywistosci. Czgsto w krotkim okresie celem dziatania przedsigbiorstwa moze
by¢ np. wejscie na rynek, na ktérym przedsigbiorstwo dotychczas nie funkcjonowato,
utrzymanie si¢ na rynku badz tez wypchnigcie konkurentéw z rynku. Wéwczas przed-
sigbiorstwo to moze w krétkim okresie ponosi¢ stratg. Niemniej jednak w teorii mikro-
ekonomii przyjmuje si¢, ze w dlugim okresie podstawowym celem dzialania zdecydo-
wanej wigkszosci przedsigbiorstw jest wiasnie maksymalizacja zysku.

Przedsigbiorstwo, ktére bedzie dalej przedmiotem analizy, moze funkcjonowaé
w jednej z trzech podstawowych struktur rynku. Strukturami tymi sa:

1) konkurencja doskonata,

2) monopol,

3) oligopol, ktérego szczegdlnym przypadkiem jest duopol.

Przez konkurencj¢ doskonala rozumiana bedzie taka struktura rynku, na ktérym
dziata wielu matych producentéw. Zaden z producentéw w warunkach konkurencji
doskonatej nie ma wplywu na ceng wytwarzanego dobra lub ustugi, ktéra ksztattuje si¢
na tym rynku. W zwiazku z tym w warunkach konkurencji doskonalej wszystkie
przedsigbiorstwa musza si¢ dostosowaé do ustalonej na rynku ceny produktu. Przykta-
dem konkurencji doskonalej moze by¢ rynek pieczywa w duzym miescie, w ktérym
dziata kilkadziesiat matych piekarn, a ceny pieczywa na tym rynku ksztaltuja si¢ na
pewnym poziomie, na ktéry pojedyncza piekarnia nie ma wptywu. Kazda z piekarn
musi si¢ wigc dostosowac do przecigtnej ceny pieczywa w tym miescie.

Monopol to taka struktura rynku, na ktérym dziala wylacznie jedno przedsigbior-
stwo, ustalajace na tym rynku cen¢ wytwarzanego produktu. Cena ta ustalana jest przez
monopoliste na takim poziomie, by maksymalizowa¢ jego zysk. Przyktadem monopolu
moze by¢ rynek ustug kolejowych w Polsce. Na rynku tym (ze wzgledu na dostep do
infrastruktury kolejowej) dziata wytacznie jeden producent, PKP, ktéry moze narzucié¢
optymalna, ze swojego punktu widzenia, cen¢ wytwarzanej ustugi oraz liczbe zreali-
zowanych przejazdow.

Oligopol to taki rynek, na ktérym dziata kilku duzych producentéw, z ktérych kaz-
dy ma istotny, ale nie wylaczny wplyw na cene, ktéra ksztattuje si¢ na tym rynku (jesli
w oligopolu dziata¢ bedzie tylko dwoch producentdéw, to bedziemy mie¢ do czynienia
z duopolem). Zaktada si¢ réwniez, ze w oligopolu kazdy z producentéw dazy do mak-
symalizacji wlasnego zysku, a przedsigbiorstwa nie dzialaja w zmowie kartelowe;.
Przyktadem oligopolu moze by¢ rynek telefonii komérkowej w Polsce, na ktérym
dziata kilku niezaleznych producentéw ustug tej telefonii, a producenci ci konkuruja
migdzy soba, dazac do maksymalizacji zysku.

1.3. KOSZTY. RODZAJE KOSZTOW I ICH WLASCIWOSCI

Przez koszty catkowite (tc) przedsigbiorstwa rozumie¢ bedziemy dalej wielko$é
wszelkich naktadéw ponoszonych przez przedsigbiorstwo, ktére sg niezbedne do wy-
tworzenia okreslonej wielkosci produkcji (y). Natomiast przez funkcje kosztéw catko-
witych tc(y) rozumie¢ bedziemy pewna funkcj¢ opisujaca relacje pomigdzy kosztami
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catkowitymi tc a wielkoscia wytworzonego produktu yl. Analogicznie definiowaé
bedziemy funkcje:

e kosztéw zmiennych vc(y),

e przecigtnych kosztéw catkowitych atc(y),

e przecigtnych kosztéw statych afc(y),

e przecigtnych kosztéw zmiennych avc(y)
oraz

e kosztéw krancowych mc(y)z.

Nalezy w tym miejscu wyraznie zaznaczy¢, iz pojecia kosztéw i funkcji kosztéw
nie sa pojeciami tozsamosciowymi. Koszty sa bowiem pewnymi naktadami, ktére
przedsiebiorstwo ponosi w celu realizacji okreslonej wielkosci produkcji. Natomiast
funkcje kosztéw sa pewnymi funkcjami przyporzadkowujacymi okreslonym wielko-
sciom produkcji (zmieniajacym si¢ zazwyczaj pomiedzy O a +e0) pewne poziomy po-
noszonych kosztéw.

Koszty catkowite skladaja si¢ z kosztow statych (fc =0) i kosztéw zmiennych
(vc 2 0). Oznacza to, ze:

te(y) = ve(y) + fe. (1.1)

Koszty state fc to koszty, ktérych wielkos¢ jest niezalezna od wielkosci wytwarza-
nego przez przedsigbiorstwo produktu. Innymi stowy, koszty state to ta cze$¢ kosztow
catkowitych, ktéra nie zmienia si¢ wraz ze zmiang wielkosci produkcji. Do kosztéw
statych zaliczy¢ mozna np. koszty zwiazane z amortyzacja istniejacego w przedsigbior-
stwie majatku trwatego, najmu lokali czy koszty zatrudnienia pracownikéw niezbed-
nych do obslugi tegoz majatku. Koszty stale mozna réwniez zdefiniowac jako koszty
catkowite, ktére musi ponosi¢ przedsigbiorstwo nawet przy zerowej wielkosci produk-
cji. Mozna to formalnie zapisa¢ nastgpujaco:

fc = tc(0). (L.2)

Natomiast koszty zmienne vc to te koszty, ktére zmieniaja si¢ wraz ze zmiang wiel-
kosci produkcji. Koszty zmienne w przedsigbiorstwie to gtdwnie koszty zwiazane
z zakupem dobr posrednich oraz koszty zatrudnienia pracownikéw niezbgednych do
wytworzenia produktu finalnego. Co wigcej, zaktadaé bedziemy, ze jesli wielkos$¢ pro-
dukcji y rosnie, to réwniez koszty zmienne vc rosna. Oznacza to, iz koszty zmienne sa
rosnaca funkcja wielkosci produkcji. Wynika stad, iz dla kazdej wielkosci produkcji
y > 0 zachodzi:

e o (1.3)
dy

Jesli policzy sie pochodna funkcji kosztu catkowitego tc(y) wzgledem wielkosci
produkcji y oraz uwzgledni nieréwnos¢ (1.3), to okaze si¢, ze réwniez:

! Implicite przyjmowaé bedziemy dalej réwniez zatozenie, ze wszystkie funkcje kosztéw sa odpowied-
nig ilo$¢ razy rézniczkowalne wzgledem wielkosci produkeji y > 0.

2 Skréty tc, ve, fc i me nawiazuja do angielskich termindw: fotal costs, variable costs, fixed costs i mar-
ginal costs. Podobnie: atc to average total costs, avc — average variable costs, natomiast afc — average fixed
costs.
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dtc _dve o (1.4)
dy dy

Z nier6wnosci (1.4) wynika, ze koszty catkowite (podobnie jak koszty zmienne) sa
rosnaca funkcja wielkosci wytworzonej przez przedsigbiorstwo produkcji.

W analizie kosztéw ponoszonych przez przedsigbiorstwo istotne znaczenia majq
takze r6znego rodzaju koszty przecigtne. Wyrdznic¢ tu mozna przecietne koszty catko-
wite, przecig¢tne koszty zmienne i przecigtne koszty state. Przez przecigtne koszty cal-
kowite atc rozumie¢ bedziemy koszty catkowite tc przypadajace na jednostkg produktu
y. Oznacza to, ze funkcj¢ przecigtnych kosztéw catkowitych mozna zapisa¢ wzorem:

atc(y) EM. (1.5)
y

Analogicznie definiowane beda przecietne koszty state (afc) i przecigtne koszty zmien-
ne (avc). Przecigetne koszty state afc (zmienne avc) to relacja kosztow statych fc
(zmiennych vc) do wielkosci produkcji y. A zatem funkcje przecigtnych kosztéw sta-
tych mozna zapisaé nastgpujaco:

afe(y) =< (1.6)
y

natomiast funkcj¢ przecig¢tnych kosztéw zmiennych opisuje rownanie:

ave(y) =Y. (1.7)

Dzielac stronami réwnanie (1.1) przez wielkos¢ produkcji y > 0, uzyskuje sig:

te(y) _ ve(y)+fe _ ve(y) + fc
y y y y’

a stad i z réwnan (1.5-1.7) wynika, iz dla kazdego y > 0 zachodzi zaleznos¢:

atc(y) = ave(y) + afc(y). (1.8)

Réwnanie (1.8) interpretuje si¢ ekonomicznie w ten sposob, ze przecietne koszty cat-
kowite (atc) sa suma przecigtnych kosztow zmiennych (avc) i przecigtnych kosztéw
statych (afc). Co wigcej, stad i z faktu, ze dla kazdej wielkosci produkcji y = 0 zaréwno
ve(y) 20, jak i fc =0, ptynie wniosek, iz zaréwno przecietne koszty zmienne, jak
i przecietne koszty stale sg nie wigksze od przecigtnych kosztow catkowitych (czyli
avc < atc oraz afc < atc).

Kolejnymi, istotnymi dla funkcjonowania przedsigbiorstwa, kosztami sa koszty
krancowe mc. Koszty te definiuje si¢ jako relacje¢ przyrostu kosztu catkowitego (Atc)
do przyrostu produktu (Ay). Dlatego tez funkcje kosztu krancowego mc(y) mozna za-
pisa¢ nastgpujaco:

Atc(y)

A (1.9)

me(y) =
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Jesli przyrost produktu Ay jest zbiezny do zera (Ay—0), to granica ilorazu réznicowe-
At
00 c(y)

A réwna jest pochodnej funkcji kosztu catkowitego tc(y) po wielkosci pro-
Y

dukeji y, czyli S
dy

. . [ dt .t +Ay)—t . At .
Stad oraz z definicji pochodne;j € lim oy +Ay) ~te(y) = lim Aely) wyni-
dy Ay—0 Ay Ay—0 Ay
ka, iz przy Ay—0 funkcj¢ kosztéw krancowych mozna réwniez zapisa¢ za pomoca
tozsamosci:

dtc(y)

1.1
dy (1.10)

me(y) =

Poniewaz warto$¢ pochodnej funkcji w punkcie wyznacza nachylenie krzywej, ktdra
funkcja ta opisuje’, zatem z réwnania (1.10) wyciagna¢ mozna wniosek, ze wartosé
kosztéw krancowych odpowiadajacych produkcji y =yo, czyli me(yo), wyznacza na-
chylenie krzywych kosztu catkowitego i kosztu zmiennego przy wspomnianej uprzed-

nio wielkosci produkcji. Podobnie warto$¢ pochodnej* % interpretowana jest
Y ly=yo

jako nachylenie krzywej kosztu krancowego wzgledem wielkosci produkcji y przy

Y =Yo-

Liczac pochodna réwnania (1.1) wzgledem wielkosci produkcji oraz uwzgledniajac
zwiazki (1.4) 1 (1.10), uzyskuje sig¢, ze dla kazdego y > 0 zachodzi:
dtc dvc

mc(y) =s—=—>0. 1.11
(y) dy  dy (L.11)

Z zaleznosci (1.11) mozna wyciagnaé nastgpujace wnioski. Po pierwsze, funkcja
kosztéw krancowych odpowiada zaréwno pochodnej funkcji kosztéw catkowitych, jak
ipochodnej funkcji kosztéw zmiennych wzgledem wielkosci produkcji. Po drugie,
koszty krancowe wyznaczaja zardwno nachylenia krzywej kosztow catkowitych, jak
i nachylenie krzywej kosztéw krancowych wzgledem wielkosci produkcji. Po trzecie
wreszcie, kazdej dodatniej wielkos$ci produkcji y towarzysza dodatnie koszty krancowe
(oznacza to réwniez, ze przy kazdej wielkosci produkcji y >0 wzrostowi produkcji
odpowiada zaréwno wzrost kosztu zmiennego vc, jak i wzrost kosztu catkowitego tc).
Jesli mamy juz zdefiniowane podstawowe rodzaje kosztow w przedsigbiorstwie, to
przyjrzyjmy si¢ ich podstawowym wilasciwosciom. Wydaje sig, iz najwygodniej jest
rozpocza¢ od pokazania, jak ksztattowac si¢ beda przecigtne koszty state przy produk-

? Dokladnie rzecz ujmujac, warto$é pochodnej funkciji f(x) w punkcie jest tangensem nachylenia stycz-
nej do krzywej f(x) w tym punkcie. My jednak tangens ten bedziemy (w skrdcie) okreslali jako nachylenie
krzywej w danym punkcie.

4 Zapis X‘Y oznaczaé bedzie dalej ,,zachodzi X przy warunku, ze zachodzi Y”. Dlatego tez zapis

dmc oznacza wartos¢ pochodnej me(y) po y w punkcie y = yo.
dy
y=Yo
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cji y zmieniajacej si¢ w przedziale (0; +o0). Z réwnania (1.6) wynika,

statych fc > 0 zachodza zwiazki:

lim afc(y)= lim f—C=+c>o,
y%OJr y%0+ y

lim afc(y)= lim f—C=O,

y—>too Yyt Yy

dafc d (fc) fc
=—|—|=-—<0

dy dyly y

oraz:

d’afc  d (dafc) d fc)| 2fc
dy” dyl dy dy( y y

Z zaleznosci (1.12abcd) ptyna nastepujace wnioski:

ze przy kosztach

(1.12a)

(1.12b)

(1.12¢)

(1.12d)

e Bardzo malej wielkosci produkcji (y—0") odpowiadaja bardzo wysokie (dazace
do +o0) przecigtne koszty state. Oznacza to réwniez, ze w zerze krzywa prze-

cigtnego kosztu stalego afc(y) ma asymptotg pionowa.

e Jesli wielkos¢ produkcji jest bardzo duza (dazy do +e0), to przecigtne koszty
state sa bardzo male (zmierzaja do zera). Wynika stad, iz krzywa afc(y) ma

asymptote pozioma y = 0.

e Krzywa przecietnego kosztu stalego przy y € (0; +o0) jest ujemnie nachylona

2
dafc <0) i wypukta (bo d aﬁc
y dy

(gdyz

Krzywa ta zilustrowana jest na rysunku 1.1.

>0) wzgledem wielkosci produkcji y.

afc(y) A

afc,

afc,

4

Rys. 1.1. Produkcja y a przecigtne koszty state afc(y)
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Krzywa przecigtnego kosztu stalego na rysunku 1.1 interpretuje si¢ ekonomicznie
w ten sposob, ze jesli produkcja w przedsigbiorstwie uksztattuje sie na poziomie yg > 0,
to rozwazane przedsigbiorstwo ponosi¢ bedzie przecigtne koszty state afc(yg) réwne
afcy > 0. Gdyby za$ produkcja wzrosta do y; >y, to przecigtne koszty state spadtyby
do afc(y;) = afc, < afcy. Przy produkcji zbieznej do +eo przecietne koszty state zmniej-
sza¢ si¢ beda do zera.

Nieco inaczej ksztaltuja si¢ przecigtne koszty catkowite atc i przecigtne koszty
zmienne avc. Poniewaz przy wielkosci produkcji y = 0 koszty zmienne réwne sa zeru,
zatem przecig¢tne koszty zmienne sa wowczas wyrazeniem nieoznaczonym 0/0°. Liczac
granice, przy y—0", z przecigtnych kosztéw zmiennych i korzystajac z reguly

de L’Hospitala, okazuje si¢, ze jezeli istnieje lim dve/dy , to
y—o* dy/dy

)

H]

0

lim ave(y)= lim YO0 =7 jim DYDY e 20, (113w

y—0* y—0t Y y—ot dy/dy  y0*

gdyz, zgodnie z warunkiem (1.11), % =mc(y) > 0. Podobnie, jesli przyjmie sig, ze
y

bardzo duzej wielkosci produkcji (y—+o0) odpowiadaja bardzo wysokie koszty zmien-
ne (ve—+o0), to liczac lim avc(y), dochodzi si¢ do symbolu postaci +eo/+co. Poste-

y—>+oo
. . oo dvcl/dy
pujac analogicznie, jak z granica (1.13a), przy zalozeniu istnienia lim ————, uzy-
y—+eo dy/dy
skuje si¢ zwiazek:
H m]
lim ave(y)= lim 0 =7 jim YYY i ey =0, (1.13b)

Yoo y—>toe y y—>+too dy/dy y—>+oo

Z zaleznosci (1.13ab) wyciagna¢ mozna nastepujace wnioski:

e Jesli wielkos¢ produkcji przedsigbiorstwa jest bardzo mata lub bardzo duza, to
przecietne koszty zmienne sa zbiezne z kosztami krancowymi.

e Przy y—0" oraz y—+oo przecigtne koszty zmienne daza do wielko$ci nieujem-
nych, jednak nie wiadomo, czy granice te sa granicami skonczonymi, czy tez
nieskonczonymi.

Liczac pochodna funkcji przecigtnych kosztéw zmiennych avc(y), opisanych row-

naniem (1.7), okazuje sig, ze:

O (=)
5 Wyrazenia nieoznaczone postaci 0/0 i eo/eo 0znaczane beda dalej odpowiednio przez H(Oj oraz H[ J

)
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dvc(y)‘ 3 ﬂ
dave(y) _ d (vc(y)}_ o YTV
dy d N 2 B
’ Y Y (1.13¢)
me(y)— ve(y)
_ me(y) -y — ve(y) _ y _ mc(y) —ave(y)
y’® y y '

d . . . o
gdyz mc= dLC, natomiast ave =~>. Z réwnania (1.13c) wynika, ze jesli koszty kran-
y y

. . . . davc
cowe mc sa wyzsze od przecigtnych kosztéw zmiennych avc, to pochodna

jest

dodatnia i wzrost produkcji pociaga za soba wzrost przecigtnych kosztéw zmiennych.
ave

dy
czas do spadku avc. Gdyby zas zdarzyto si¢ tak, ze w pewnym (skoficzonym lub nie)
przedziale produkcji y koszty krancowe mc réwne sa przecigtnym kosztom zmiennym
avc, to we wspomnianym przedziale zmiana produkcji nie wptynie na wielkos$¢ prze-
cigtnych kosztéw zmiennych.
Z réwnania (1.8) wynika, ze jezeli istnieje lim avc(y), to:

. . d
Natomiast gdy mc < avc, zachodzi:

<0, co oznacza, ze wzrost y prowadzi wow-

)/HOJr
lim atc(y)= lim avc(y)+ lim afc(y) =400 (1.14a)
y—0* y—0" y—07"
(gdyz, zgodnie z zaleznosciami (1.12a) oraz (1.13a), lim afc(y) =+oo
y—>0Jr
i lim avc(y)=0) oraz:
y%O+
lim atc(y)= lim avc(y)+ lim afc(y)= lim avce(y)= lim mc(y)=0 (1.14b)
y—>+oo y—>oo y—>+oo y—>+oo y—>+oo

(co wynika stad, iz lim afc(y) =0, natomiast lim avc(y)= lim mc(y)=0).
y—>+oo y—>+oo y—>+oo

Ze zwiazkoéw (1.14ab) ptyna nastepujace wnioski natury ekonomicznej:

e Jesli wielko$¢ produkcji przedsigbiorstwa y jest bardzo mata (zbiezna do zera),
to przecigtne koszty state daza do +oo, przecietne zas koszty zmienne sa zbiezne
z kosztami krancowymi (w 0" posiadaja one nieujemng granice, ktéra nie musi
by¢ jednak granica skoficzona). Oznacza to, iz przy y—0" funkcja przecietnych
kosztéw catkowitych atc(y) jest zbiezna do +oo.

e Przy wielkosci produkcji y—+co przecigtne koszty state afc daza do zera, nato-
miast lim ave(y)= lim mc(y)=0, co implikuje, ze funkcje przecigtnych

y—>+oo y—>+oo

kosztéw catkowitych atc(y) i kosztéw krancowych mc(y) maja wspdlna, nie-
ujemng granic¢ (przy czym granica funkcji kosztéw krancowych w nieskonczo-
nosci nie musi by¢ granica skonczona).
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Po zrézniczkowaniu funkcji przecigtnego kosztu catkowitego (1.5) wzgledem wiel-
kosci produkcji y otrzymuje sig:

dtc(y) o dl
date(y) _ d (tC(y)J_ @y 7 e dy _
dy d B 2
Y N y (1.14c)
_te(y)
mc(y)
_mc(y)-y—te(y) _ y _me(y)—ate(y)
y? y y

Z réwnania (1.14c) wynika, co nastgpuje:
e Jesli koszty krancowe mc sq wyzsze od przecigtnych kosztéw catkowitych atc,
d
. atc(y)
dy
catkowite.

>0 1 wraz ze wzrostem wielkosci produkcji rosna przecietne koszty

datc(y)

e W przypadku, w ktérym mc < avc, pochodna jest ujemna, skad ptynie
whniosek, ze im wyzsza jest wielko$¢ produkcji realizowanej przez przedsigbior-
stwo, tym nizsze sg jego przecig¢tne koszty catkowite.

e Gdyby zas$ zdarzylo si¢ tak, ze mc = avc, to pochodna (1.14c) réwna bedzie zeru
i wowczas przecigtne koszty calkowite sa niezalezne od wielkosci produkcji
przedsigbiorstwa.

Szczegbdlnym przypadkiem funkcji kosztu calkowitego (ktéra bedzie uzyteczna

w prowadzonych w rozdzialach 3 i 4 analizach monopolu i oligopolu) jest liniowa

funkcja dana wzorem:

tc(y)=c-y+f, (1.15)

gdzie c, £>0. Ze specyfikacji funkcji kosztu catkowitego (1.15) wynika, ze koszty
state fc rowne sa f (gdyz tc(0) = f), a koszty zmienne vc(y) réwne sg c - y. Co wigcej,
jesli koszt catkowity opisany jest przez réwnanie (1.15), to funkcje przecigtnych kosz-
toéw statych afc, przecigtnych kosztéw zmiennych avc, przecigtnych kosztow catkowi-
tych atc oraz kosztéw krancowych mc dane sg wzorami:

afc(y)zf—c=£, (1.16a)
y
ave(y) =YW €Y _ (1.16b)
y y
atc(y)g@:ﬂ:c{-i (1.16C)
y y
oraz:
me(y) = dte(y) =i(c-y+f)=c. (1.16d)
dy dy

Z réwnan (1.16abcd) wyciagnaé mozna nastgpujace wnioski:
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Poniewaz réwnanie przecigtnych kosztoéw statych (1.16a) odpowiada réwnaniu
(1.6), zatem przecigtne koszty state zachowuja sie tak, jak to zilustrowano na ry-
sunku 1.1.

Przecietne koszty zmienne avc réwne sa stalej ¢ dla kazdej dodatniej wielkosci
produkcji y (co jest réwnoznaczne z tym, ze przecigtne koszty zmienne nie ule-
gaja zmianom wynikajacym ze zmian wielkosci produkcji).

Jesli wielko$é produkcji y jest bardzo mata (y—0"), to przecietne koszty catko-
wite atc sa bardzo wysokie (gdyz z réwnania (1.16c) wynika, iz

lim atc(y)=c+ lim (£J=+oo). Bardzo duzej (zbieznej do +e0) wielkos$ci

yHOJr yHO+ y

produkcji y odpowiadajq przecigtne koszty catkowite zbiezne do przecigtnych

kosztéw zmiennych c¢ (bo lim atc(y)=c+ lim [£]=c), ktére zgodnie

y oo yoteeL Y

z rownaniem (1.16d) rowne sg kosztom krancowym. Krzywa przecigtnych kosz-

tow catkowitych, przy y zmieniajacym si¢ od O do +eo, jest ujemnie nachylona

i wypukta wzgledem wielkosci produkcji, co wynika stad, ze dla kazdego y>0

datc d f f d’atc d f 2f
=—|c+—|=-—5<0 oraz > =—|~—= |=—=>0.

dy dy( 'y y dy= dyl y°) y

Koszty krancowe mc, podobnie jak przecigtne koszty zmienne avc, réwne sa
stalej c, co implikuje, ze nie ulegaja one zmianom wraz ze zmianami wielkosci
produkcji y przedsigbiorstwa (przy dowolnej wielkosci produkcji y > 0).

zachodzi:

*CA

C mc =avc

>
y

Rys. 1.2. Produkcja a koszty krancowe i koszty przecigtne przy liniowej funkcji kosztu
catkowitego (1.15)
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Koszty krancowe, przecigtne koszty state, przecigtne koszty zmienne i przecigtne
catkowite, odpowiadajace liniowej funkcji kosztu catkowitego (1.15), zilustrowane sa
na rysunku 1.2,

Czesto w analizach mikroekonomicznych przyjmuje sig, ze ksztatt krzywych kosz-
téw krancowych i przecigtnych (tj. przecigtnego kosztu catkowitego i przecig¢tnego
kosztu zmiennego) jest zblizony do litery U (innymi stowy, krzywe te sa U-ksztattne).
Tego rodzaju krzywe zilustrowane sa na rysunku 1.3".

U-ksztaltne krzywe kosztow zilustrowane na rysunku 1.3 charakteryzuja si¢ naste-
pujacymi wlasciwosciami:

*C A mc
atc atc
ave
min{atc}
mc\ avc
min{avc} \\
min{mc} :
: >
0 Y1 Y2 ¥3 Y

Rys. 1.3. U-ksztaltne krzywe kosztow

e Jesli produkcja y znajduje si¢ w przedziale (0; y,), to wzrost wielkosci produkcji
polaczony jest ze spadkiem zaréwno kosztow krancowych (mc), przecigtnych
kosztéw catkowitych (atc), jak i przecietnych kosztéw zmiennych (avc).

e Przy y =y, koszty krancowe osiagaja swoje minimum wzgledem wielkosci pro-
dukcji.

e W przedziale (y; y,) przecietne koszty catkowite oraz przecietne koszty zmien-
ne nadal sa malejaca funkcjg wielkosci produkcji, koszty krancowe za$ rosng
wraz ze wzrostem wielkosci produkcji y.

e Przy wielkosci produkcji y réwnej y, (po pierwsze) koszty krancowe przecinaja
si¢ z przecigtnymi kosztami zmiennymi oraz (po drugie) przecigtne koszty
zmienne osiggaja swoje minimum.

e Jedli produkcja znajduje si¢ w przedziale (y; y3), to im wyzsza jest wielkos¢
produktu wytwarzanego przez przedsiebiorstwo, tym nizsze sg przecig¢tne koszty
catkowite oraz tym wyzsze sa koszty krancowe i przecietne koszty zmienne.

® Zapis ,,*c” na rysunku 1.2 i dalszych oznacza¢ bedzie rézne rodzaje kosztéw.
7 Na rysunku 1.3 pominieto krzywa, przecietnego kosztu stalego, kt6rej ksztatt zilustrowano uprzednio
na rysunkach 1.1-1.2.
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e Przy y = y; koszty krancowe zréwnuja si¢ z przecigtnymi kosztami catkowitymi,
te za$ osiagaja wowczas minimum wzgledem wielkosci produkcji.

e Po przekroczeniu przez przedsigbiorstwo wielkosci produkcji y; wzrost produk-
cji prowadzi do wzrostu zaréwno kosztéw krancowych mc, jak i przecigtnych
kosztéw zmiennych avc oraz przecietnych kosztéw catkowitych atc.

Przyktadem funkcji kosztow catkowitych, z ktérej wynikaja U-ksztaltne krzywe

kosztéw krancowych i przecigtnych, jest wielomianowa funkcja kosztu catkowitego
dana wzorem:

te(y) = Ay’ — By*+ Cy + D, (1.17)

gdzie parametry A, B, C i D sa wielkosciami dodatnimi. Z réwnania funkcji kosztéw
catkowitych (1.17) oraz réwnan (1.1-1.2) wynika, ze koszty zmienne vc dane sa wzo-
rem:

ve(y) = Ay3 - By2 + Cy, (1.18)

a koszty state réwne sa D. Z réwnan (1.17-1.18) oraz z podanych uprzednio definicji
kosztéw krancowych (mc), przecietnych kosztéw zmiennych (avc) i przecigtnych
kosztéw catkowitych (atc) wynika, ze koszty te opisane sa przez nastgpujace zwiazki:

mc(y)5%=i(Ay3—By2+Cy+D)=3Ay2—2By+c, (1.19a)
dy dy
3 no2
avc(y)EVC(Y):Ay BY +CY _Ay2_By+cC (1.19b)

y
oraz:

tc(y) Ay3 —By2 +Cy+D
y

atc(y) = =Ay2—By+C+2. (1.19¢)
y

Z funkcji kosztéw krancowych (1.19a) ptyna nastepujace wnioski:

e Poniewaz dla kazdej wielkosci produkcji y € [0; +o0) koszty krancowe musza
by¢ dodatnie, zatem parametry A, B i C nalezy dobraé tak, by dla kazdego
y € [0; +o0) mc(y)>0. Oznacza to, ze wyréznik A funkcji kwadratowe]
0(y) = 3Ay° — 2By + C musi by¢ ujemny (gdyz A > 0). Poniewaz wyr6znik ana-
lizowanej funkcji A = 4B*- 12AC, zatem A = 4B” - 12AC bedzie ujemny wtedy
i tylko wtedy, gdy B <+3AC. Dlatego tez w prowadzonych dalej analizach

przyjmowac bedziemy dodatkowe zatozenie, ze B <+/3AC.

e Przy produkcji y=0 koszty krancowe réwne sa C > 0.
e Pochodna funkcji kosztéw krancowych mc(y) po wielkosci produkcji y dana jest

mc

wzorem: dd = (11(3Ay2 -2By+ C)z 6Ay—2B. Plynie stad wniosek, ze po-
y y

chodna % bedzie ujemna (dodatnia) wtedy i1 tylko wtedy, gdy
y
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y< 3% (y > 3%) , natomiast przy y = 3% pochodna funkcji kosztéw kranco-

wych po wielkosci produkcji przedsigbiorstwa réwna bedzie zeru. Oznacza to,

. . B . . . .
iz w przedziale (O;ﬁj koszty krancowe sa malejaca funkcja wielkosci
produkcji, przy yzﬁ osiagaja swoje  minimum (przy czym

min {mc(y)}z mc(%j >0, aprodukcja y= 3% odpowiada punktowi y;

YE[O;4o0)
. . B
na rysunku 1.3), natomiast w przedziale 3—A;+c>o koszty te rosng wraz ze

wzrostem wielkosci produkcji.
Przy y—+eo koszty krancowe mc zbiezne sa do +eo.

Z réwnania (1.19b), opisujacego przecigtne koszty zmienne réwne Ay’ — By + C,
wynika, co nastgpuje:

Zerowej wielkosci produkcji odpowiadaja przecigtne koszty zmienne réwne

C > 0. Ptynie stad réwniez wniosek, ze avc(0) = mc(0).

dave _d
dy

Poniewaz

(Ay2 -By+ C)= 2Ay—-B, zatem jesli produkcja y jest

.. . B
mniejsza (wieksza) od —, to

davc <0 {davc

>0| i przecietne koszt
dy dy J p € y

. . . . . B
zmienne spadaja (rosna) wraz ze wzrostem wielkosci produkcji. Przy y :ﬁ

pochodna funkcji przecigtnych kosztéw zmiennych réwna jest zeru i koszty te
osiagaja swoje minimum. Minimum to opisane jest przez nastgpujace rownanie:

2 _R2
min {ave(y)}= aVC(Ej = A[ B j - BE +C= 4AC-BY >0 (iloraz

yE[034) 2A 2A 2A 4A
_R2
4AC-B7 jest dodatni, gdyz zatozyliSmy, ze B’< 3AC).
B BY B 4AC-B?
Co wigcej, poniewaz mc| — |=3A| — | —2B—+C=———, zatem
2A 2A 2A 4A

przy produkcji y = % przy ktérej przecigtne koszty zmienne osiagaja swoje

minimum, koszty te réwne sa kosztom krancowym. Ponadto produkcja y = %

odpowiada wielkosci y, na rysunku 1.3.
Jesli za§ wielkos¢ produkcji y dazy do +eo, to przecigtne koszty zmienne daza
réwniez do +oo.

Natomiast ze zwiazku (1.19¢) wynika, ze:
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o Jedli produkcja y jest zbiezna do zera, to

lim atc(y)= lim (Ay2 -By+C +2J =4oc0, co oznacza, ze bardzo malej
y—0* y—07" y
wielkosci produkcji odpowiadajq bardzo wysokie przecigtne koszty catkowite.

e Pochodna funkcji przecigtnych kosztéw catkowitych po wielkosci produkcji da-

na jest wzorem: date = i[Ay2 -By+C +2] =2Ay-B- % Stad zas
dy dy y y
wynika, iz lim 9% = jim [ 2ay—-B —32 = oo,
y—ot dy  yot y
lim 43 fim [ 2ay-B-2 |- 4o
y—>too dy y—>tee y2
oraz
i(%j = 4 2Ay-B —22 =2/ A+ 23 , co oznacza, ze jesli wielkos¢
dy\ dy dy y y

. T L . dat
produkcji y zmienia si¢ od 0 do +eo, to wartosci pochodnej ate rosna w spo-

s6b ciagly od —eo do +eo. Oznacza to, iz istnieje doktadnie jedna dodatnia wiel-
kos¢ produkcji y taka, ze dla kazdego ye (O; §/) [ye (5/; +oo)] pochodna funk-

cji przecigtnych kosztéw catkowitych atc(y) po produkcji y jest ujemna [dodat-
nia], a przy y =y pochodna ta réwna jest zeru". Wynika stad, ze w przedziale

ye (O; SI) przecigtne koszty catkowite sa malejaca funkcja wielkosci produkc;i,
przy produkcji y =y osiagaja swa warto$¢ minimalna, natomiast w przedziale
yE (S/; +<>o) koszty te rosnag wraz ze wzrostem wielkosci produkcji. Produkt y

odpowiada wielkos$ci produkcji y; na rysunku 1.3.
e W sytuacji, w ktdrej wielkos¢ produkcji rosnie do +eo, przecigtne koszty catko-
wite daza rowniez do +eo. Wynika to stad, iz

lim ate(y)= lim (Ayz ~By+C+ BJ = oo,
y—>+oo y—>+oo y

dat B D 4A%D
8 Poniewaz —— =2A—-B- =- <0, zatem wielko$¢ produkcji y = B s
dy | _B 2A B \2 B? 2A
y_ﬂ 2
2

przy ktérej przecigtne koszty zmienne osiagaja minimum, jest nizsza od wielkosci produkcji y minimali-
zujacej przecigtne koszty catkowite.
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1.4. FUNKCJA PRODUKCJI. POJECIE | WLASCIWOSCI

W punkcie 1.3 rozwazalis$my zaleznosci zachodzace pomigdzy wielkoscia produkcji
przedsiebiorstwa a poziomem ponoszonych przez nie kosztéw. W punkcie 1.4 zdefi-
niujemy funkcj¢ produkcji, podamy jej podstawowe wilasciwosci oraz ich interpretacje
ekonomiczna.

Jesli przez xy, X, ..., X,= 0 oznaczymy wielkosci naktadéw kolejnych, wykorzy-
stywanych w procesie produkcyjnym, czynnikéw produkcji, natomiast przez y =0
wielkos¢ wytworzonego przez przedsigbiorstwo produktu, to przez funkcje produkcji:

y = f(X1, X2, ..., Xn) (1.20)

rozumie¢ bedziemy pewna funkcje f opisujaca relacje pomigdzy naktadami owych
czynnikéw produkcji a wielkoscig realizowanego produktug. Innymi stowy, funkcja
produkcji f(xy, X2, ..., X5) Wyznacza wielko$¢ produkcji, jaka mozna uzyskaé z danych
naktadéw czynnikéw produkcji. Jesli w procesie produkcyjnym analizowaé bedziemy
wptyw dowolnej, skonczonej liczby n nakladéw czynnikéw produkcji, to bedziemy
mie¢ do czynienia z n-czynnikowa funkcja produkcji. Jesli za§ w prowadzonych anali-
zach liczbe naktadéw ograniczymy jedynie do dwdch czynnikéw produkcji (naktadéw
kapitatu k i pracy 1), to bedziemy méwic¢ o dwuczynnikowej funkcji produkc;ji:

y = f(k, 1). (1.21)

Co wigcej, przez krancowy produkt i-tego czynnika produkcji (oznaczany dalej
przez mp; dla kazdego i=1, 2, ..., n) rozumie¢ bedziemy relacj¢ przyrostu produktu
(Ay) do przyrostu naktadéw i-tego czynnika produkcji (Ax;). Jesli przyrost naktadow
i-tego czynnika produkcji jest zbiezny do zera, to krancowy produkt i-tego czynnika

i

. Ay . ., . . .
produkcji | mp; = ™ mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacej pochodnej czastkowe;j:
X

mp; Es_y = af(xls X9y e xn).
X 0x;

(1.22)
1
Krancowy produkt i-tego czynnika produkcji (analogicznie jak np. koszt krancowy)
wyznacza nachylenie krzywej produkt-naktad i-tego czynnika produkcji w ukladzie
wspotrzednych, w ktérym na osi poziomej odktada si¢ naktad i-tego czynnika produk-
cji xi (przy warunku, ze x;=const dla kazdego j=1, 2, ..., n, przy czym j # 1), nato-
miast na osi pionowej wielkos¢ produkcji y (zaleznej od naktadéw i-tego czynnika
produkcji przy ustalonej wielkosci naktadéw pozostatych czynnikéw).

W przypadkach, w ktérych rozpatrywac bedziemy dwuczynnikowe funkcje produk-
cji, wykorzystamy pojecia krancowego produktu kapitatu (mpk) i krancowego pro-
duktu pracy (mpl). Przez krancowy produkt kapitalu mpk (krancowy produkt pracy
mpl), analogicznie jak w przypadku krancowego produktu i-tego czynnika produkcji,
rozumie¢ bedziemy relacje przyrostu produktu Ay do przyrostu naktadéw kapitatu Ak

% O funkcji produkcji, podobnie jak o funkcjach kosztéw, bedziemy implicite zaktadaé, ze jest funkcja
odpowiednig ilo§¢ razy rézniczkowalng wzgledem dodatnich naktadéw kazdego z czynnikéw produkcji.
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(pracy Al). Jesli Ak—0 oraz Al—=0, to krancowe produkty kapitalu mpk i pracy mpl
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

=y _ (k1) (1.23a)
ok ok
i:
oy _ of(k,1)
l=—2= . 1.23b
=™ a (1.23b)

Analogicznie, jak w przypadku krancowego produktu i-tego czynnika produkcji, row-
niez krancowy produkt kapitatu (krancowy produkt pracy) wyznacza nachylenie krzy-
wej produkt-naktad kapitatu (produkt-naktad pracy) w uktadzie wspétrzednych,
w ktérym na osi poziomej odktada si¢ naktad kapitatu (pracy) przy stalym nakladzie
pracy (kapitatu), na osi pionowej za$ wielkos$¢ produkcji przedsigbiorstwa.

1.4.1. Dwuczynnikowa funkcja produkciji

Dla dwuczynnikowej funkcji produkcji y = f(k, 1) przyjmowac bedziemy nastgpuja-
ce zatozenia:

1. Zaréwno naktady kapitatu k, jak i naktady pracy | sa niezbgedne w procesie pro-
dukcyjnym. Oznacza to, ze:

fk,0)=1(0,1) =0, (1.24)

czyli brak naktadéw kapitatu (k =0) Iub brak naktadéw pracy (I =0) powoduje, ze
wielkos¢ wytworzonego przez przedsigbiorstwo produktu réwna jest zeru.
2. Bardzo duzym nakladom kapitalu (pracy) i niezerowym naktadom drugiego
z czynnikéw produkcji odpowiada bardzo wysoka wielkos¢ wytworzonego przez
przedsigbiorstwo produktu. Mozna to formalnie zapisac nastgpujaco:
lim f(k, l)=l lim Of(k, 1) = +oo. (1.25)

k—>+e0;1>0 —>+oo; k>

3. Wraz ze wzrostem naktadéw kapitatu (pracy), przy statych naktadach pracy (ka-
pitatu), wielko$¢ wytworzonej przez przedsigbiorstwo produkcji rosnie. Oznacza to, iz

dla kazdego k, 1 > 0 pochodne czastkowe g—l}(] i % sa dodatnie. Stad za$ oraz z réwnan
(1.23ab) wynika, ze:
dy
mpk=—>0 1.26a
Pk = ( )
i
_9dy
mpl = Bl > 0. (1.26b)

4. Zachodza tzw. warunki Inady. Warunki te sprowadzaja sie do tego, iz bardzo
matym naktadom kapitatu k (pracy 1) odpowiada bardzo wysoki krancowy produkt
kapitalu mpk (krancowy produkt pracy mpl), bardzo zas wysokim naktadom kapitatu
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(pracy) towarzyszy bardzo niski krancowy produkt kapitatu (krancowy produkt pracy).
Plynie stad wniosek, Zze:

im mpk= lim D—teoi lim mpk= lim =0 (127a)
k—07:1>0 k—07:1>0 dok k—>+e0;1>0 k—>+o0; 150 0k
oraz:
. . dy . . . dy
lim mpl= lim —=4eci lim mpl= Ilim —=0. (1.27b)
150" :k>0 150 :k>0 0Ol 1—5+o0; k>0 1—+e0;k>0 Ol

Z warunkéw Inady wynika, iz krzywe krancowego produktu kapitatu i krancowego
produktu pracy maja w zerze asymptot¢ pionowg oraz asymptoty poziome y = 0.

5. Wzrost naktadéw kapitatu (pracy), przy statych naktadach pracy (kapitatu), po-
woduje, ze krancowy produkt kapitalu mpk (krancowy produkt pracy mpl) spada. Im-

ompk oraz ompl

plikuje to, ze pochodne czastkowe sa mniejsze od zera, skad ptynie

ok dl
whniosek, iz dla kazdego k, 1 > 0 zachodzi:
2
9%y _ 0 (9dy|_ompk o (1.282)
ok? ok ok ok
i:
2
9%y _9d(dy)_ompl (1.28b)
012 a1l al ol
}’A mpk A
0 > 0 >
k‘lzconst k‘l:const

Rys. 1.4a. Naktady kapitatu k a produkcja y i krancowy produkt kapitatu mpk
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YA mpl A

l‘k:const lk=const

Rys. 1.4b. Naktady pracy 1 a produkcja y i krancowy produkt pracy mpl

Z warunkoéw Inady (1.27ab) oraz zwiazkéw (1.28ab) wynika, ze jesli naktady kapitatu
k (pracy 1) nie ulegaja zmianie, to krancowy produkt pracy mpl (krancowy produkt
kapitatu mpk) spada od nieskonczonosci do zera. Natomiast zwiazki (1.26ab)
i(1.28ab) implikuja, iz jesli naktady kapitatu (pracy) rosna, przy stalych naktadach
drugiego z czynnikéw produkcji, to produkcja ro$nie coraz wolniej, krancowy zas
produkt kapitatu (krancowy produkt pracy) spada. Zaleznosci te nazywane sa w teorii
ekonomii prawem malejacej produkcyjnosci krancowej czynnikéw produkcji. Prawo
malejacej produkcyjnosci krancowej kapitatu i pracy zilustrowane jest na rysunkach
1.4ab.

6. Funkcja produkcji y = f(k, 1) jest jednorodna stopnia = > 0. Oznacza to, ze dla
kazdego k, 1, £ > 0 zachodzi:

f(Ck, O = Cfk, 1) = Cy. (1.29)

Z réwnania (1.29) wynika, ze dowolne C-krotne zwigkszenie naktadéw kazdego
z czynnikéw produkcji prowadzi do {F-krotnego wzrostu produkcji. Mozna to réwniez
interpretowa¢ w ten sposéb, iz jesli funkcja produkcji jest jednorodna stopnia = > 1
(E < 1), to np. dwukrotne zwiekszenie naktadow kapitatu i pracy w przedsigbiorstwie
prowadzi do wigcej (mniej) niz dwukrotnego wzrostu wytworzonego produktu. Jesli
za$ funkcja produkcji jest jednorodna stopnia pierwszego, to podwojenie naktadéw
kazdego z czynnikéw produkcji prowadzi do dwukrotnego wzrostu produktu.

Co wigcej, przyjmowa¢ réwniez bedziemy, ze jesli funkcja produkcji y = f(k, 1) jest
jednorodna stopnia pierwszego, to wystepuja stale efekty skali (procesu produkcyjne-
go). Jesli za$ stopien jednorodnosci owej funkcji bedzie wigkszy (mniejszy) od jedno-
$ci, to w przedsigbiorstwie wystgpuja rosnace (malejace) efekty skali.

Korzystajac z twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej, okazuje sig, iz funkcja produk-
cji (1.21) jest jednorodna stopnia E > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k,1>0
zachodzi zwiazek:
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a—f-1<+a—f-1=5f(1<,1).
ok ol

Stad zas oraz z réwnan (1.21) i (1.23ab) wynika, ze:
mpk -k + mpl - 1= Ey. (1.30)

Réwnanie (1.30) mozna interpretowaé ekonomicznie w ten sposéb, iz jesli funkcja
produkcji y = f(k, 1) charakteryzuje si¢ malejacymi (rosnacymi) efektami skali, to suma
naktadéw czynnikéw produkcji wazona krancowymi produktami owych czynnikéw,
a wigc mpk - k + mpl - 1, jest mniejsza (wigksza) od wielkosci wytworzonego produktu.
Jesli za$ wystepuja state efekty skali funkcji produkcji, to wyrazenie mpk - k + mpl - 1
rowne jest wielkosci produkcji y.

Szczegbdlnym przypadkiem dwuczynnikowej funkcji produkcji (1.21) jest funkcja
Cobba-Douglasa dana wzorem:

y =f(k,1)=ak k1%L, (1.31)

gdzie a >0, natomiast og i op€ (0; 1). Parametr a w funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa okresla produkt, ktéry przedsigbiorstwo moze wytworzy¢ z jednostkowych
naktadéw kapitatu k i pracy 1. Wynika to stad, iz f (1, 1)= al®K1%L =a. Parametr ten
nazywany jest taczna produkcyjnoscia czynnikéw produkeji'®. Co wigcej, poniewaz im
wyzsza warto$¢ przyjmuje taczna produkcyjnos¢ czynnikéw produkcji, tym wyzszy
produkt moze by¢ wytworzony z danych naktadéw kapitatu i pracy, zatem im wyzsza
jest taczna produkcyjnosé czynnikéw produkcji, tym wyzszym poziomem zaawanso-
wania technologicznego charakteryzuje si¢ dane przedsigbiorstwo.

Liczac elastycznosci funkcji produkcji (1.31) wzgledem naktadéw kapitatu (gy)
i pracy (gy1), otrzymujemy:

e = K et K g (1.322)
ok vy ak "KL
oraz:
ey = WL ek et L (1.32b)
al vy ak *K]14L

Elastycznos$ci (1.32ab) interpretuje si¢ ekonomicznie nastgpujaco. Jesli naktady kapi-
tatu k (pracy 1) rosnag o %, przy statych naktadach pracy (kapitatu), to wielko$¢ wy-
tworzonej produkcji y ros$nie o oxl% (0 .{%). Jesli wigec np. ax=1/3 i o =2/3, to
wzrostowi naktadéw kapitatu (pracy) o 1%, przy stalej wielkosci naktadéw drugiego
z analizowanych tu czynnikéw produkcji, odpowiada¢ bedzie wzrost produkcji przed-
siebiorstwa o 1/3% (2/3%).

Funkcja produkcji Cobba-Douglasa speinia wszystkie witasciwosci, ktérymi cha-
rakteryzuje sie funkcja produkcji y = f(k, 1). Wynika to stad, iz:

1) f(k,0)=ak“k 0L =£(0,1)=a0"K 1%L = 0;

' Czasami réwniez parametr a w funkcji produkeji Cobba-Douglasa nazywany jest tez catkowita pro-
dukcyjnoscia czynnikéw produkc;ji.
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2) lim f(k,1)= lim ak®K1%L =+eo

k—>+eo;1>0 k—+e0;1>0

i lim f(kI)= lim ak®K1"L = 4eo;
I—+o0;k>0 I—=+o0;k>0

3) dla kazdego k,1>0 zachodzi: mpkzg—izaochaK_llaL >0 oraz

mpl = %—)1/ =ak®K o 1% > 0;

o
. . ) . . ogal™t
4) spetnione sa warunki Inady, gdyz: lim mpk= lim ]f_a =400,
k—0":1>0 k—0"1>0 kK
o o
. . ogal”t . . o ak "k
lim mpk= Ilim If =0, lim mpl= Ilim L1—=+oo
k—>+o0;1>0 k—4o0;1>0 k' OK 1-50* k>0 1507:k>0 1%L
o
. . . opak~K
i lim mpl= Ilim ]I—_ ;
I—+o0; k>0 l5+00k>0 '7%L

5) pochodne czastkowe krancowych produktéw czynnikéw produkcji po naktadach
owych czynnikéw produkcji sa ujemne, bo przy ok, o, € (0; 1) dla kazdego k,1>0

zarowno IMPK =i(aoch°‘K‘11°‘L)= aoy (o —1)k“K 1%L <0,
ok ok
jak i % = %(aka‘( ocLlo‘L_l)= ak“® oy (o, —~1)1%L7% <0

6) funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.31) jest jednorodna stopnia Z = Olx + Olr..
Wynika to stad, iz:

g—ik + %1 = oteak *K Lk 4 oty ak K190 = (o + oty Jak @K I%E = (oug + 0y )y,
a zatem, z twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej otrzymujemy, ze funkcja produkcji
(1.31) jest jednorodna stopnia ok + 0. Oznacza to réwniez, ze jesli suma elastycznosci
produkcji wzgledem naktadéw czynnikéw produkcji jest mniejsza (wigksza) od jedno-
$ci, to funkcja ta charakteryzuje si¢ malejacymi (rosnacymi) efektami skali. Natomiast
przy ox + o = 1 wystepuja state efekty skali procesu produkcyjnego.

1.4.2. n-czynnikowa funkcja produkcji*

Rozszerzeniem rozwazanej w podpunkcie 1.4.1 skryptu dwuczynnikowej funkcji
produkcji y = f(k, 1) jest funkcja n-czynnikowa y = f(xy, Xa, ..., X,). Na funkcj¢ t¢ na-
ktada si¢ analogiczne ograniczenia jak na funkcje produkcji y = f(k, ). Oznacza to, ze:

1. Dla kazdego x, X, ..., X, > 0 zachodzi:

f(0, Xy, ..., Xp) = (x4, 0, ..., Xy) = ... =f(x1, X2, ..., 0) =0, (1.33)

" Gwiazdka oznaczono trudniejsze matematycznie fragmenty skryptu.
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co oznacza, ze kazdy z uwzglednionych w funkcji produkcji (1.20) czynnikéw produk-
cji jest niezbedny w procesie produkcyjnym.
2. Jesli naktady jednego z czynnikéw produkcji daza do +eo, pozostatych zas sa do-
datnie, to wielko$¢ wytworzonej produkcji dazy do +e<. Dlatego tez:
v lim f(x),X5,.... X, )= +oo. (1.34)

i=1,2,..,n Xj—>+eo

3. Krancowy produkt kazdego z czynnikéw produkcji jest dodatni, co oznacza, iz
dla kazdego x;> 0 (i=1, 2, ..., n) spelniony jest zwiazek:
_ 9y

1

Zaleznos¢ (1.35) mozna réwniez interpretowa¢ ekonomicznie w ten sposéb, ze jesli
naktady i-tego czynnika produkcji rosng (przy statych naktadach pozostatych czynni-
kéw produkeji), to wielkos¢ wytworzonego przez przedsigbiorstwo produktu réwniez
rosnie.

4. Funkcja produkcji spetnia warunki Inady wzgledem kazdego z czynnikéw pro-
dukcji, czyli:

v lim mp; = lim 2 = 4o (1.362)
i=1,2,..,n Xi_>0+ Xi_>0+ aXi
oraz:
. . dy
v lim mp; = lim ——=0. (1.36b)
i=1,2,...,n Xj—>oo Xj—>too ox

5. Wzrost naktadéw i-tego czynnika produkcji (przy statej wielkosci naktadéw po-
zostatych czynnikéw produkcji) obniza krancowy produkt owego czynnika produkcji.

Oznacza to, iz dla kazdego x;> 0 (i=1, 2, ..., n) zachodzi:
2
Oy _ 9|9 ) _dmpi (137)
axi aXi aXi aXi

Z zaleznosci (1.35), (1.36ab) oraz (1.37) wynika, ze spetnione jest prawo malejacej
produkcyjnosci krancowej kazdego z uwzglednionych w funkcji produkcji (1.20)
czynnikéw produkcji.

6. n-czynnikowa funkcja produkcji jest jednorodna stopnia = > 0. Wynika stad, iz
dla kazdego C > 0 spelniony jest zwiazek:

f(Cx1, Cxa, ..., Cxn) = CF(X1, Xo, oo Xn) = (Y (1.38a)

lub, po uwzglednieniu twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej oraz faktu, ze
_ oy . .
mp; = e uzyskuje si¢ zalezno$¢:

n a _ _
Z(mpi X, )= Z(—yxiJ =Ef(x{, Xy, ... X, ) = Ey. (1.38b)
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Réwnania (1.38ab) interpretuje si¢ ekonomicznie, analogicznie jak réwnania (1.29-
—1.30). Przyjmuje si¢ réwniez, ze je$li stopien jednorodnosci = funkcji produkcji
(1.20) bedzie wiekszy (mniejszy) od jednosci, to wystepuja rosnace (malejace) efekty
skali funkcji produkc;ji, jesli za§ = = 1, to mamy do czynienia ze statymi efektami skali.

Podobnie jak szczegdlnym przypadkiem dwuczynnikowej funkcji produkcji (1.21)
jest funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.31), tak szczegélnym przypadkiem n-czyn-
nikowej funkcji produkcji (1.20) jest n-czynnikowa funkcja produkcji Cobba-Douglasa

dana nast¢pujacym wzorem:

n
y=f(x, X0, o0 xp ) =a] [ x5 =a-x{1 - x52 - oxPn, (1.39)
i=1

gdzie a>0 oraz o;€ (0; 1) dla kazdego i =1, 2, ..., n. Parametr a, analogicznie jak
w funkcji produkeji (1.31), jest taczna produkcyjnoscia czynnikéw produkcji definio-
wana jako ilos¢ produktu, ktéra moze by¢ uzyskana z jednostkowych naktadéw kazde-

n
go z czynnikéw produkcji (wynika to stad, iz f (l, 1,...,1)=al—[lOci =a). Natomiast
i=1
parametry oy to elastycznosci wytworzonej przez przedsigbiorstwo produkcji wzgle-
dem nakladéw i-tego czynnika produkcji. Dzieje si¢ tak dlatego, ze dla kazdego
i=1,2,...,n:

n
X -1 o X
€. =7 1 aaixial H Xj J —n 1 = a‘l (140)
i Y =1 j#i oj
; a X
[Tx;
=l

Elastycznos$ci «; interpretuje si¢ ekonomicznie analogicznie do elastycznosci ok i o
w przypadku dwuczynnikowej funkcji produkcji Cobba-Douglasa (1.31).

Funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.39) spetnia wszystkie wspomniane uprzed-
nio wtasciwosci 1-6. Wynika to stad, iz:

1. f(O, X2y eeey Xn) = f(Xl, 0, ey Xn) =... =f(X1, X2y ey 0) = 0’ gdyz
f(O, XZ""’Xn)za'Oal 'X(zxz '...-x%“ =0,
f(Xl,O,,_,, Xn)za'X;xl .0%2 .._'.Xgn =0,
f(xlvxzs---,0)=a-xf°1 Xx92-...-0% =0.

2. Dla kazdegoi=1, 2, ..., n zachodzi:

n
s .
. _ J . o _
lim f(xq, X5, xp)=a [] x; 1 lim x; =,
Xj—>Foe jzl;jii Xj—>Foe
. 0 P o
3. Jezeli X4, X2, ..., X, > 0,t0  V mp~E—y=aoc-x.°L‘ ! IT x.?>o0.
i=1,2,...n ', e J
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4. Zachodza warunki Inady, gdyz

n o
i
aoL; X.
ay OCI' ll_l;t' !
. . . =1;j#i
lim mp; = lim ——= lim J 1_100 = +oo
Xi~>0+ Xi~>0+ Xi Xi4)0+ Xi 1
oraz
n
o
j
a0 H X
. . ay . j=Lj#i . .
lim mp;= lim ——= lim ?zo dla kazdegoi=1,2,...,n.
X —>Feo Xj—>toe aXi X —>Feo X,_a'

1
5. Wraz ze wzrostem naktadéw kazdego z czynnikéw produkcji spada jego produkt
krancowy, co wynika stad, iz przy o€ (0; 1) oraz x;> 0 (dla kazdego i=1, 2, ..., n)

) n . n .
pochodne Jmp; Ei[a—yj—i{aaixi@i_l I1 X?JJ=aai(0‘i—1)X?i_2 I1 X;XJ

aXi axi aXi 8xi j=1;ji j=1;j#i

przyjmuja wartosci ujemne.
6. Poniewaz dla kazdego { > 0 zachodzi:

n

£(Cxp, Exg, ooy Cxp ) =a] T (Ex;)% =
i=1
=a-(Cx))* - (Cxo)™2 o (Cx, )0 =

_ CO(] +0lp +...+0y | a- XO(
- 1

1.¢%2 —
Xp% it X =

n
zatem funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.39) jest jednorodna stopnia = =ZOci.
i=1

n n
Oznacza to m.in., ze przy » o; <1 (Z o > IJ analizowana tu funkcja produkcji cha-
i=1 i=1

n

rakteryzuje si¢ malejacymi (rosnacymi) efektami skali. Jesli zas ZOLi =1, to wyste-
i=1

puja state efekty skali procesu produkcyjnego.

1.5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w rozdziale 1 rozwazania mozna podsumowac nastepujaco:
L Przedsigbiorstwo to podmiot mikroekonomiczny zajmujacy si¢ wytwarzaniem
pewnego dobra lub ustugi. Zaktada si¢ takze, ze celem dziatania przedsigbior-
stwa jest maksymalizacja zysku utozsamianego z rdéznica miedzy utargiem
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(przychodem) owego przedsigbiorstwa a ponoszonymi przez nie kosztami cat-
kowitymi.

Podstawowymi strukturami rynku, na ktérym moze funkcjonowaé przedsigbior-
stwo, jest konkurencja doskonata, monopol i oligopol. Konkurencja doskonata to
taka struktura rynku, na ktérym dziata wielu matych producentéw, z ktérych za-
den nie ma wplywu na ceng ksztattujaca si¢ w konkurencji doskonatej. Monopol
wystepuje wowczas, gdy na rynku pewnego dobra lub ustugi funkcjonuje wy-
facznie jeden producent, ktéry ustala na tym rynku taka cen¢ produktu, by mak-
symalizowaé swoj zysk. O oligopolu méwimy zas woéwczas, gdy na rynku dziata
kilku duzych producentéw, z ktérych kazdy ma istotny (ale nie wytaczny) wptyw
na ceng, ktéra ksztattuje si¢ na tym rynku. Oligopol, w ktérym dziata dwéch pro-
ducentéw, nazywany jest duopolem.

Koszty catkowite przedsigbiorstwa to wartos¢ wszelkich naktadéw, ktére umoz-
liwiaja mu realizacj¢ okreslonej wielkosci produkcji. Koszty te rozktadajq si¢ na
koszty state oraz koszty zmienne. Koszty stale sg niezalezne od wielkosci wy-
twarzanej przez przedsigbiorstwo wielkosci produkcji. Natomiast koszty zmienne
rosng wraz ze wzrostem produkcji.

Waznymi, dla funkcjonowania przedsigbiorstwa, kategoriami kosztéw sa rézne-
go rodzaju koszty przecietne. Koszty te uzyskuje si¢, dzielac odpowiednie ro-
dzaje kosztéw przez wielkos$¢ produkcji. Oznacza to, ze przez przecietne koszty
catkowite rozumie si¢ koszty catkowite przypadajace na jednostke wytworzone-
go przez przedsigbiorstwo produktu. Podobnie przecietne koszty state (przecigtne
koszty zmienne) to koszty state (koszty zmienne) podzielone przez wielkos$¢ pro-
dukcji.

Przez koszty krancowe przedsiebiorstwa rozumie si¢ relacje przyrostu kosztow
catkowitych (lub kosztéw zmiennych) do przyrostu produkcji. Poniewaz wzrost
produkcji zazwyczaj potaczony jest ze wzrostem kosztéw zmiennych (i — tym
samym — kosztéw calkowitych), zatem koszty kraficowe sa dodatnie.

Jesli przedsiebiorstwo charakteryzuje si¢ U-ksztattnymi krzywymi przecigtnych
kosztéw catkowitych, przecietnych kosztéw zmiennych i kosztéw krancowych,
to przecigtne koszty stale i przecigtne koszty zmienne osiagaja swoje minimum
przy wielkosci produkcji, przy ktérej zréwnuja si¢ z kosztami krancowymi.

Przez funkcje produkcji rozumie si¢ funkcje opisujaca relacje zachodzace mig-
dzy wielkoscia nakladéw czynnikéw produkcji a wielkoscia realizowanej przez
przedsigbiorstwo produkcji. Jesli w funkcji produkcji wyrdznia si¢ tylko dwa
czynniki produkcji (kapital i pracg), to méwimy o dwuczynnikowej funkcji pro-
dukcji. Jesli zas rozwaza si¢ wpltyw n-czynnikéw produkcji na wielko§¢ wytwo-
rzonego przez przedsigbiorstwo produktu, to wykorzystuje si¢ n-czynnikowa
funkcje produkcji.

O funkcji produkcji zaktada sie, ze charakteryzuje si¢ nastepujacymi wtasciwo-
Sciami. Po pierwsze, kazdy z czynnikéw produkcji jest niezbedny w procesie
produkcyjnym. Po drugie, bardzo duzym naktadom jednego z czynnikéw pro-
dukcji (przy dodatnich naktadach pozostatych czynnikéw produkcji) towarzyszy
bardzo duza wielkos¢ wytworzonej przez przedsigbiorstwo produkcji. Po trzecie,
krancowe produkty kazdego z czynnikéw produkcji sa dodatnie. Po czwarte,
spetnione sg warunki Inady, czyli bardzo duzym (bardzo matym) naktadom kaz-
dego z czynnikéw produkcji odpowiada bardzo maty (bardzo duzy) krancowy
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produkt owego czynnika produkcji. Po piate, wzrost naktadéw kazdego z czyn-
nikéw produkcji prowadzi do spadku jego produktu krancowego oraz, po szoste,
funkcja produkcji jest jednorodna stopnia E > 0.

Jesli stopien jednorodnosci funkcji produkcji jest mniejszy (wigkszy) od jedno-
$ci, to funkcja ta charakteryzuje si¢ malejacymi (rosnacymi) efektami skali. Jesli
za$ stopien ten réwny jest 1, to wystgpuja state efekty skali. Oznacza to, ze
w warunkach malejacych (rosnacych) efektow skali funkcji produkcji np. po-
dwojenie naktadéw wszystkich czynnikéw produkcji prowadzi do mniej (wigcej)
niz dwukrotnego wzrostu produktu wytwarzanego przez przedsigbiorstwo. Na-
tomiast przy statych efektach skali skutkiem podwojenia naktadéw wszystkich
czynnikéw produkcji jest podwojenie produkcji przedsigbiorstwa.



Rozdziat 2

ROWNOWAGA PRZEDSIEBIORSTWA DZIALAJACEGO
W WARUNKACH KONKURENCJI DOSKONALEJ

2.1. WPROWADZENIE

Celem analiz prowadzonych w rozdziale 2 skryptu jest:

L. Wyprowadzenie warunku koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zysku
przedsigbiorstwa dziatajacego w konkurencji doskonate;j.

II.  Wyznaczenie optymalnej wielkosci produkcji przedsiebiorstwa przy U-ksztatt-
nych krzywych kosztéw krancowych i przecietnych oraz réznych relacjach za-
chodzacych migdzy ceng a minimum przecigtnych kosztéw catkowitych i mini-
mum przecigtnych kosztéw zmiennych.

III.  Okreslenie wielkosci popytu przedsigbiorstwa, dziatajacego w warunkach kon-
kurencji doskonatej, na kapital i prace wowczas, gdy proces produkcyjny opisa-
ny jest przez dwuczynnikowa funkcj¢ produkc;ji.

IV. Wyznaczenie popytu na dowolng, skonczong liczb¢ n czynnikéw produkcji
w sytuacji, w ktérej przedsiebiorstwo charakteryzuje si¢ n-czynnikowa funkcja
produkcji.

Struktura rozdziatu 2 przedstawia si¢ nastepujaco. W punkcie 2.2 okreslone zostang
warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku przedsiebiorstwa przy cenie
(wytwarzanego przez przedsigbiorstwo produktu) niezaleznej od producenta. W punk-
cie 2.3 rozwazane sa owe warunki maksymalizacji zysku w kontekscie U-ksztattnych
krzywych kosztéw. Punkt 2.4 zawiera podpunkty 2.4.1 i 2.4.2. W podpunkcie 2.4.1
analizowany jest popyt przedsigbiorstwa na dwa czynniki produkcji (kapital i prace)
zaréwno przy ogdlnej, dwuczynnikowej funkcji produkcji, jak i wéwczas, gdy funkcja
ta jest funkcja produkcji Cobba-Douglasa. W podpunkcie 2.4.2 prowadzone sa analo-
giczne — jak w punkcie 2.4.1 — rozwazania przy n-czynnikowej funkcji produkcji. Roz-
dziat konczy punkt 2.5, w ktérym znalez¢ mozna podsumowanie prowadzonych w nim
rozwazan.

2.2. WARUNKI KONIECZNY | DOSTATECZNY MAKSYMALIZACJI
ZYSKU

Przed wyznaczeniem warunkéw koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zy-
sku przedsigbiorstwa dzialajacego w warunkach konkurencji doskonatej nalezy zdefi-
niowaé¢ dwa, kluczowe dla dalszych rozwazan, pojecia. Pojeciami tymi sa zysk i utarg
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(albo przychdd) przedsigbiorstwa. Przez zysk przedsigbiorstwa (1) rozumie¢ bedziemy
réznicg pomigdzy uzyskiwanym przez nie utargiem (r) a ponoszonymi przez przedsig-
biorstwo kosztami catkowitymi (tc). A zatem:

T=r1-—1tC. 2.1

Z tozsamosci (2.1) wynika, ze jesli utarg przedsiebiorstwa jest wyzszy (nizszy) od jego
kosztéw catkowitych, to zysk rozwazanego przedsigbiorstwa jest dodatni (ujemny).
Oznacza to réwniez, ze jesli koszty catkowite w przedsigbiorstwie przewyzszaja jego
utarg, to przedsigbiorstwo to ponosi strat¢ rowng —.

Utargiem przedsigbiorstwa nazywaé bedziemy jego przychdd uzyskiwany ze sprze-
dazy wytwarzanego produktu. Ptynie stad wniosek, ze jesli produkcja przedsiebiorstwa
réwna jest y, ustalona na rynku cena wytwarzanego produktu wynosi p, to utarg r tegoz
przedsigbiorstwa mozna zapisa¢ nastepujaco:

r=p-y. 2.2)

Poniewaz cena p wytwarzanego dobra lub ustugi jest dodatnia, natomiast produkcja
przedsigbiorstwa y jest nieujemna, zatem utarg r musi by¢ wigkszy (gdy y > 0) lub
réowny (przy y =0) zeru. Co wigcej, poniewaz w warunkach konkurencji doskonatej
cena jest niezalezna od przedsiebiorstwa (jest dla przedsiebiorstwa zmienng egzoge-
niczng), zatem wielko$¢ utargu tego przedsigbiorstwa zalezna jest od wielkosci jego
produkcji. Wynika stad, iz funkcja utargu r(y) przedsigbiorstwa dziatajacego w konku-
rencji doskonatej jest funkcja jego wielkosci produkcji y postaci :

(y)=p-y. 2.3)

Poniewaz z prowadzonych w rozdziale 1 rozwazan wynika, iz ponoszone przez
przedsigbiorstwo koszty catkowite tc(y) sa funkcja wielkosci produkcji y, wigc stad
oraz z réwnan (2.1) i (2.3) wynika, iz funkcje¢ zysku 7(y) przedsigbiorstwa, ktére dziata
w warunkach konkurencji doskonatej, mozna zapisa¢ nastepujaco:

my)=p-y-tey). (2.4)

Jesli przedsigbiorstwo dziatajace w warunkach konkurencji doskonatej dazy do mak-
symalizacji zysku, to szuka takiej wielkos$ci produkcji y = 0, przy ktdrej funkcja zysku
(2.4) osiaga swoje maksimum. Oznacza to, ze rozwazane przedsigbiorstwo stoi przed
problemem maksymalizacji funkcji jednej zmiennej m(y). Warunki konieczny i dosta-
teczny maksymalizacji funkcji zysku (2.4) przedstawiaja si¢ nastgpujaco:

dm

= -0 2.5
dy (2.5)
oraz:
d’n
—2<0. (2.6)
dy

! Réznica miedzy utargiem przedsiebiorstwa a funkcja jego utargu jest analogiczna do, rozwazanej
w punkcie 1.2 skryptu, réznicy pomigdzy kosztami a funkcjami kosztéw.
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Liczac pochodna funkcji zysku mt(y) po wielkosci produkcji y oraz uwzgledniajac fakt,

ze mc(y) E% (por. réwnanie (1.10)), okazuje sig, iz pochodna ? dana jest wzo-
y

rem:

dn d dtc
—=—(p-y—-te(y))=p-——=p-mc(y). 2.7)
dy dy dy

Z powyzszego réwnania mozna wyciagnaé wniosek, ze jesli cena p jest wyzsza (niz-

sza) od kosztéw krancowych mc, to pochodna ;1_71: przyjmuje wartosci dodatnie (ujem-
y

ne). Oznacza to, iz przy cenie wyzszej (nizszej) od kosztéw krancowych zysk m(y) jest
rosnacg (malejaca) funkcja wielkosci produkcji y. A wigc wzrost (spadek) wielkosci
produkcji prowadzi wéwczas do wzrostu (spadku) zysku przedsigbiorstwa.

Rézniczkujac rownanie (2.7) wzgledem wielkosci produkcji y, uzyskuje sie druga
pochodna funkcji zysku:

d’n_d(dn)_d dmc
_2=_[_j =—(p—mc(y))=— . (28)
dy= dyldy) dy dy
Z zaleznosci (2.8) plyna nastepujace wnioski. Jesli nachylenie funkcji kosztu kranco-
mc . . n mc L
wego jest dodatnie, to druga pochodna funkcji zysku d_2 = Ty przyjmuje
y y
wartosci ujemne, a krzywa zysku jest wklgsta (wzgledem wielkosci produkcji). Jesli
mc d’n . .
za$ <0,to — > 0 1krzywa ta jest wypukla.
dy dy

Wstawiajac pochodna z—n z réwnania (2.7), do warunku koniecznego (2.5) mak-
y

symalizacji zysku analizowanego przedsigbiorstwa, warunek 6w mozna zapisa¢ nastg-
pujaco:

p—mc(y) =0,
co implikuje, Ze:
p = me(y). (2.9)
2
Co wigcej, poniewaz z rownania (2.8) wynika, iz 3—7; =— dme , zatem warunek do-
Y

stateczny (2.6) maksymalizacji zysku producenta dzialajacego w warunkach konkuren-
cji doskonatej mozna sprowadzi¢ do nastgpujacej nieréwnosci:

dmc
dy

>0. (2.10)
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Z prowadzonych tu analiz oraz zwiazkéw (2.9-2.10) wynika, ze przedsigbiorstwo
funkcjonujace w konkurencji doskonatej maksymalizuje zysk wtedy i tylko wtedy,
gdy:

e uksztaltowana na rynku cena p wytwarzanego przez producenta dobra lub ustugi
rowna jest jego kosztom krancowym mc (warunek konieczny maksymalizacji
zysku)

oraz:

e nachylenie krzywej kosztu krancowego me , odpowiadajace wielkosci pro-
dukcji, przy ktérej cena p zréwnuje si¢ z kosztami krancowymi mc, jest dodatnie
(warunek dostateczny maksymalizacji zysku)z.

2.3. FUNKCJA ZYSKU | JEJ WLASCIWOSCI
PRZY U-KSZTALTNYCH KRZYWYCH KOSZTOW

Wyprowadzone w punkcie 2.2 warunki (konieczny i dostateczny) maksymalizacji
funkcji zysku przedsigbiorstwa dziatajacego w warunkach konkurencji doskonalej
wygodnie jest zilustrowaé przypadkiem, w ktérym przedsigbiorstwo to charakteryzuje
sig, opisanymi w punkcie 1.2 skryptu, U-ksztattnymi krzywymi kosztéw (por. rysunek
1.3). Przyjmijmy wigc, ze cena na rynku uksztattowata si¢ na poziomie p > 0, przed-
sigbiorstwo za$ charakteryzuje si¢ krzywymi kosztow jak na rysunku 1.3. Nalezy
wowczas rozpatrzy¢ nastepujace przypadki:

1. Cena p jest wyzsza od minimum przecigtnego kosztu catkowitego

[p > min{atc(y)}j .
y=0
2. Cena ta réwna jest min{atc(y)}.
y=0

3. Rynkowa cena wytwarzanego przez przedsigbiorstwo dobra lub ustugi znajduje
si¢ w przedziale pomiedzy minimum przecig¢tnego kosztu zmiennego a minimum prze-

cigtnego kosztu catkowitego, czyli pe [min{avc(y)}, min{atc(y)}j .
y=0 y=0

4. Cena p réwna jest min{avc(y)}.
y=0

> Warto w tym miejscu zauwazyé, ze gdyby nachylenie kosztéw kraficowych % byto ujemne
y

2
(w punkcie, w ktérym p = mc), to druga pochodna funkcji zysku d—’; bedzie dodatnia, co implikuje, ze
d

warto$¢ funkeji zysku m(y) bedzie wéwczas minimalna. Oznacza to, ze przy wielkosci produkcji y, przy

ktérej p=mc i %<O, przedsigbiorstwo zamiast maksymalizowa¢ zysk, maksymalizuje ponoszong
y

stratg.
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Cena ta nalezy do przedziatu (min{mc(y)}, min{avc(y)}j .
y=0 y=0

6. p=min{mc(y)}.
y=0

7. Cena nalezy do przedziatu [0; min{mc(y)}}.
y=0
p;*c 4 mc atc mc atc
A B
p p
D C
N
0 >y
Y y2 Vs Va

Rys. 2.1. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy p > min{atc(y)}
y=0

Zatézmy wpierw, ze p>min{atc(y)}. Wéwcezas ceng p, krzywe przecietnych
y=0

kosztéw catkowitych atc i kosztéw krancowych mc mozna zilustrowa¢, tak jak ma to
miejsce na rysunku 2.1.

Analizujac rysunek 2.1 oraz warunki konieczny (p = mc) i dostateczny (% > Oj

y

maksymalizacji funkcji zysku (2.4), mozna stwierdzi¢, co nastgpuje:

Warunek konieczny maksymalizacji funkcji zysku spelniony jest zaréwno przy
wielkosci produkcji yy, jak i przy produkcji rownej ys, gdyz przy obu wspo-
mnianych wielkosciach produkcji cena p zréwnuje si¢ z kosztami krancowymi
mc.

Przy wielkosci produkcji y =y; nachylenie krzywej kosztu krancowego jest

ujemne (a zatem % <0), natomiast wielkosci produkcji y =y; odpo-
Y ly=
y=y1

wiada dodatnie nachylenie tej krzywej (czyli >0). Oznacza to, ze

Y=Y3

d’n dmc

druga pochodna funkcji zysku d—2 =— 1 jest dodatnia przy produkcie y;
y y
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oraz ujemna przy wielkosci produkcji réwnej y;. Plynie stad wniosek, iz przy
wielko$ci produkcji y; zysk analizowanego przedsigbiorstwa jest minimalizo-
wany (czyli jego strata jest wowczas maksymalna), jesli za$ przedsigbiorstwo
realizuje wielkos$¢ produkcji réwna ys3, to jego zysk jest maksymalny3.

Jesli przedsigbiorstwo realizuje podaz réwna ys, to wielko$¢ ta réwna jest dtugosci

odcinka Oy; na rysunku 2.1 (a zatem y; = @ = p_B) * Co wigcej, poniewaz uksztatto-
wana na rynku cena p = @ = y3_B, utarg r(y) za$, odpowiadajacy dowolnej nieujemne;j

wielkosci produkcji y, dany jest wzorem: r(y) = py, zatem utarg odpowiadajacy opty-
malnej wielkosci produkcji y; mozna zapisa¢ nastgpujaco:

r(y3)=p-ys =0p-0y; =[10pBys. @2.11)

Réwnanie (2.11) interpretuje si¢ w ten sposéb, iz utarg r analizowanego przedsigbior-
stwa, towarzyszacy optymalnej wielkosci produkcji y;, rowny jest polu prostokata
o wierzchotkach O, p, B i y3 na rysunku 2.1.

Krzywa atc na rysunku 2.1 ilustruje relacje zachodzace pomigdzy wielkoscig pro-
dukcji y a poziomem ponoszonych przez producenta przecigtnych kosztéw catkowi-
tych atc(y). Wynika stad, iz przy optymalnej wielkosci produkcji y; przecigtne koszty
catkowite atc(ys) rowne sg dtugosci odcinka OD (a wigc atc(y3 ) =0D = y;C) . Na mocy
definicji przecigtnych kosztéw catkowitych (por. réwnanie (1.5)) koszty te mozna za-

pisac nastgpujacym wzorem: atc(y) = ) . Plynie stad wniosek, iz dla kazdego y >0
y

koszty catkowite mozna zapisa¢ jako: tc(y) =y - atc(y), co implikuje, ze:
te(ys) = ys - ate(ys).

Poniewaz y; = @ =p_B oraz atc(y3)= 0D = y3_C, zatem koszty catkowite tc(y) ana-
lizowanego przedsigbiorstwa, odpowiadajace jego podazy y;, mozna zapisa¢ nastepu-
jaco:

te(y3)=ys -ate(y3)=0y; -0D =[JODCys. (2.12)

Z réwnania (2.12) wynika, ze koszty catkowite odpowiadajace podazy rozwazanego tu
przedsigbiorstwa rowne sa polu prostokata o wierzchotkach 0, D, C oraz y; na rysunku
2.1.
Z réwnan (2.3-2.4) wyciagna¢ mozna wniosek, ze:
(y3) = 1(ys) — te(ys),

stad zas oraz z zaleznosci (2.11-2.12) wynika, iz:

n(ys) = r(y3) — tc(ys) = [JOpBys; —[JODCy; = [IDpBC, (2.13)

3 Zaréwno w warunkach konkurencji doskonatej, jak i w monopolu oraz oligopolu wielko$¢ produkcji,
ktéra maksymalizuje zysk przedsigbiorstwa, nazywana bedzie dalej rowniez podaza przedsigbiorstwa.

* Zapis postaci AB oznaczaé bedzie dalej diugos¢ odcinka o koncach A i B. Natomiast wyrazenie
[JABCD utozsamiane bgdzie z polem prostokata o wierzchotkach A, B, C oraz D.
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co implikuje, ze (po pierwsze) podazy przedsigbiorstwa réwnej y; odpowiada dodatni
zysk oraz (po drugie) ze zysk ten réwny jest [[DpBC.

Korzystajac z rysunku 2.1 oraz réwnan (2.4) i (2.7), mozna réwniez okresli¢ prze-
bieg zmiennos$ci funkcji zysku m(y) rozwazanego przedsigbiorstwa przy zatozeniu, ze
cena p jest wyzsza od minimum przeci¢tnych kosztéw catkowitych. Stad, iz przy kaz-
dej wielkosci produkcji y > 0 koszt catkowity tc mozna zapisa¢ jako iloczyn przecigt-
nego kosztu catkowitego atc i wielkosci produkcji y, wynika, ze funkcje zysku (2.4)
mozna zapisa¢ réwniez nastepujaco:

n(y)=p-y—te(y)=p-y-y-ate(y) = y-[p—ate(y)].

Z powyzszego rownania wynika, ze dla kazdej dodatniej wielkosci produkcji y zacho-
dza nastepujace Zwiqzkisz

Tl:(y) >0 & p> atc(y), (2.14a)

n(y)=0 & p=atc(y) (2.14b)
oraz:

Tt(y)< 0 & p< atc(y) . (2.14¢)

Zaleznosci (2.14abc) mozna interpretowaé ekonomicznie w ten sposob, iz jesli prze-

cigtne koszty catkowite atc sg nizsze (wyzsze) od ceny p, to zysk przedsigbiorstwa jest

dodatni (ujemny), jesli za$ p = atc, to zysk tegoz przedsigbiorstwa réwny jest zeru.
Natomiast z rownania (2.7) wynika, ze:

j—n=p—mc(y)>0 = p>mc(y), (2.15a)
y
dm
L oPmey=0 e p=mc(y) (2.15b)
y
i:
3—n=p—mc(y)<0 = p<mc(y). (2.15¢)
y

Z zaleznosci (2.15abc) wynika, ze jesli koszty krancowe sa nizsze (wyzsze) od ceny
produktu, to zysk ro$nie (maleje) wraz ze wzrostem produkcji. Natomiast przy p = mc
funkcja zysku (2.7) moze (cho¢ nie musi) osiagga¢ swoje ekstremum.
Jesli dodatkowo zalozymy, iz przedsigbiorstwo ponosi koszty state réwne fc >0
(czyli fc = tc(0)), to z rysunku 2.1 oraz z zaleznosci (2.14abc) i (2.15abc) wynika, Zze:
e Przy produkcji y =0 przedsigbiorstwo ponosi strat¢ réwna kosztom statym fc.
Wynika to stad, ze przy y = 0 utarg r(0) = p - 0 = 0, koszty catkowite tc(0) = fc,

3 Zaleznoscei (2.14abe) oraz (2.15abc) prawdziwe sg dla kazdej ceny p > 0. W zwiazku z tym beda one

wykorzystywane réwniez przy cenie pe [0; min{atc(y)}} .
y=0
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a zatem zysk 1(0) = r(0) — tc(0) réwny jest —fc. Co wigcej, zalezno$¢ ta jest row-
niez prawdziwa przy dowolnej cenie pe | 0; min{atc(y)}} .
y=0

Jesli produkcja y znajduje si¢ w przedziale (0; y;), to cena p jest nizsza zaréwno
od kosztéw krancowych mc, jak i od przecigtnych kosztéw catkowitych atc.
Oznacza to, ze funkcja zysku m(y) jest w tym przedziale malejaca funkcja wiel-
kosci produkcji y (na mocy zaleznosci (2.15¢)), ktéra przyjmuje wartosci ujem-
ne (gdyz zachodzi wéwczas zwiazek (2.14c)).

Przy produkcji y =y; (po pierwsze) koszty krancowe mc réwne sg cenie p oraz
(po drugie) cena jest nizsza od przecigtnych kosztow catkowitych. Stad oraz
z zaleznos$ci (2.15b) i (2.14c) wynika, ze przy wielkosci produkcji y; pierwsza

pochodna funkcji zysku ;1_% si¢ zeruje, przechodzac z wartosci ujemnych na
y

dodatnie (co implikuje, ze funkcja zysku osigga tu swoje minimum), oraz ze
przy produkcji réwnej y; warto§¢ funkcji zysku jest ujemna.

W przedziale (y;; y2) przecietne koszty catkowite atc sa nadal wyzsze od ceny p,
ta zas jest wyzsza od kosztéw krancowych mc. Z nieréwnosci atc > p, na mocy
zaleznosci (2.14c¢), wynika, ze réwniez w tym przedziale analizowane przedsig-
biorstwo ponosi stratg (bo 1 < 0). Natomiast ze zwiazku (2.15a) oraz nieréwno-
$ci p > mc wyciagna¢ mozna wniosek, iz w rozwazanym tu przedziale zysk ros-
nie wraz ze wzrostem wielkosci produkcji.

Jezeli wielko$¢ produkcji analizowanego przedsigbiorstwa réwna jest yj, to
p = atc, co implikuje, ze zysk tego przedsigbiorstwa réwny jest zeru (por. zwia-
zek (2.14b)).

Natomiast w przedziale (y,; y3) cena przewyzsza zarowno koszty krancowe, jak
i przecigtne koszty catkowite. To za$ (zgodnie z zalezno$ciami (2.14a) i (2.15a))
oznacza, iz funkcja zysku jest rosnaca funkcja wielkosci wytworzonego pro-
duktu, osiagajac wartosci dodatnie.

Przy produkcji y = y3 ate(y) < p, me(y) = p, czyli ze zwiazku (2.15b) wynika, ze

dn =0, oraz w otoczeniu wielkosci produkcji y; pochodna funkcji zysku zmie-

dy

nia znak z dodatniego na ujemny. Oznacza to, iz wielkos¢ produkcji y; maksy-
malizuje zysk rozwazanego przedsiebiorstwa.

W przedziale (ys; y4) zachodza nieréwnos$ci: p < mc oraz p > atc. Plynie stad

whniosek, ze % <0, co implikuje, ze funkcja zysku jest tu funkcja malejaca,
y

cho¢ zysk m =y - (p — atc) jest w tym przedziale nadal dodatni.

Produktowi y = y, towarzysza przecigtne koszty catkowite atc(y) réwne cenie p,
co oznacza, iz przy tej wielkosci produkcji funkcja zysku m(y) ma swoje miejsce
Zerowe.

Jesli zas produkcja znajduje si¢ powyzej wielkosci y4, to cena ponownie jest
nizsza zarowno od kosztow krancowych, jak i przecigtnych kosztéw catkowi-
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tych. Wynika stad, ze dla kazdej wielkosci produkcji y € (ya; +o0) funkcja zysku
jest (po pierwsze) funkcja malejaca oraz (po drugie) przyjmuje wartosci ujemne.

e Kirzywa zysku wynikajaca z U-ksztaltnych krzywych kosztéw (zilustrowanych
na rysunku 2.1) przedstawiona jest na rysunku 2.2.

ny) A

Y1

Y2 y3 Y4 y

Rys. 2.2. Krzywa zysku n(y) przy p > min{atc(y)}
y=0

Jesli wystapi drugi ze wspomnianych uprzednio przypadkdw, tj. sytuacja, w ktdrej
cena réwna jest minimum przecig¢tnego kosztu catkowitego, to analizowane przedsig-
biorstwo bedzie maksymalizowaé zysk przy wielkosci produkcji y, na rysunku 2.3°,
Wynika to stad, iz warunek konieczny (p = mc) maksymalizacji zysku 7 spetniony jest
zaréwno przy wielkosci produkcji yy, jak i przy produkcji y,, a zatem funkcja zysku
7(y) moze mie¢ maksimum albo przy y =y, albo tez wéwczas, gdy y = y,. Jesli jednak

zauwazymy, iz dmc <0 dme >0, skad wynika, ze
dy | _ dy | _
y=y1 y=y2
2 2
d_72t =— d(;nc d_72t =— dc;nc <0/, to okaze sie¢, iz wielkos¢
dy y=Y1 y Y=¥1 dy y=y»2 y Y=y2

produkcji y; (y2) minimalizuje (maksymalizuje) funkcje¢ zysku m(y) analizowanego
producenta.

® Warto tu zaznaczyé, iz wielko$ci produkeji y; i y2 na rysunku 2.3 nie odpowiadaja wielkosciom y,
oraz y, na rysunku 2.1. Podobnie rzecz si¢ ma z wielkosciami produkcji zaznaczonymi na innych przedsta-
wionych w tym punkcie rysunkach.
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p,*c A
atc
mc
atc
m
B
C < .
A \_/ p = min{atc}
0 >y
Y1 Y2

Rys. 2.3. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy p = min{atc(y)}
y=0

Cena p, ktéra ksztattuje si¢ na rynku w analizowanym tu przypadku, réwna jest
dtugosci odcinka OC na rysunku 2.3 |p= OC). Optymalna wielko$¢ produkcji wynosi

y2 1 odpowiada dtugosci odcinka Oy, na owym rysunku. Ptynie stad wniosek, iz utarg,
odpowiadajacy podazy y,, mozna zapisa¢ nastgpujaco:

r(y,)=py, =0C-0y, = [JOCBy,, (2.16)

czyli utarg r(y,) réwny jest polu prostokata o wierzchotkach 0, C, B oraz y,. Stad, iz

tc(y)

atc(y) = , wynika, ze tc(y) =y - atc(y), czyli koszty catkowite odpowiadajace

produkcji y, mozna zapisa¢ wzorem:

tc(y2) = y2 - atc(yz).

Poniewaz y, =0y, oraz atc(y2 ) = minfatc}=p = 0C, zatem:

te(y, )=y, -ate(y,) =0y, -0C =[JOCBy,, (2.17)

co implikuje, ze réwniez koszty catkowite tc(y,) odpowiadaja polu prostokata OCBy,.
Poniewaz dla kazdego y =0 n(y) =r(y) —tc(y), wiec stad oraz ze zwiazkéw (2.16—
—2.17) wynika, ze zysk przedsigbiorstwa odpowiadajacy produkcji y, réwny jest zeru.
Na podstawie rysunku 2.3 oraz zaleznosci (2.14abc) i (2.15abc) mozna réwniez
wyznaczy¢ ksztatt krzywej zysku przedsigbiorstwa przy p= mjg{ate(y)}. Z rysunku
yZ2

2.3 i wspomnianych uprzednio zaleznosci wynika, co nastgpuje:
e Jesli wielkos¢ produkcji nalezy do przedziatu (0; y;), to cena p jest nizsza od
kosztéw krancowych mc oraz przecigtnych kosztéw catkowitych atc. Stad oraz
ze zwiazkow (2.14c) i (2.15c) ptynie wniosek, ze w przedziale (0; y;) zysk ma-
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leje wraz ze wzrostem wielkosci produkcji, a wartosci funkcji zysku sa tam
mniejsze od zera.
2
s
=0 oraz —

. . dm
e Poniewaz — 3
y=Y1 dy

1 >0, wigc przy produkcji réwnej y; funk-
y

Y=Yi
cja zysku rozwazanego przedsigbiorstwa osiaga swoje minimum.

e W przedziale (y;; y2) koszty krancowe sq mniejsze od ceny, ta za$ nizsza jest od
przecietnych kosztow catkowitych. Ptynie stad wniosek, ze we wspomnianym

przedziale j_n >0 oraz 1< 0. A zatem dla kazdego y € (y; y2) funkcja zysku
y

1i(y) jest funkcja rosnaca, a jej wartosci sg ujemne.
2

—0,jaki &7

5 <0 oraz p = atc. Wyni-

e Przy produkcji y, zaréwno dn
Yly=y,

y=Y2
ka stad, iz przy y = y» funkcja zysku osiaga maksimum, a warto$¢ funkcji zysku
roéwna jest zeru.

e Jesli produkcja y wyzsza jest od y,, to p < atc(y) < mc(y). Stad zas wynika, iz
w przedziale (y;; +e°) funkcja zysku jest funkcjga malejaca (bo p < mc), ktéra
przyjmuje wartosci ujemne (gdyz p < atc).

e Krzywa zysku, spetniajgca wspomniane tu wtasciwosci, przedstawiona jest na
rysunku 2.4.

n(y) A
0 d 2 >y

Rys. 2.4. Krzywa zysku n(y) przy p = min{atc(y)}
y=0

Gdyby zdarzylo si¢ tak, ze cena uksztattuje si¢ migdzy minimum przecigtnych
kosztéw catkowitych a minimum przecig¢tnych kosztéw zmiennych rozwazanego pro-

ducenta, czyli pe [min{avc(y)},min{atc(y)} , a zatem ma miejsce trzeci ze wspo-
y=0 y=0
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mnianych uprzednio przypadkéw, to relacje pomigdzy owa ceng a wspomnianymi
kosztami przecigtnymi oraz kosztami krancowymi ilustruje rysunek 2.5.

p. e A
avc  atc ave
mc atc
mc

c B

A ;
>Z/ p
0 >y

yi Y2 Y3 Ya

Rys. 2.5. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy min{avc(y)}< p< min{atc(y)}
y=0 y=0

W tym przypadku rozwazane przedsigbiorstwo maksymalizuje zysk przy produkcji
y3 na rysunku 2.5. Wynika to stad, ze przy wspomnianej wielkosci produkcji cena p
réwna jest kosztom krancowym (a wigc spetniony jest warunek konieczny maksymali-
zacji zysku) oraz nachylenie kosztow krancowych jest dodatnie (a zatem spetniony jest
rowniez warunek dostateczny maksymalizacji zysku). Co wiegcej, poniewaz cena p

odpowiada dlugosci odcinka Op na rysunku 2.5, natomiast produkcja y; =0y, zatem

utarg r(y3)= p-y;= @@ odpowiada polu prostokata o wierzchotkach 0, p, A oraz

y3. Jedli natomiast zauwazymy, ze przy produkcji y = y; przecig¢tne koszty catkowite
odpowiadaja dtugosci odcinka OC, to okaze sie, iz koszty calkowite mozna zapisaé

nastepujaco: tc(y;)=ys -atc(y;)= @E =[]JOCBys;. Wynika stad, ze:

n(ys) = r(y3) — tc(ys) = [JOpAys; - [JOCBy; = —([J]pCBA). (2.18)

Réwnanie (2.18) nalezy interpretowac w ten sposob, ze przy wielkosci produkcji row-
nej y; przedsigbiorstwo ponosi strate réwna polu prostokata o wierzchotkach pCBA.
Poniewaz jednak przy produkcji rownej y; rozwazane przedsiebiorstwo maksymalizuje
zysk, zatem strata réwna [J[pCBA jest najmniejsza z mozliwych strat, jaka przy krzy-
wych kosztéw i cenie jak na rysunku 2.5 przedsigbiorstwo to moze ponies¢ (jak sig¢
niebawem okaze, strata przy produkcji ys jest nizsza od kosztéw statych, czyli straty,
jaka przedsigbiorstwo to ponositoby przy zerowej wielkosci produkcji).
Z rysunku 2.5 wynika, ze:
e Poniewaz przy kazdej wielkosci produkcji y > 0 cena p jest nizsza od przecigt-
nych kosztéw catkowitych atc(y), wiec stad oraz z zaleznosci (2.14c) wynika, ze
przy kazdej wielkosci produkcji analizowany producent ponosi stratg.
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Przy produkcji nalezacej do przedziatu (0; y;) lub (ys; +0) cena jest nizsza od
kosztéw krancowych, natomiast w przedziale (y;; y3) cena przewyzsza Koszty
krancowe. Stad oraz ze zwiazkéw (2.15a) i (2.15¢c) ptynie wniosek, ze w prze-
dziatach (0; y;) i (ys; +o0) zysk analizowanego przedsigbiorstwa jest malejaca
funkcja wielkos$ci produkcji, natomiast w przedziale (yi;ys;) wzrost wielkosci
produkcji prowadzi do wzrostu zysku producenta (co, w tym przypadku, réwno-
znaczne jest ze spadkiem ponoszonej przezen straty).

Poniewaz przy kazdej wielkosci produkcji y >0 funkcj¢ zysku (2.4) zapisaé
mozna nastepujaco:

n(y)=p-y—[vc(y)+fc]=p-y—Vc(y)—fc=

Ve
=p-y—y%—fo=p-y—y-avc(y)—fc= (2.19)

= ylp —ave(y)]-fe,

wigc z réwnania (2.19) wynika, ze jesli cena p jest wyzsza (nizsza) od przecigt-
nych kosztéw zmiennych avc, to n(y) > —fc (n(y) < —fc). Stad oraz z rysunku 2.5
ptynie wniosek, ze jesli wielko$¢ produkcji rozwazanego przedsigbiorstwa nale-
zy do przedziatu (0; y,) lub (y4; +o0), to ponoszona przez nie strata jest wyzsza
niz koszty state, natomiast w przedziale (y,; ys) strata ta jest nizsza od kosztéw
statych (a wigc jest nizsza od straty, ktéra ponositoby przedsigbiorstwo, gdyby
zaniechato produkcji).

Ksztalt funkcji zysku przy cenie pe (min{avc(y)},min{atc(y)}j zilustrowany
y=0 y=0

jest na rysunku 2.6.

7r(y)A
0 >

Rys. 2.6. Krzywa zysku n(y) przy min{avc(y)}< p< min{atc(y)}
y=0 y=0
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7 przedstawionej na rysunku 2.6 ksztaltu krzywej zysku przy cenie
pe [min{avc(y)}, min{atc(y)}] wyciagna¢ mozna wniosek, ze analizowane przedsieg-
y=0 y=0

biorstwo powinno realizowa¢ wielko$¢ produkcji ys, gdyz przy tej wielkosci ponosi
najnizsza z mozliwych strat. Co wigcej, strata ta nizsza jest réwniez od kosztéw sta-
tych, czyli straty, jakq ponositoby przedsiebiorstwo, gdyby zdecydowato si¢ na zaprze-
stanie produkcji.

W sytuacji, w ktérej cena p réwna bedzie minimum przecig¢tnych kosztéw zmien-
nych, relacje pomiedzy ceng a kosztami przecigtnymi i krancowymi zilustrowane sg na
rysunku 2.7.

xc A
c
P avc
mc atc

mc

p = min{avc}

P ‘\_/

0 »y
yi y2

Rys. 2.7. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy p = min{avc(y)}
y=0

W tym przypadku:

e Cena jest nizsza od kosztéw krancowych przy wielkosciach produkcji y znajdu-
jacych si¢ w przedziale (0; y;) lub (y;; +o0), natomiast w przedziale (y;; y,) cena
przewyzsza koszty krancowe. Dlatego tez funkcja zysku jest malejaca funkcja
wielkosci produkcji dla y € (0; y;) U (y2; +°0), natomiast w przedziale (yi; y2)
zysk ros$nie wraz ze wzrostem wielkosci produkcji.

e Poniewaz dla kazdego y > 0 cena jest nizsza od przecietnych kosztéw catkowi-
tych, zatem przy kazdej wielkodci produkcji analizowane tu przedsigbiorstwo
ponosi stratg (innymi stowy, przy kazdej wielkosci produkcji zysk owego przed-
sigbiorstwa jest ujemny).

e Jesli ye (0;y,) U (ya; +o0), to cena p jest nizsza od przecigtnych kosztéw
zmiennych, przy y =y, zas$ zachodzi: p = avc. Stad oraz z réwnania (2.19) wy-
ciagna¢ mozna wniosek, ze jesli wielkos$¢ produkcji przedsigbiorstwa réwna jest
y2, to przedsigbiorstwo ponosi stratg réwna kosztom staltym, przy kazdej za$ in-
nej dodatniej wielkosci produkcji strata owego przedsigbiorstwa przewyzsza
koszty state.
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e Krzywa zysku 7mi(y) przy p = min{avc(y)} zilustrowana jest na rysunku 2.8.
y=20

n(y) A
0 >

N

Rys. 2.8. Krzywa zysku n(y) przy p = min{avc(y)}
y=0

Z rysunku 2.8 wyciagna¢ mozna réwniez wniosek, ze przy cenie réwnej minimum
przecietnych kosztéw zmiennych rozwazany tu producent powinien zrealizowac pro-
dukcje réwna y, lub zaniecha¢ produkcji. Wynika to stad, iz zaréwno przy y =0, jak
i wéwczas, gdy y = y», ponoszona przez to przedsigbiorstwo strata rowna jest kosztom
statym fc, natomiast przy kazdej innej wielkosci produkcji strata ta jest wyzsza od
kosztéw statych.

Tustracja przypadku piatego, tj. przypadku, w ktérym cena p znajduje si¢ miedzy
minimum kosztéw krancowych a minimum przecig¢tnych kosztéw zmiennych w anali-
zowanym przedsigbiorstwie, jest rysunek 2.9.

p.¥c A

mc atc

mc

p ‘\_/

0 | B
yi Y2

Rys. 2.9. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy p € (min{mc(y)}; min{atc(y)})
y=20 y=20
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Z rysunku 2.9 wyciagnaé mozna nastgpujace wnioski:

Poniewaz przy kazdej dodatniej wielkos$ci produkcji y przecigtne koszty zmien-
ne sq wyzsze od ceny, wigc — na mocy réwnania (2.19) — zysk analizowanego
przedsigbiorstwa jest mniejszy od —fc.

W przedziale (0;y;) oraz (y,; +e0) funkcja zysku m(y) jest malejaca (gdyz

p<mc= %<O), natomiast w przedziale (y;;y2) jest rosnaca (bo
y

p>mc:d—n>0).
dy

Krzywa zysku, odpowiadajaca krzywym kosztéw i cenie zilustrowanym na ry-
sunku 2.9, przedstawiona jest na rysunku 2.10.

n(y) A&
0 = = >
y
—fc
Rys. 2.10. Krzywa zysku ni(y) przy pe (min{mc(y)},min{avc(y)}]
y=0 y=0
Z rysunku 2.10  wyciagna¢ mozna  wniosek, ze przy cenie

pe [min{mc(y)},min{avc(y)}j najkorzystniejsza wielkoscia produkcji rozwazanego
y=0 y=0

przedsigbiorstwa jest produkcja y = 0. Wynika to stad, iz jesli cena jest nizsza od prze-
cigtnych kosztéw zmiennych przy kazdej wielkosci produkcji, to przy zadnej dodatniej
wielkosci produkcji cena, uzyskana ze sprzedazy wytwarzanego produktu, nie pokrywa
jednostkowych kosztéw zmiennych zwigzanych z wytworzeniem tegoz produktu. Dla-
tego tez przy kazdej produkcji y > 0 ponoszona przez przedsigbiorstwo strata jest wyz-
sza od kosztow statych, ktére réwne sa stracie ponoszonej przy zerowej wielkosci pro-
dukcji.



53

atc

mc

p = min{mc}

0 |
Y1

Rys. 2.11. Cena a wybrane krzywe kosztow przy p = min{mc(y)}
y=0

Jesli wystapi szosty z uprzednio wspomnianych przypadkéw, czyli cena réwna be-
dzie minimum kosztu krancowego, to zaleznos$ci pomigdzy wybranymi krzywymi
kosztéw a ceng mozna zilustrowad tak, jak ma to miejsce na rysunku 2.11. Z rysunku
tego ptyna nastepujace wnioski:

Poniewaz dla kazdego y > 0 zachodzi nierdwno$¢: p < avc(y), zatem z réwnania
(2.19) wynika, ze przy kazdej dodatniej wielkosci produktu zysk 1 analizowa-
nego przedsigbiorstwa jest nizszy niz —fc. Oznacza to, iz kazda dodatnia wiel-
kos¢ produkcji tego przedsigbiorstwa generuje stratg wyzsza od tej, ktdrg ponie-
sie przedsigbiorstwo przy zerowej wielkosci produkcji (a wigc strata ponoszona
przez przedsigbiorstwo przy kazdej produkcji y > 0 bedzie wyzsza od ponoszo-
nych przez producenta kosztow statych).

Zaréwno w przedziale (0; y;), jak i w przedziale (y;; +oo) cena jest nizsza od
kosztéw krancowych. To za$, zgodnie z zaleznoscig (2.15¢), implikuje, ze dla

kazdego y € (0; y;) U (y1; +o) pochodna dn przyjmuje wartosci ujemne, czyli
dy
funkcja zysku m(y) jest wéwczas funkcja malejaca.
W przedziale (0; y;) koszty krancowe spadaja wraz ze wzrostem wielkosci pro-
dmc

dy

dukcji (co oznacza, ze < 0). Natomiast w przedziale (y;; +o) koszty kran-

. d ,
cowe rosng na skutek wzrostu produkcji (a zatem %>O). Stad za$ oraz
y

z réwnania (2.8) wynika, ze przy produkcji y mniejszej (wigkszej) od y; druga

d’n

pochodna funkcji zysku d_zz_% przyjmuje wartosci dodatnie (ujemne),
y y
a wigc krzywa zysku jest wypukta (wklesta).
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e Krzywa zysku spelniajaca powyzsze wlasciwosci przedstawiona jest na rysunku
2.12.

n(y) A
0 A >

—fc

Rys. 2.12. Krzywa zysku ni(y) przy p = min{mc(y)}
y=0

Jesli zas cena ksztaltuje si¢ ponizej minimum kosztu krancowego, to relacje pomig-
dzy ceng a wybranymi krzywymi kosztow przedstawiaja si¢ tak, jak ma to miejsce na
rysunku 2.13. W tym przypadku:

p.¥c A

mc
ave atc ave
atc

Y1

Rys. 2.13. Cena a wybrane krzywe kosztéw przy pe [O; min{mc(y)})
y=0
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e Przy kazdej dodatniej wielkosci produkcji y cena p jest nizsza od przecigtnego
kosztu zmiennego avc, co (zgodnie z rownaniem (2.19)) implikuje, ze dla do-
wolnego y > 0 strata jest wyzsza od kosztu statego fc.

e Roéwniez przy dowolnej produkcji y > 0 zachodzi nieréwnosé: p < mc(y), a za-

tem % =p—-mc <0, skad wynika, ze funkcja zysku 7t(y) jest funkcja malejaca

w przedziale (0; +o0).

2 2
e Przy y <y, (y >y1) zachodzi zwiazek: d T; :_dmc >0 d T; :_dmc <0|.
dy dy dy dy
To za$ oznacza, ze krzywa zysku jest wypukta w przedziale (0; y;) oraz wklesta
w przedziale (y;; +o0). Krzywa ta, podobnie jak krzywa zysku przy
p = min{mc(y)}, zilustrowana jest na rysunku 2.12.
y=0
Jak juz wspomniano w rozdziale 1 skryptu (punkt 1.3), szczegélnym przypadkiem
funkcji kosztu catkowitego, implikujacym analizowane uprzednio, U-ksztattne krzywe
kosztéw przecigtnych i krancowych, jest funkcja wielomianowa (1.17) dana wzorem:

te(y) = Ay’ — By’ + Cy + D, (2.20)

gdzie A, B,C,D > 0 oraz B<+/3AC. Z réwnania (2.20) ptynie wniosek, iz funkcja
mc

kosztu krancowego mc(y) i jej nachylenie opisane sg przez nastgpujace zwiazki:

mc(y)zﬁzi(Ay3 - By? +Cy+D)=3Ay2 -2By+C (2.21a)
dy dy
oraz:
dme =i(3Ay2 ~2By +c)= 6Ay—2B. (2.21b)
dy dy

Zestawiajac réwnania (2.21ab) z warunkiem koniecznym (p=mc) i dostatecznym

(_d(;nc > Oj maksymalizacji zysku © przedsiebiorstwa dziatajacego w warunkach kon-

kurencji doskonatej, warunki te mozna zapisa¢ za pomoca zaleznosci:

p=me(y) = 3Ay* - 2By + C (2.22a)
oraz:
d;nc =6Ay—2B>0. (2.22b)
y

Z. warunkéw koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zysku (2.22ab) wynika, ze
przedsigbiorstwo o funkcji kosztéw catkowitych (2.20) maksymalizuje swdj zysk przy
wielkosci produkcji y, ktéra jest rozwigzaniem réwnania:

3Ay* - 2By +C-p=0, (2.23a)
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przy czym:
>— 2.23b
MRS ( )
Natomiast wielkos$¢ produkcji y rozwiazujaca réwnanie (2.23a) przy warunku:
< — 2.23¢
Y<3ax (2.23¢)
minimalizuje funkcj¢ zysku rozwazanego producenta (a wiec maksymalizuje jego
strat¢). Wynika to stad, iz jesli y < %, to (zgodnie z réwnaniem (2.21b)) dme <0,
2
co implikuje, ze druga pochodna funkcji zysku 3_7; =— d(;nc jest dodatnia.
y y
Wyréznik A funkcji kwadratowej z réwnania (2.23a) dany jest wzorem:
A =4B* - 12A(C - p) = 4(B* = 3AC + 3Ap). (2.24)

Z réwnania (2.24) wyciagna¢ mozna nastgpujace wnioski:
2
1. Jesli cena p nalezy do przedzialu (O;C _f