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WSTĘP

Teoria przedsiębiorstwa stanowi główną, obok teorii zachowania konsumenta,
część mikroekonomii. Modele przedsiębiorstwa pozwalają na teoretyczne wyznaczenie
optymalnej wielkości produkcji i optymalnej ceny, które powinno ustalić pewne abs-
trakcyjne przedsiębiorstwo działające na różnych strukturach rynku przy określonych
funkcjach kosztów (którymi charakteryzuje się ów podmiot mikroekonomiczny) oraz
przy pewnych funkcjach popytu (zgłaszanego przez konsumentów) na dobro lub usłu-
gę wytwarzane przez przedsiębiorstwo.

Skrypt Matematyczne modele przedsiębiorstwa zawiera przegląd ważniejszych mo-
deli przedsiębiorstwa znanych w teorii mikroekonomicznej. Składa się on z czterech
rozdziałów.

W rozdziale 1 Czytelnicy znajdą definicje podstawowych pojęć związanych zarów-
no z przedsiębiorstwem, jego funkcjami kosztów, funkcjami produkcji, jak i otocze-
niem mikroekonomicznym, w którym przedsiębiorstwo to funkcjonuje. W rozdziale
tym, poza definicjami funkcji kosztów i funkcji produkcji, przedstawione są również
podstawowe właściwości owych funkcji.

W rozdziale 2 scharakteryzowana jest równowaga przedsiębiorstwa działającego
w warunkach konkurencji doskonałej. Znaleźć tam można zarówno wyprowadzenie
optymalnej wielkości produkcji przedsiębiorstwa przy ogólnej funkcji kosztów oraz
przy pewnych konkretnych funkcjach kosztów. Ponadto w rozdziale 2 wyznaczany jest
popyt przedsiębiorstwa na czynniki produkcji zarówno przy dwuczynnikowej funkcji
produkcji, jak i wówczas, gdy przedsiębiorstwo (wytwarzając pewne dobro lub usługę)
realizuje produkcję opartą na n-czynnikowej funkcji produkcji. Przez pojęcie popytu na
czynniki produkcji (zarówno w rozdziale 2, jak i w rozdziale 3) rozumie się taką
strukturę zatrudnienia (wykorzystania) czynników produkcji, która maksymalizuje
zysk analizowanego w skrypcie przedsiębiorstwa.

Rozdział 3 zawiera rozważania dotyczące funkcjonowania przedsiębiorstwa w wa-
runkach monopolu. Analizowane są tam zarówno modele czystego monopolu, jak
i modele przedsiębiorstwa-monopolisty, które stosuje politykę dyskryminacji cenowej
(tj. różnicuje ceny wytwarzanego produktu między rynkami lub segmentami rynków,
na których działa). Ponadto w rozdziale 3 Czytelnicy znajdą również rozważania doty-
czące popytu monopolisty na czynniki produkcji przy dwu- i n-czynnikowych funk-
cjach produkcji.

W ostatnim, 4 rozdziale skryptu scharakteryzowane są podstawowe modele duo-
polu i oligopolu. Przedstawione są tam zarówno modele konkurencji ilościowej (Cour-
nota i Stackelberga), jak i modele konkurencji cenowej (Bertranda).

W prowadzonych w skrypcie rozważaniach analizuje się wyłącznie modele statycz-
ne. Dlatego też w prezentowanych modelach abstrahuje się od (dość sztucznego na
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gruncie modeli statycznych) tradycyjnego podziału na modele oraz równowagi krótko-
i długookresowe.

Analizowane w skrypcie modele przedsiębiorstwa są modelami matematycznymi.
Wybór modeli matematycznych wynika stąd, że – jak twierdzi Thomas Mayer – mate-
matyczne modele mają w ekonomii

dwojaką przewagę nad metodami geometrycznymi. Po pierwsze, z „dowodem” geometrycznym
jest taki problem, że nie można być pewnym, czy wykreśliło się krzywe w jedyny dopuszczalny
sposób, a w konsekwencji, czy wykazane wyniki mają charakter ogólny. Po drugie, podejście al-
gebraiczne daje możliwość rozszerzenia analizy przez dodawanie lub rozluźnianie ograniczeń
w sposób, na który nie pozwala podejście geometryczne (Mayer 1996: 62).

Ponadto matematyczne modele przedsiębiorstwa pozwalają na jasne oddzielenie
przyjmowanych w nich założeń od uzyskiwanych tez oraz wyznaczają logicznie precy-
zyjną drogę między poczynionymi założeniami a płynącymi z nich wnioskami.

Prezentowane w skrypcie analizy modeli przedsiębiorstwa sprowadzają się zazwy-
czaj do tego, że:

I. Opisowo formułowane są założenia dotyczące funkcjonowania przedsiębior-
stwa i jego otoczenia mikroekonomicznego.

II. Założenia te opisywane są za pomocą pewnych, mniej lub bardziej skompli-
kowanych funkcji.

III. Model rozwiązywany jest matematycznie.
IV. Rozwiązanie modelu przedsiębiorstwa poddawane jest interpretacji ekono-

micznej.
V. Ponadto tam, gdzie jest to możliwe, prowadzone rozważania zilustrowane są

graficznie.
Książka Matematyczne modele przedsiębiorstwa może być wykorzystana zarówno

jako podręcznik do mikroekonomicznej teorii przedsiębiorstwa, materiał uzupełniający
do mikroekonomii (na poziomie średnio zaawansowanym), jak również (na kierunkach
ekonomicznych mniej zaawansowanych matematycznie) jako pomoc dydaktyczna do
przedmiotu ekonomia matematyczna. Zrozumienie treści zawartych w tym skrypcie
wymaga zarówno znajomości elementarnej mikroekonomii, jak i podstaw analizy ma-
tematycznej (głównie rachunku różniczkowego). Skrypt napisany jest na średnio za-
awansowanym poziomie matematycznym, jego zaś trudniejsze fragmenty zaznaczone
są gwiazdkami. Mniej zaawansowani matematycznie Czytelnicy mogą je pominąć.

Na zakończenie tego krótkiego wstępu autor chciałby podziękować tym wszystkim,
którzy przeczytali jego wstępną wersję i podzielili się z nim swoimi uwagami. Są to:
prof. dr hab. Krzysztof Malaga z Akademii Ekonomicznej w Poznaniu (recenzent
skryptu), dr Aleksandra Rogut i mgr Sylwia Roszkowska z Instytutu Ekonomii Uni-
wersytetu Łódzkiego, dr Rafał Wisła i dr Anna Zachorowska-Mazurkiewicz z Instytutu
Ekonomii i Zarządzania Uniwersytetu Jagiellońskiego oraz Paweł Dykas i Anna Suli-
ma – studenci matematyki i ekonomii na Uniwersytecie Jagiellońskim. Rzecz jasna,
cała odpowiedzialność za występujące w skrypcie mankamenty spada wyłącznie na
autora.



Rozdzia ł  1

PODSTAWOWE POJĘCIA. FUNKCJE KOSZTÓW
I FUNKCJE PRODUKCJI

1.1. WPROWADZENIE

Celem prowadzonych w rozdziale 1 skryptu rozważań jest:
I. Zdefiniowanie pojęcia przedsiębiorstwa.
II. Określenie celu działania przedsiębiorstwa.
III. Wyróżnienie oraz zdefiniowanie podstawowych struktur rynków, na których może

funkcjonować przedsiębiorstwo.
IV. Zdefiniowanie kosztów i funkcji kosztów.
V. Zbadanie właściwości podstawowych funkcji kosztów.
VI. Zdefiniowanie funkcji produkcji.
VII. Określenie podstawowych właściwości ekonomicznych i matematycznych, któ-

rymi powinna charakteryzować się funkcja produkcji.
Struktura rozdziału 1 przedstawia się następująco. W punkcie 1.2 podana jest moż-

liwie najszersza definicja przedsiębiorstwa, określone są cele jego działania (bez
względu na to, na jakim rynku przedsiębiorstwo to funkcjonuje) oraz opisane są pod-
stawowe struktury rynku, na jakim przedsiębiorstwo może działać. W punkcie 1.3
omówione są pojęcia kosztów i funkcji kosztów, zdefiniowane są podstawowe rodzaje
kosztów, jakie ponosi przedsiębiorstwo, oraz scharakteryzowane są właściwości owych
kosztów. Punkt 1.4 zawiera charakterystykę oraz właściwości zarówno tzw. dwuczyn-
nikowych funkcji produkcji, jak również funkcji n-czynnikowych. Rozdział kończy
punkt 1.5, w którym znajduje się podsumowanie prowadzonych w nim rozważań.

1.2. PODSTAWOWE STRUKTURY RYNKU

W prowadzonych dalej analizach wszystkie wykorzystywane pojęcia definiowane
są w sposób możliwie najbardziej ogólny. I tak w podjętych analizach rozważane bę-
dzie funkcjonowanie przedsiębiorstwa (zwanego też producentem) zajmującego się
wytwarzaniem pewnego, jednorodnego dobra lub usługi. Dobro lub usługa, które wy-
twarza owo przedsiębiorstwo, nazywane będzie produktem przedsiębiorstwa. Co wię-
cej, we wszystkich prowadzonych dalej rozważaniach przyjmować będziemy uprasz-
czające założenie, że jedynym celem działania przedsiębiorstwa jest maksymalizacja
jego zysku (rozumianego jako różnica pomiędzy utargiem przedsiębiorstwa a ponoszo-
nymi przez nie kosztami całkowitymi). Założenie to nie zawsze musi być adekwatne
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do rzeczywistości. Często w krótkim okresie celem działania przedsiębiorstwa może
być np. wejście na rynek, na którym przedsiębiorstwo dotychczas nie funkcjonowało,
utrzymanie się na rynku bądź też wypchnięcie konkurentów z rynku. Wówczas przed-
siębiorstwo to może w krótkim okresie ponosić stratę. Niemniej jednak w teorii mikro-
ekonomii przyjmuje się, że w długim okresie podstawowym celem działania zdecydo-
wanej większości przedsiębiorstw jest właśnie maksymalizacja zysku.

Przedsiębiorstwo, które będzie dalej przedmiotem analizy, może funkcjonować
w jednej z trzech podstawowych struktur rynku. Strukturami tymi są:

1) konkurencja doskonała,
2) monopol,
3) oligopol, którego szczególnym przypadkiem jest duopol.
Przez konkurencję doskonałą rozumiana będzie taka struktura rynku, na którym

działa wielu małych producentów. Żaden z producentów w warunkach konkurencji
doskonałej nie ma wpływu na cenę wytwarzanego dobra lub usługi, która kształtuje się
na tym rynku. W związku z tym w warunkach konkurencji doskonałej wszystkie
przedsiębiorstwa muszą się dostosować do ustalonej na rynku ceny produktu. Przykła-
dem konkurencji doskonałej może być rynek pieczywa w dużym mieście, w którym
działa kilkadziesiąt małych piekarń, a ceny pieczywa na tym rynku kształtują się na
pewnym poziomie, na który pojedyncza piekarnia nie ma wpływu. Każda z piekarń
musi się więc dostosować do przeciętnej ceny pieczywa w tym mieście.

Monopol to taka struktura rynku, na którym działa wyłącznie jedno przedsiębior-
stwo, ustalające na tym rynku cenę wytwarzanego produktu. Cena ta ustalana jest przez
monopolistę na takim poziomie, by maksymalizować jego zysk. Przykładem monopolu
może być rynek usług kolejowych w Polsce. Na rynku tym (ze względu na dostęp do
infrastruktury kolejowej) działa wyłącznie jeden producent, PKP, który może narzucić
optymalną, ze swojego punktu widzenia, cenę wytwarzanej usługi oraz liczbę zreali-
zowanych przejazdów.

Oligopol to taki rynek, na którym działa kilku dużych producentów, z których każ-
dy ma istotny, ale nie wyłączny wpływ na cenę, która kształtuje się na tym rynku (jeśli
w oligopolu działać będzie tylko dwóch producentów, to będziemy mieć do czynienia
z duopolem). Zakłada się również, że w oligopolu każdy z producentów dąży do mak-
symalizacji własnego zysku, a przedsiębiorstwa nie działają w zmowie kartelowej.
Przykładem oligopolu może być rynek telefonii komórkowej w Polsce, na którym
działa kilku niezależnych producentów usług tej telefonii, a producenci ci konkurują
między sobą, dążąc do maksymalizacji zysku.

1.3. KOSZTY. RODZAJE KOSZTÓW I ICH WŁAŚCIWOŚCI

Przez koszty całkowite (tc) przedsiębiorstwa rozumieć będziemy dalej wielkość
wszelkich nakładów ponoszonych przez przedsiębiorstwo, które są niezbędne do wy-
tworzenia określonej wielkości produkcji (y). Natomiast przez funkcję kosztów całko-
witych tc(y) rozumieć będziemy pewną funkcję opisującą relacje pomiędzy kosztami
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całkowitymi tc a wielkością wytworzonego produktu y1. Analogicznie definiować
będziemy funkcje:

• kosztów zmiennych vc(y),
• przeciętnych kosztów całkowitych atc(y),
• przeciętnych kosztów stałych afc(y),
• przeciętnych kosztów zmiennych avc(y)

oraz
• kosztów krańcowych mc(y)2.
Należy w tym miejscu wyraźnie zaznaczyć, iż pojęcia kosztów i funkcji kosztów

nie są pojęciami tożsamościowymi. Koszty są bowiem pewnymi nakładami, które
przedsiębiorstwo ponosi w celu realizacji określonej wielkości produkcji. Natomiast
funkcje kosztów są pewnymi funkcjami przyporządkowującymi określonym wielko-
ściom produkcji (zmieniającym się zazwyczaj pomiędzy 0 a +∞) pewne poziomy po-
noszonych kosztów.

Koszty całkowite składają się z kosztów stałych (fc ≥ 0) i kosztów zmiennych
(vc ≥ 0). Oznacza to, że:

tc(y) ≡ vc(y) + fc. (1.1)

Koszty stałe fc to koszty, których wielkość jest niezależna od wielkości wytwarza-
nego przez przedsiębiorstwo produktu. Innymi słowy, koszty stałe to ta część kosztów
całkowitych, która nie zmienia się wraz ze zmianą wielkości produkcji. Do kosztów
stałych zaliczyć można np. koszty związane z amortyzacją istniejącego w przedsiębior-
stwie majątku trwałego, najmu lokali czy koszty zatrudnienia pracowników niezbęd-
nych do obsługi tegoż majątku. Koszty stałe można również zdefiniować jako koszty
całkowite, które musi ponosić przedsiębiorstwo nawet przy zerowej wielkości produk-
cji. Można to formalnie zapisać następująco:

fc ≡ tc(0). (1.2)

Natomiast koszty zmienne vc to te koszty, które zmieniają się wraz ze zmianą wiel-
kości produkcji. Koszty zmienne w przedsiębiorstwie to głównie koszty związane
z zakupem dóbr pośrednich oraz koszty zatrudnienia pracowników niezbędnych do
wytworzenia produktu finalnego. Co więcej, zakładać będziemy, że jeśli wielkość pro-
dukcji y rośnie, to również koszty zmienne vc rosną. Oznacza to, iż koszty zmienne są
rosnącą funkcją wielkości produkcji. Wynika stąd, iż dla każdej wielkości produkcji
y > 0 zachodzi:

0
dy
vcd > (1.3)

Jeśli policzy się pochodną funkcji kosztu całkowitego tc(y) względem wielkości
produkcji y oraz uwzględni nierówność (1.3), to okaże się, że również:

                                                          
1 Implicite przyjmować będziemy dalej również założenie, że wszystkie funkcje kosztów są odpowied-

nią ilość razy różniczkowalne względem wielkości produkcji y ≥ 0.
2 Skróty tc, vc, fc i mc nawiązują do angielskich terminów: total costs, variable costs, fixed costs i mar-

ginal costs. Podobnie: atc to average total costs, avc – average variable costs, natomiast afc – average fixed
costs.
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.0
dy
vcd

dy
tcd >= (1.4)

Z nierówności (1.4) wynika, że koszty całkowite (podobnie jak koszty zmienne) są
rosnącą funkcją wielkości wytworzonej przez przedsiębiorstwo produkcji.

W analizie kosztów ponoszonych przez przedsiębiorstwo istotne znaczenia mają
także różnego rodzaju koszty przeciętne. Wyróżnić tu można przeciętne koszty całko-
wite, przeciętne koszty zmienne i przeciętne koszty stałe. Przez przeciętne koszty cał-
kowite atc rozumieć będziemy koszty całkowite tc przypadające na jednostkę produktu
y. Oznacza to, że funkcję przeciętnych kosztów całkowitych można zapisać wzorem:

.
y

)y(tc
)y(atc ≡ (1.5)

Analogicznie definiowane będą przeciętne koszty stałe (afc) i przeciętne koszty zmien-
ne (avc). Przeciętne koszty stałe afc (zmienne avc) to relacja kosztów stałych fc
(zmiennych vc) do wielkości produkcji y. A zatem funkcję przeciętnych kosztów sta-
łych można zapisać następująco:

,
y
fc

)y(afc ≡ (1.6)

natomiast funkcję przeciętnych kosztów zmiennych opisuje równanie:

.
y

)y(vc
)y(avc ≡ (1.7)

Dzieląc stronami równanie (1.1) przez wielkość produkcji y > 0, uzyskuje się:

,
y
fc

y
)y(vc

y
fc)y(vc

y
)y(tc +=+=

a stąd i z równań (1.5–1.7) wynika, iż dla każdego y > 0 zachodzi zależność:

atc(y) = avc(y) + afc(y). (1.8)

Równanie (1.8) interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że przeciętne koszty cał-
kowite (atc) są sumą przeciętnych kosztów zmiennych (avc) i przeciętnych kosztów
stałych (afc). Co więcej, stąd i z faktu, że dla każdej wielkości produkcji y ≥ 0 zarówno
vc(y) ≥ 0, jak i fc ≥ 0, płynie wniosek, iż zarówno przeciętne koszty zmienne, jak
i przeciętne koszty stałe są nie większe od przeciętnych kosztów całkowitych (czyli
avc ≤ atc oraz afc ≤ atc).

Kolejnymi, istotnymi dla funkcjonowania przedsiębiorstwa, kosztami są koszty
krańcowe mc. Koszty te definiuje się jako relację przyrostu kosztu całkowitego (Δtc)
do przyrostu produktu (Δy). Dlatego też funkcję kosztu krańcowego mc(y) można za-
pisać następująco:

.
y

)y(tc
)y(mc

Δ
Δ≡ (1.9)
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Jeśli przyrost produktu Δy jest zbieżny do zera (Δy→0), to granica ilorazu różnicowe-

go 
y

)y(tc

Δ
Δ

 równa jest pochodnej funkcji kosztu całkowitego tc(y) po wielkości pro-

dukcji y, czyli 
dy

tcd
.

Stąd oraz z definicji pochodnej ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Δ
Δ=

Δ
−Δ+=

→Δ→Δ y

)y(tc
lim

y

)y(tc)yy(tc
lim

dy

tcd

0y0y
 wyni-

ka, iż przy Δy→0 funkcję kosztów krańcowych można również zapisać za pomocą
tożsamości:

.
dy

)y(tcd
)y(mc ≡ (1.10)

Ponieważ wartość pochodnej funkcji w punkcie wyznacza nachylenie krzywej, którą
funkcja ta opisuje3, zatem z równania (1.10) wyciągnąć można wniosek, że wartość
kosztów krańcowych odpowiadających produkcji y = y0, czyli mc(y0), wyznacza na-
chylenie krzywych kosztu całkowitego i kosztu zmiennego przy wspomnianej uprzed-

nio wielkości produkcji. Podobnie wartość pochodnej4 
0yydy

mcd

=
 interpretowana jest

jako nachylenie krzywej kosztu krańcowego względem wielkości produkcji y przy
y = y0.

Licząc pochodną równania (1.1) względem wielkości produkcji oraz uwzględniając
związki (1.4) i (1.10), uzyskuje się, że dla każdego y > 0 zachodzi:

.0
dy

vcd

dy

tcd
)y(mc >=≡ (1.11)

Z zależności (1.11) można wyciągnąć następujące wnioski. Po pierwsze, funkcja
kosztów krańcowych odpowiada zarówno pochodnej funkcji kosztów całkowitych, jak
i pochodnej funkcji kosztów zmiennych względem wielkości produkcji. Po drugie,
koszty krańcowe wyznaczają zarówno nachylenia krzywej kosztów całkowitych, jak
i nachylenie krzywej kosztów krańcowych względem wielkości produkcji. Po trzecie
wreszcie, każdej dodatniej wielkości produkcji y towarzyszą dodatnie koszty krańcowe
(oznacza to również, że przy każdej wielkości produkcji y > 0 wzrostowi produkcji
odpowiada zarówno wzrost kosztu zmiennego vc, jak i wzrost kosztu całkowitego tc).

Jeśli mamy już zdefiniowane podstawowe rodzaje kosztów w przedsiębiorstwie, to
przyjrzyjmy się ich podstawowym właściwościom. Wydaje się, iż najwygodniej jest
rozpocząć od pokazania, jak kształtować się będą przeciętne koszty stałe przy produk-
                                                          

3 Dokładnie rzecz ujmując, wartość pochodnej funkcji f(x) w punkcie jest tangensem nachylenia stycz-
nej do krzywej f(x) w tym punkcie. My jednak tangens ten będziemy (w skrócie) określali jako nachylenie
krzywej w danym punkcie.

4 Zapis 
Y

X  oznaczać będzie dalej „zachodzi X przy warunku, że zachodzi Y”. Dlatego też zapis

0yydy
mcd

=

 oznacza wartość pochodnej mc(y) po y w punkcie y = y0.
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cji y zmieniającej się w przedziale (0; +∞). Z równania (1.6) wynika, że przy kosztach
stałych fc > 0 zachodzą związki:

,
y
fc

lim)y(afclim
0y0y

+∞==
++ →→

(1.12a)

,0
y
fc

lim)y(afclim
yy

==
+∞→+∞→

(1.12b)

0
y

fc

y

fc

dy

d

dy

afcd
2
<−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= (1.12c)

oraz:

.0
y

fc2

y

fc

dy

d

dy

afcd

dy

d

dy

afcd
322

2

>=⎟⎟
⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= (1.12d)

Z zależności (1.12abcd) płyną następujące wnioski:
• Bardzo małej wielkości produkcji (y→0+) odpowiadają bardzo wysokie (dążące

do +∞) przeciętne koszty stałe. Oznacza to również, że w zerze krzywa prze-
ciętnego kosztu stałego afc(y) ma asymptotę pionową.

• Jeśli wielkość produkcji jest bardzo duża (dąży do +∞), to przeciętne koszty
stałe są bardzo małe (zmierzają do zera). Wynika stąd, iż krzywa afc(y) ma
asymptotę poziomą y = 0.

• Krzywa przeciętnego kosztu stałego przy y ∈ (0; +∞) jest ujemnie nachylona

(gdyż )0
dy

afcd <  i wypukła (bo )0
dy

afcd
2

2

>  względem wielkości produkcji y.

Krzywa ta zilustrowana jest na rysunku 1.1.

Rys. 1.1. Produkcja y a przeciętne koszty stałe afc(y)

0

afc1

y1

afc0

y0
y

afc(y)
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Krzywą przeciętnego kosztu stałego na rysunku 1.1 interpretuje się ekonomicznie
w ten sposób, że jeśli produkcja w przedsiębiorstwie ukształtuje się na poziomie y0 > 0,
to rozważane przedsiębiorstwo ponosić będzie przeciętne koszty stałe afc(y0) równe
afc0 > 0. Gdyby zaś produkcja wzrosła do y1 > y0, to przeciętne koszty stałe spadłyby
do afc(y1) = afc1 < afc0. Przy produkcji zbieżnej do +∞ przeciętne koszty stałe zmniej-
szać się będą do zera.

Nieco inaczej kształtują się przeciętne koszty całkowite atc i przeciętne koszty
zmienne avc. Ponieważ przy wielkości produkcji y = 0 koszty zmienne równe są zeru,
zatem przeciętne koszty zmienne są wówczas wyrażeniem nieoznaczonym 0/05. Licząc
granicę, przy y→0+, z przeciętnych kosztów zmiennych i korzystając z reguły

de L’Hospitala, okazuje się, że jeżeli istnieje 
dy/dy

dy/vcd
lim

0y +→
, to:

,0)y(mclim
dy/dy

dy/vcd
lim

y

)y(vc
lim)y(avclim

0y0y

0

0
H

0y0y
≥===

++++ →→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

→→
(1.13a)

gdyż, zgodnie z warunkiem (1.11), 0)y(mc
dy

vcd >≡ . Podobnie, jeśli przyjmie się, że

bardzo dużej wielkości produkcji (y→+∞) odpowiadają bardzo wysokie koszty zmien-
ne (vc→+∞), to licząc ),y(avclim

y +∞→
 dochodzi się do symbolu postaci +∞/+∞. Postę-

pując analogicznie, jak z granicą (1.13a), przy założeniu istnienia 
dy/dy
dy/vcd

lim
y +∞→

, uzy-

skuje się związek:

.0)y(mclim
dy/dy
dy/vcd

lim
y

)y(vc
lim)y(avclim

yy

H

yy
≥===

+∞→+∞→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∞
∞

+∞→+∞→
(1.13b)

Z zależności (1.13ab) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Jeśli wielkość produkcji przedsiębiorstwa jest bardzo mała lub bardzo duża, to

przeciętne koszty zmienne są zbieżne z kosztami krańcowymi.
• Przy y→0+ oraz y→+∞ przeciętne koszty zmienne dążą do wielkości nieujem-

nych, jednak nie wiadomo, czy granice te są granicami skończonymi, czy też
nieskończonymi.

Licząc pochodną funkcji przeciętnych kosztów zmiennych avc(y), opisanych rów-
naniem (1.7), okazuje się, że:

                                                          

5 Wyrażenia nieoznaczone postaci 0/0 i ∞/∞ oznaczane będą dalej odpowiednio przez ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

0
H  oraz .H ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∞
∞
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,
y

)y(avc)y(mc
y

y
)y(vc

)y(mc

y

)y(vcy)y(mc

y

dy
dy

)y(vcy
dy

)y(vcd

y
)y(vc

dy
d

dy
)y(avcd

2

2

−=
−

=−⋅=

=
⋅−⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

(1.13c)

gdyż 
dy

vcd
mc ≡ , natomiast .

y
vc

avc ≡  Z równania (1.13c) wynika, że jeśli koszty krań-

cowe mc są wyższe od przeciętnych kosztów zmiennych avc, to pochodna 
dy

avcd
 jest

dodatnia i wzrost produkcji pociąga za sobą wzrost przeciętnych kosztów zmiennych.

Natomiast gdy mc < avc, zachodzi: 0
dy

avcd < , co oznacza, że wzrost y prowadzi wów-

czas do spadku avc. Gdyby zaś zdarzyło się tak, że w pewnym (skończonym lub nie)
przedziale produkcji y koszty krańcowe mc równe są przeciętnym kosztom zmiennym
avc, to we wspomnianym przedziale zmiana produkcji nie wpłynie na wielkość prze-
ciętnych kosztów zmiennych.

Z równania (1.8) wynika, że jeżeli istnieje )y(avclim
0y +→

, to:

+∞=+=
+++ →→→

)y(afclim)y(avclim)y(atclim
0y0y0y

(1.14a)

(gdyż, zgodnie z zależnościami (1.12a) oraz (1.13a), +∞=
+→

)y(afclim
0y

i 0)y(avclim
0y

≥
+→

) oraz:

0)y(mclim)y(avclim)y(afclim)y(avclim)y(atclim
yyyyy

≥==+=
+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→

(1.14b)

(co wynika stąd, iż 0)y(afclim
y

=
+∞→

, natomiast 0)y(mclim)y(avclim
yy

≥=
+∞→+∞→

).

Ze związków (1.14ab) płyną następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Jeśli wielkość produkcji przedsiębiorstwa y jest bardzo mała (zbieżna do zera),

to przeciętne koszty stałe dążą do +∞, przeciętne zaś koszty zmienne są zbieżne
z kosztami krańcowymi (w 0+ posiadają one nieujemną granicę, która nie musi
być jednak granicą skończoną). Oznacza to, iż przy y→0+ funkcja przeciętnych
kosztów całkowitych atc(y) jest zbieżna do +∞.

• Przy wielkości produkcji y→+∞ przeciętne koszty stałe afc dążą do zera, nato-
miast 0)y(mclim)y(avclim

yy
≥=

+∞→+∞→
, co implikuje, że funkcje przeciętnych

kosztów całkowitych atc(y) i kosztów krańcowych mc(y) mają wspólną, nie-
ujemną granicę (przy czym granica funkcji kosztów krańcowych w nieskończo-
ności nie musi być granicą skończoną).
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Po zróżniczkowaniu funkcji przeciętnego kosztu całkowitego (1.5) względem wiel-
kości produkcji y otrzymuje się:

.
y

)y(atc)y(mc
y

y
)y(tc

)y(mc

y

)y(tcy)y(mc

y

dy
dy

)y(tcy
dy

)y(tcd

y
)y(tc

dy
d

dy
)y(atcd

2

2

−=
−

=−⋅=

=
⋅−⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

(1.14c)

Z równania (1.14c) wynika, co następuje:
• Jeśli koszty krańcowe mc są wyższe od przeciętnych kosztów całkowitych atc,

to 0
dy

)y(atcd >  i wraz ze wzrostem wielkości produkcji rosną przeciętne koszty

całkowite.

• W przypadku, w którym mc < avc, pochodna 
dy

)y(atcd
 jest ujemna, skąd płynie

wniosek, że im wyższa jest wielkość produkcji realizowanej przez przedsiębior-
stwo, tym niższe są jego przeciętne koszty całkowite.

• Gdyby zaś zdarzyło się tak, że mc = avc, to pochodna (1.14c) równa będzie zeru
i wówczas przeciętne koszty całkowite są niezależne od wielkości produkcji
przedsiębiorstwa.

Szczególnym przypadkiem funkcji kosztu całkowitego (która będzie użyteczna
w prowadzonych w rozdziałach 3 i 4 analizach monopolu i oligopolu) jest liniowa
funkcja dana wzorem:

tc(y) = c ⋅ y + f, (1.15)

gdzie c, f > 0. Ze specyfikacji funkcji kosztu całkowitego (1.15) wynika, że koszty
stałe fc równe są f (gdyż tc(0) = f), a koszty zmienne vc(y) równe są c ⋅ y. Co więcej,
jeśli koszt całkowity opisany jest przez równanie (1.15), to funkcje przeciętnych kosz-
tów stałych afc, przeciętnych kosztów zmiennych avc, przeciętnych kosztów całkowi-
tych atc oraz kosztów krańcowych mc dane są wzorami:

,
y
f

y
fc

)y(afc =≡ (1.16a)

,c
y
yc

y
)y(vc

)y(avc =⋅=≡ (1.16b)

y

f
c

y

fyc

y

)y(tc
)y(atc +=+⋅=≡ (1.16c)

oraz:

( ) .cfyc
dy
d

dy
)y(tcd

)y(mc =+⋅=≡ (1.16d)

Z równań (1.16abcd) wyciągnąć można następujące wnioski:
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• Ponieważ równanie przeciętnych kosztów stałych (1.16a) odpowiada równaniu
(1.6), zatem przeciętne koszty stałe zachowują się tak, jak to zilustrowano na ry-
sunku 1.1.

• Przeciętne koszty zmienne avc równe są stałej c dla każdej dodatniej wielkości
produkcji y (co jest równoznaczne z tym, że przeciętne koszty zmienne nie ule-
gają zmianom wynikającym ze zmian wielkości produkcji).

• Jeśli wielkość produkcji y jest bardzo mała (y→0+), to przeciętne koszty całko-
wite atc są bardzo wysokie (gdyż z równania (1.16c) wynika, iż

)
y
f

limc)y(atclim
0y0y

+∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

++ →→
. Bardzo dużej (zbieżnej do +∞) wielkości

produkcji y odpowiadają przeciętne koszty całkowite zbieżne do przeciętnych

kosztów zmiennych c (bo )c
y
f

limc)y(atclim
yy

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+∞→+∞→
, które zgodnie

z równaniem (1.16d) równe są kosztom krańcowym. Krzywa przeciętnych kosz-
tów całkowitych, przy y zmieniającym się od 0 do +∞, jest ujemnie nachylona
i wypukła względem wielkości produkcji, co wynika stąd, że dla każdego y > 0

zachodzi: 0
y

f

y

f
c

dy

d

dy

atcd
2
<−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=  oraz 0

y

f2

y

f

dy

d

dy

atcd
322
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>=⎟
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⎜
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⎝

⎛
−= .

• Koszty krańcowe mc, podobnie jak przeciętne koszty zmienne avc, równe są
stałej c, co implikuje, że nie ulegają one zmianom wraz ze zmianami wielkości
produkcji y przedsiębiorstwa (przy dowolnej wielkości produkcji y > 0).

Rys. 1.2. Produkcja a koszty krańcowe i koszty przeciętne przy liniowej funkcji kosztu
całkowitego (1.15)

atc
afc

mc = avc

0

c

y

*c
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Koszty krańcowe, przeciętne koszty stałe, przeciętne koszty zmienne i przeciętne
całkowite, odpowiadające liniowej funkcji kosztu całkowitego (1.15), zilustrowane są
na rysunku 1.26.

Często w analizach mikroekonomicznych przyjmuje się, że kształt krzywych kosz-
tów krańcowych i przeciętnych (tj. przeciętnego kosztu całkowitego i przeciętnego
kosztu zmiennego) jest zbliżony do litery U (innymi słowy, krzywe te są U-kształtne).
Tego rodzaju krzywe zilustrowane są na rysunku 1.37.

U-kształtne krzywe kosztów zilustrowane na rysunku 1.3 charakteryzują się nastę-
pującymi właściwościami:

Rys. 1.3. U-kształtne krzywe kosztów

• Jeśli produkcja y znajduje się w przedziale (0; y1), to wzrost wielkości produkcji
połączony jest ze spadkiem zarówno kosztów krańcowych (mc), przeciętnych
kosztów całkowitych (atc), jak i przeciętnych kosztów zmiennych (avc).

• Przy y = y1 koszty krańcowe osiągają swoje minimum względem wielkości pro-
dukcji.

• W przedziale (y1; y2) przeciętne koszty całkowite oraz przeciętne koszty zmien-
ne nadal są malejącą funkcją wielkości produkcji, koszty krańcowe zaś rosną
wraz ze wzrostem wielkości produkcji y.

• Przy wielkości produkcji y równej y2 (po pierwsze) koszty krańcowe przecinają
się z przeciętnymi kosztami zmiennymi oraz (po drugie) przeciętne koszty
zmienne osiągają swoje minimum.

• Jeśli produkcja znajduje się w przedziale (y2; y3), to im wyższa jest wielkość
produktu wytwarzanego przez przedsiębiorstwo, tym niższe są przeciętne koszty
całkowite oraz tym wyższe są koszty krańcowe i przeciętne koszty zmienne.

                                                          
6 Zapis „*c” na rysunku 1.2 i dalszych oznaczać będzie różne rodzaje kosztów.
7 Na rysunku 1.3 pominięto krzywą przeciętnego kosztu stałego, której kształt zilustrowano uprzednio

na rysunkach 1.1–1.2.

y3

min{atc}

min{mc}

min{avc}
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0
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• Przy y = y3 koszty krańcowe zrównują się z przeciętnymi kosztami całkowitymi,
te zaś osiągają wówczas minimum względem wielkości produkcji.

• Po przekroczeniu przez przedsiębiorstwo wielkości produkcji y3 wzrost produk-
cji prowadzi do wzrostu zarówno kosztów krańcowych mc, jak i przeciętnych
kosztów zmiennych avc oraz przeciętnych kosztów całkowitych atc.

Przykładem funkcji kosztów całkowitych, z której wynikają U-kształtne krzywe
kosztów krańcowych i przeciętnych, jest wielomianowa funkcja kosztu całkowitego
dana wzorem:

tc(y) = Ay3 – By2 + Cy + D, (1.17)

gdzie parametry A, B, C i D są wielkościami dodatnimi. Z równania funkcji kosztów
całkowitych (1.17) oraz równań (1.1–1.2) wynika, że koszty zmienne vc dane są wzo-
rem:

vc(y) = Ay3 – By2 + Cy, (1.18)

a koszty stałe równe są D. Z równań (1.17–1.18) oraz z podanych uprzednio definicji
kosztów krańcowych (mc), przeciętnych kosztów zmiennych (avc) i przeciętnych
kosztów całkowitych (atc) wynika, że koszty te opisane są przez następujące związki:

( ) ,CBy2Ay3DCyByAy
dy
d

dy
tcd

)y(mc 223 +−=++−=≡ (1.19a)

( )
CByAy

y
CyByAy

y
yvc

)y(avc 2
23

+−=+−=≡ (1.19b)

oraz:

.
y
D

CByAy
y

DCyByAy
y

)y(tc
)y(atc 2

23

++−=++−=≡ (1.19c)

Z funkcji kosztów krańcowych (1.19a) płyną następujące wnioski:
• Ponieważ dla każdej wielkości produkcji y ∈ [0; +∞) koszty krańcowe muszą

być dodatnie, zatem parametry A, B i C należy dobrać tak, by dla każdego
y ∈ [0; +∞) mc(y) > 0. Oznacza to, że wyróżnik Δ funkcji kwadratowej
φ(y) = 3Ay2 – 2By + C musi być ujemny (gdyż A > 0). Ponieważ wyróżnik ana-
lizowanej funkcji Δ = 4B2 – 12AC, zatem Δ = 4B2 – 12AC będzie ujemny wtedy

i tylko wtedy, gdy .AC3B <  Dlatego też w prowadzonych dalej analizach

przyjmować będziemy dodatkowe założenie, że .AC3B <
• Przy produkcji y=0 koszty krańcowe równe są C > 0.
• Pochodna funkcji kosztów krańcowych mc(y) po wielkości produkcji y dana jest

wzorem: ( ) .B2Ay6CBy2Ay3
dy
d

dy
mcd 2 −=+−=  Płynie stąd wniosek, że po-

chodna 
dy
mcd

 będzie ujemna (dodatnia) wtedy i tylko wtedy, gdy
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A3

B
y <  ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ >
A3

B
y , natomiast przy 

A3

B
y =  pochodna funkcji kosztów krańco-

wych po wielkości produkcji przedsiębiorstwa równa będzie zeru. Oznacza to,

iż w przedziale ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

A3

B
;0  koszty krańcowe są malejącą funkcją wielkości

produkcji, przy 
A3

B
y =  osiągają swoje minimum (przy czym

{ } ,0
A3

B
mc)y(mcmin

);0[y
>⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
+∞∈

 a produkcja 
A3

B
y =  odpowiada punktowi y1

na rysunku 1.3), natomiast w przedziale ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +∞;
A3

B
 koszty te rosną wraz ze

wzrostem wielkości produkcji.
• Przy y→+∞ koszty krańcowe mc zbieżne są do +∞.
Z równania (1.19b), opisującego przeciętne koszty zmienne równe Ay2 – By + C,

wynika, co następuje:
• Zerowej wielkości produkcji odpowiadają przeciętne koszty zmienne równe

C > 0. Płynie stąd również wniosek, że avc(0) = mc(0).

• Ponieważ ( ) ,BAy2CByAy
dy
d

dy
avcd 2 −=+−=  zatem jeśli produkcja y jest

mniejsza (większa) od ,
A2

B
 to 0

dy
avcd <  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
> 0

dy
avcd

 i przeciętne koszty

zmienne spadają (rosną) wraz ze wzrostem wielkości produkcji. Przy 
A2

B
y =

pochodna funkcji przeciętnych kosztów zmiennych równa jest zeru i koszty te
osiągają swoje minimum. Minimum to opisane jest przez następujące równanie:

{ } 0
A4

BAC4
C

A2
B

B
A2
B

A
A2
B

avc)y(avcmin
22

);0[y
>−=+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
+∞∈

 (iloraz

A4

BAC4 2−
 jest dodatni, gdyż założyliśmy, że B2 < 3AC).

• Co więcej, ponieważ ,
A4

BAC4
C

A2
B

B2
A2
B

A3
A2
B

mc
22 −=+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
 zatem

przy produkcji ,
A2

B
y =  przy której przeciętne koszty zmienne osiągają swoje

minimum, koszty te równe są kosztom krańcowym. Ponadto produkcja 
A2

B
y =

odpowiada wielkości y2 na rysunku 1.3.
• Jeśli zaś wielkość produkcji y dąży do +∞, to przeciętne koszty zmienne dążą

również do +∞.
Natomiast ze związku (1.19c) wynika, że:
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• Jeśli produkcja y jest zbieżna do zera, to

,
y
D

CByAylim)y(atclim 2

0y0y
+∞=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

++ →→
 co oznacza, że bardzo małej

wielkości produkcji odpowiadają bardzo wysokie przeciętne koszty całkowite.
• Pochodna funkcji przeciętnych kosztów całkowitych po wielkości produkcji da-

na jest wzorem: .
y

D
BAy2

y
D

CByAy
dy
d

dy
atcd

2
2 −−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=  Stąd zaś

wynika, iż −∞=⎟⎟
⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

++ →→
2

0y0y y

D
BAy2lim

dy
atcd

lim ,

+∞=⎟⎟
⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

+∞→+∞→ 2yy y

D
BAy2lim

dy
atcd

lim

oraz

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
32 y

D
A2

y

D
BAy2

dy
d

dy
atcd

dy
d

, co oznacza, że jeśli wielkość

produkcji y zmienia się od 0 do +∞, to wartości pochodnej 
dy
atcd

 rosną w spo-

sób ciągły od –∞ do +∞. Oznacza to, iż istnieje dokładnie jedna dodatnia wiel-
kość produkcji y

�

 taka, że dla każdego ( )y;0y
�∈  ( )[ ]∞+∈ ;yy

�

 pochodna funk-

cji przeciętnych kosztów całkowitych atc(y) po produkcji y jest ujemna [dodat-
nia], a przy yy

�=  pochodna ta równa jest zeru8. Wynika stąd, że w przedziale

( )y;0y
�∈  przeciętne koszty całkowite są malejącą funkcją wielkości produkcji,

przy produkcji yy
�=  osiągają swą wartość minimalną, natomiast w przedziale

( )∞+∈ ;yy
�

 koszty te rosną wraz ze wzrostem wielkości produkcji. Produkt y
�

odpowiada wielkości produkcji y3 na rysunku 1.3.
• W sytuacji, w której wielkość produkcji rośnie do +∞, przeciętne koszty całko-

wite dążą również do +∞. Wynika to stąd, iż

.
y
D

CByAylim)y(atclim 2

yy
+∞=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

+∞→+∞→

                                                          

8 Ponieważ ,0
B

DA4

A2

B

D
B

A2

B
A2

dy

atcd
2

2

2

A2

B
y

<−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

=
  zatem wielkość produkcji 

A2

B
y = ,

przy której przeciętne koszty zmienne osiągają minimum, jest niższa od wielkości produkcji y
�

 minimali-

zującej przeciętne koszty całkowite.
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1.4. FUNKCJA PRODUKCJI. POJĘCIE I WŁAŚCIWOŚCI

W punkcie 1.3 rozważaliśmy zależności zachodzące pomiędzy wielkością produkcji
przedsiębiorstwa a poziomem ponoszonych przez nie kosztów. W punkcie 1.4 zdefi-
niujemy funkcję produkcji, podamy jej podstawowe właściwości oraz ich interpretację
ekonomiczną.

Jeśli przez x1, x2, …, xn ≥ 0 oznaczymy wielkości nakładów kolejnych, wykorzy-
stywanych w procesie produkcyjnym, czynników produkcji, natomiast przez y ≥ 0
wielkość wytworzonego przez przedsiębiorstwo produktu, to przez funkcję produkcji:

y = f(x1, x2, …, xn) (1.20)

rozumieć będziemy pewną funkcję f opisującą relacje pomiędzy nakładami owych
czynników produkcji a wielkością realizowanego produktu9. Innymi słowy, funkcja
produkcji f(x1, x2, ..., xn) wyznacza wielkość produkcji, jaką można uzyskać z danych
nakładów czynników produkcji. Jeśli w procesie produkcyjnym analizować będziemy
wpływ dowolnej, skończonej liczby n nakładów czynników produkcji, to będziemy
mieć do czynienia z n-czynnikową funkcją produkcji. Jeśli zaś w prowadzonych anali-
zach liczbę nakładów ograniczymy jedynie do dwóch czynników produkcji (nakładów
kapitału k i pracy l), to będziemy mówić o dwuczynnikowej funkcji produkcji:

y = f(k, l). (1.21)

Co więcej, przez krańcowy produkt i-tego czynnika produkcji (oznaczany dalej
przez mpi dla każdego i = 1, 2, …, n) rozumieć będziemy relację przyrostu produktu
(Δy) do przyrostu nakładów i-tego czynnika produkcji (Δxi). Jeśli przyrost nakładów
i-tego czynnika produkcji jest zbieżny do zera, to krańcowy produkt i-tego czynnika

produkcji ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Δ
Δ≡

i
i x

y
mp  można zapisać za pomocą następującej pochodnej cząstkowej:

( )
.

x
x...,,x,xf

x
y

mp
i

n21

i
i ∂

∂≡
∂
∂≡ (1.22)

Krańcowy produkt i-tego czynnika produkcji (analogicznie jak np. koszt krańcowy)
wyznacza nachylenie krzywej produkt-nakład i-tego czynnika produkcji w układzie
współrzędnych, w którym na osi poziomej odkłada się nakład i-tego czynnika produk-
cji xi (przy warunku, że xj = const dla każdego j = 1, 2, ..., n, przy czym j ≠ i), nato-
miast na osi pionowej wielkość produkcji y (zależnej od nakładów i-tego czynnika
produkcji przy ustalonej wielkości nakładów pozostałych czynników).

W przypadkach, w których rozpatrywać będziemy dwuczynnikowe funkcje produk-
cji, wykorzystamy pojęcia krańcowego produktu kapitału (mpk) i krańcowego pro-
duktu pracy (mpl). Przez krańcowy produkt kapitału mpk (krańcowy produkt pracy
mpl), analogicznie jak w przypadku krańcowego produktu i-tego czynnika produkcji,
rozumieć będziemy relację przyrostu produktu Δy do przyrostu nakładów kapitału Δk

                                                          
9 O funkcji produkcji, podobnie jak o funkcjach kosztów, będziemy implicite zakładać, że jest funkcją

odpowiednią ilość razy różniczkowalną względem dodatnich nakładów każdego z czynników produkcji.
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(pracy Δl). Jeśli Δk→0 oraz Δl→0, to krańcowe produkty kapitału mpk i pracy mpl
można zapisać następująco:

( )
k

l,kf

k

y
mpk

∂
∂≡

∂
∂≡ (1.23a)

i:
( )

.
l

l,kf

l

y
mpl

∂
∂≡

∂
∂≡ (1.23b)

Analogicznie, jak w przypadku krańcowego produktu i-tego czynnika produkcji, rów-
nież krańcowy produkt kapitału (krańcowy produkt pracy) wyznacza nachylenie krzy-
wej produkt-nakład kapitału (produkt-nakład pracy) w układzie współrzędnych,
w którym na osi poziomej odkłada się nakład kapitału (pracy) przy stałym nakładzie
pracy (kapitału), na osi pionowej zaś wielkość produkcji przedsiębiorstwa.

1.4.1. Dwuczynnikowa funkcja produkcji

Dla dwuczynnikowej funkcji produkcji y = f(k, l) przyjmować będziemy następują-
ce założenia:

1. Zarówno nakłady kapitału k, jak i nakłady pracy l są niezbędne w procesie pro-
dukcyjnym. Oznacza to, że:

f(k, 0) = f(0, l) = 0, (1.24)

czyli brak nakładów kapitału (k = 0) lub brak nakładów pracy (l = 0) powoduje, że
wielkość wytworzonego przez przedsiębiorstwo produktu równa jest zeru.

2. Bardzo dużym nakładom kapitału (pracy) i niezerowym nakładom drugiego
z czynników produkcji odpowiada bardzo wysoka wielkość wytworzonego przez
przedsiębiorstwo produktu. Można to formalnie zapisać następująco:

.)l,k(flim)l,k(flim
0k;l0l;k

+∞==
>+∞→>+∞→

(1.25)

3. Wraz ze wzrostem nakładów kapitału (pracy), przy stałych nakładach pracy (ka-
pitału), wielkość wytworzonej przez przedsiębiorstwo produkcji rośnie. Oznacza to, iż

dla każdego k, l > 0 pochodne cząstkowe 
k

y

∂
∂

 i 
l

y

∂
∂

 są dodatnie. Stąd zaś oraz z równań

(1.23ab) wynika, że:

0
k

y
mpk >

∂
∂≡ (1.26a)

i:

.0
l

y
mpl >

∂
∂≡ (1.26b)

4. Zachodzą tzw. warunki Inady. Warunki te sprowadzają się do tego, iż bardzo
małym nakładom kapitału k (pracy l) odpowiada bardzo wysoki krańcowy produkt
kapitału mpk (krańcowy produkt pracy mpl), bardzo zaś wysokim nakładom kapitału
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(pracy) towarzyszy bardzo niski krańcowy produkt kapitału (krańcowy produkt pracy).
Płynie stąd wniosek, że:

0
k
y

limmpklimi
k
y

limmpklim
0l;k0l;k0l;0k0l;0k

=
∂
∂=+∞=

∂
∂=

>+∞→>+∞→>→>→ ++
(1.27a)

oraz:

.0
l
y

limmpllimi
l
y

limmpllim
0k;l0k;l0k;0l0k;0l

=
∂
∂=+∞=

∂
∂=

>+∞→>+∞→>→>→ ++
(1.27b)

Z warunków Inady wynika, iż krzywe krańcowego produktu kapitału i krańcowego
produktu pracy mają w zerze asymptotę pionową oraz asymptoty poziome y = 0.

5. Wzrost nakładów kapitału (pracy), przy stałych nakładach pracy (kapitału), po-
woduje, że krańcowy produkt kapitału mpk (krańcowy produkt pracy mpl) spada. Im-

plikuje to, że pochodne cząstkowe 
k

mpk

∂
∂

 oraz 
l

mpl

∂
∂

 są mniejsze od zera, skąd płynie

wniosek, iż dla każdego k, l > 0 zachodzi:

0
k

mpk
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y
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y
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(1.28a)

i:
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l
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l
y
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∂
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⎛
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∂

∂
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∂

(1.28b)

Rys. 1.4a. Nakłady kapitału k a produkcja y i krańcowy produkt kapitału mpk

constl
k =

mpk

0
constl

k =

y

0
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Rys. 1.4b. Nakłady pracy l a produkcja y i krańcowy produkt pracy mpl

Z warunków Inady (1.27ab) oraz związków (1.28ab) wynika, że jeśli nakłady kapitału
k (pracy l) nie ulegają zmianie, to krańcowy produkt pracy mpl (krańcowy produkt
kapitału mpk) spada od nieskończoności do zera. Natomiast związki (1.26ab)
i (1.28ab) implikują, iż jeśli nakłady kapitału (pracy) rosną, przy stałych nakładach
drugiego z czynników produkcji, to produkcja rośnie coraz wolniej, krańcowy zaś
produkt kapitału (krańcowy produkt pracy) spada. Zależności te nazywane są w teorii
ekonomii prawem malejącej produkcyjności krańcowej czynników produkcji. Prawo
malejącej produkcyjności krańcowej kapitału i pracy zilustrowane jest na rysunkach
1.4ab.

6. Funkcja produkcji y = f(k, l) jest jednorodna stopnia Ξ > 0. Oznacza to, że dla
każdego k, l, ζ > 0 zachodzi:

f(ζk, ζl) = ζΞf(k, l) = ζΞy. (1.29)

Z równania (1.29) wynika, że dowolne ζ-krotne zwiększenie nakładów każdego
z czynników produkcji prowadzi do ζΞ-krotnego wzrostu produkcji. Można to również
interpretować w ten sposób, iż jeśli funkcja produkcji jest jednorodna stopnia Ξ > 1
(Ξ < 1), to np. dwukrotne zwiększenie nakładów kapitału i pracy w przedsiębiorstwie
prowadzi do więcej (mniej) niż dwukrotnego wzrostu wytworzonego produktu. Jeśli
zaś funkcja produkcji jest jednorodna stopnia pierwszego, to podwojenie nakładów
każdego z czynników produkcji prowadzi do dwukrotnego wzrostu produktu.
Co więcej, przyjmować również będziemy, że jeśli funkcja produkcji y = f(k, l) jest
jednorodna stopnia pierwszego, to występują stałe efekty skali (procesu produkcyjne-
go). Jeśli zaś stopień jednorodności owej funkcji będzie większy (mniejszy) od jedno-
ści, to w przedsiębiorstwie występują rosnące (malejące) efekty skali.
Korzystając z twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej, okazuje się, iż funkcja produk-
cji (1.21) jest jednorodna stopnia Ξ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego k, l > 0
zachodzi związek:

mpl

0
constk

l =

y

0
constk

l =
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( ).l,kfl
l

f
k
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f Ξ=⋅
∂
∂+⋅

∂
∂

Stąd zaś oraz z równań (1.21) i (1.23ab) wynika, że:

mpk ⋅ k + mpl ⋅ l = Ξy. (1.30)

Równanie (1.30) można interpretować ekonomicznie w ten sposób, iż jeśli funkcja
produkcji y = f(k, l) charakteryzuje się malejącymi (rosnącymi) efektami skali, to suma
nakładów czynników produkcji ważona krańcowymi produktami owych czynników,
a więc mpk ⋅ k + mpl ⋅ l, jest mniejsza (większa) od wielkości wytworzonego produktu.
Jeśli zaś występują stałe efekty skali funkcji produkcji, to wyrażenie mpk ⋅ k + mpl ⋅ l
równe jest wielkości produkcji y.

Szczególnym przypadkiem dwuczynnikowej funkcji produkcji (1.21) jest funkcja
Cobba-Douglasa dana wzorem:

( ) ,lakl,kfy LK αα== (1.31)

gdzie a > 0, natomiast αK i αL ∈ (0; 1). Parametr a w funkcji produkcji Cobba-
-Douglasa określa produkt, który przedsiębiorstwo może wytworzyć z jednostkowych

nakładów kapitału k i pracy l. Wynika to stąd, iż ( ) .a11a1,1f LK == αα  Parametr ten

nazywany jest łączną produkcyjnością czynników produkcji10. Co więcej, ponieważ im
wyższą wartość przyjmuje łączna produkcyjność czynników produkcji, tym wyższy
produkt może być wytworzony z danych nakładów kapitału i pracy, zatem im wyższa
jest łączna produkcyjność czynników produkcji, tym wyższym poziomem zaawanso-
wania technologicznego charakteryzuje się dane przedsiębiorstwo.

Licząc elastyczności funkcji produkcji (1.31) względem nakładów kapitału (εyk)
i pracy (εyl), otrzymujemy:
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oraz:
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LK α=⋅α=⋅
∂
∂≡ε αα

−αα (1.32b)

Elastyczności (1.32ab) interpretuje się ekonomicznie następująco. Jeśli nakłady kapi-
tału k (pracy l) rosną o ζ%, przy stałych nakładach pracy (kapitału), to wielkość wy-
tworzonej produkcji y rośnie o αKζ% (αLζ%). Jeśli więc np. αK = 1/3 i αL = 2/3, to
wzrostowi nakładów kapitału (pracy) o 1%, przy stałej wielkości nakładów drugiego
z analizowanych tu czynników produkcji, odpowiadać będzie wzrost produkcji przed-
siębiorstwa o 1/3% (2/3%).

Funkcja produkcji Cobba-Douglasa spełnia wszystkie właściwości, którymi cha-
rakteryzuje się funkcja produkcji y = f(k, l). Wynika to stąd, iż:

1) ( ) ( ) ;0l0al,0f0ak0,kf LKLK ==== αααα

                                                          
10 Czasami również parametr a w funkcji produkcji Cobba-Douglasa nazywany jest też całkowitą pro-

dukcyjnością czynników produkcji.
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2) ( ) +∞== αα
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3) dla każdego k, l > 0 zachodzi: 0lka
k

y
mpk LK 1

K >α=
∂
∂≡ α−α  oraz

0lak
l

y
mpl 1

L
LK >α=

∂
∂≡ −αα ;

4) spełnione są warunki Inady, gdyż: +∞=α= α−
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5) pochodne cząstkowe krańcowych produktów czynników produkcji po nakładach
owych czynników produkcji są ujemne, bo przy αK, αL ∈ (0; 1) dla każdego k, l > 0

zarówno ( ) ( ) 0lk1alka
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mpk LKLK 2
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∂
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6) funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.31) jest jednorodna stopnia Ξ = αK + αL.
Wynika to stąd, iż:

( ) ( ) ,ylakllakklakl
l

y
k

k

y
LKLK

1
L

1
K

LKLKLK α+α=α+α=α+α=
∂
∂+

∂
∂ αα−ααα−α

a zatem, z twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej otrzymujemy, że funkcja produkcji
(1.31) jest jednorodna stopnia αK + αL. Oznacza to również, że jeśli suma elastyczności
produkcji względem nakładów czynników produkcji jest mniejsza (większa) od jedno-
ści, to funkcja ta charakteryzuje się malejącymi (rosnącymi) efektami skali. Natomiast
przy αK + αL = 1 występują stałe efekty skali procesu produkcyjnego.

1.4.2. n-czynnikowa funkcja produkcji*

Rozszerzeniem rozważanej w podpunkcie 1.4.1 skryptu dwuczynnikowej funkcji
produkcji y = f(k, l) jest funkcja n-czynnikowa y = f(x1, x2, …, xn). Na funkcję tę na-
kłada się analogiczne ograniczenia jak na funkcję produkcji y = f(k, l). Oznacza to, że:

1. Dla każdego x1, x2, …, xn > 0 zachodzi:

f(0, x2, …, xn) = f(x1, 0, …, xn) = … = f(x1, x2, …, 0) = 0, (1.33)

                                                          
* Gwiazdką oznaczono trudniejsze matematycznie fragmenty skryptu.
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co oznacza, że każdy z uwzględnionych w funkcji produkcji (1.20) czynników produk-
cji jest niezbędny w procesie produkcyjnym.

2. Jeśli nakłady jednego z czynników produkcji dążą do +∞, pozostałych zaś są do-
datnie, to wielkość wytworzonej produkcji dąży do +∞. Dlatego też:

( ) .x,,x,xflim n21
xn...,,2,1i i

+∞=∀
+∞→=

… (1.34)

3. Krańcowy produkt każdego z czynników produkcji jest dodatni, co oznacza, iż
dla każdego xi > 0 (i = 1, 2, …, n) spełniony jest związek:

.0
x

y
mp

i
i >

∂
∂≡ (1.35)

Zależność (1.35) można również interpretować ekonomicznie w ten sposób, że jeśli
nakłady i-tego czynnika produkcji rosną (przy stałych nakładach pozostałych czynni-
ków produkcji), to wielkość wytworzonego przez przedsiębiorstwo produktu również
rośnie.

4. Funkcja produkcji spełnia warunki Inady względem każdego z czynników pro-
dukcji, czyli:
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y
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(1.36a)

oraz:
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(1.36b)

5. Wzrost nakładów i-tego czynnika produkcji (przy stałej wielkości nakładów po-
zostałych czynników produkcji) obniża krańcowy produkt owego czynnika produkcji.
Oznacza to, iż dla każdego xi > 0 (i = 1, 2, …, n) zachodzi:
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(1.37)

Z zależności (1.35), (1.36ab) oraz (1.37) wynika, że spełnione jest prawo malejącej
produkcyjności krańcowej każdego z uwzględnionych w funkcji produkcji (1.20)
czynników produkcji.

6. n-czynnikowa funkcja produkcji jest jednorodna stopnia Ξ > 0. Wynika stąd, iż
dla każdego ζ > 0 spełniony jest związek:

f(ζx1, ζx2, …, ζxn) = ζΞf(x1, x2, …, xn) = ζΞy (1.38a)

lub, po uwzględnieniu twierdzenia Eulera o funkcji jednorodnej oraz faktu, że

i
i x

y
mp

∂
∂≡ , uzyskuje się zależność:
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Równania (1.38ab) interpretuje się ekonomicznie, analogicznie jak równania (1.29–
–1.30). Przyjmuje się również, że jeśli stopień jednorodności Ξ funkcji produkcji
(1.20) będzie większy (mniejszy) od jedności, to występują rosnące (malejące) efekty
skali funkcji produkcji, jeśli zaś Ξ = 1, to mamy do czynienia ze stałymi efektami skali.

Podobnie jak szczególnym przypadkiem dwuczynnikowej funkcji produkcji (1.21)
jest funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.31), tak szczególnym przypadkiem n-czyn-
nikowej funkcji produkcji (1.20) jest n-czynnikowa funkcja produkcji Cobba-Douglasa
dana następującym wzorem:

( ) ,xxxaxax,,x,xfy n21i
n21

n

1i
in21

ααα

=

α ⋅⋅⋅⋅=== ∏ …… (1.39)

gdzie a > 0 oraz αi ∈ (0; 1) dla każdego i = 1, 2, …, n. Parametr a, analogicznie jak
w funkcji produkcji (1.31), jest łączną produkcyjnością czynników produkcji definio-
waną jako ilość produktu, która może być uzyskana z jednostkowych nakładów każde-

go z czynników produkcji (wynika to stąd, iż ( ) )a1a1...,,1,1f
n

1i

i == ∏
=

α . Natomiast

parametry αi to elastyczności wytworzonej przez przedsiębiorstwo produkcji wzglę-
dem nakładów i-tego czynnika produkcji. Dzieje się tak dlatego, że dla każdego
i = 1, 2, …, n:
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Elastyczności αi interpretuje się ekonomicznie analogicznie do elastyczności αK i αL

w przypadku dwuczynnikowej funkcji produkcji Cobba-Douglasa (1.31).
Funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.39) spełnia wszystkie wspomniane uprzed-

nio właściwości 1–6. Wynika to stąd, iż:
1. f(0, x2, …, xn) = f(x1, 0, …, xn) = … = f(x1, x2, …, 0) = 0, gdyż:
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2. Dla każdego i = 1, 2, …, n zachodzi:
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4. Zachodzą warunki Inady, gdyż
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5. Wraz ze wzrostem nakładów każdego z czynników produkcji spada jego produkt
krańcowy, co wynika stąd, iż przy αi ∈ (0; 1) oraz xi > 0 (dla każdego i = 1, 2, …, n)
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przyjmują wartości ujemne.
6. Ponieważ dla każdego ζ > 0 zachodzi:
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zatem funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1.39) jest jednorodna stopnia .
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rakteryzuje się malejącymi (rosnącymi) efektami skali. Jeśli zaś ,1
n

1i
i =α∑

=
 to wystę-

pują stałe efekty skali procesu produkcyjnego.

1.5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w rozdziale 1 rozważania można podsumować następująco:
I. Przedsiębiorstwo to podmiot mikroekonomiczny zajmujący się wytwarzaniem

pewnego dobra lub usługi. Zakłada się także, że celem działania przedsiębior-
stwa jest maksymalizacja zysku utożsamianego z różnicą między utargiem
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(przychodem) owego przedsiębiorstwa a ponoszonymi przez nie kosztami cał-
kowitymi.

II. Podstawowymi strukturami rynku, na którym może funkcjonować przedsiębior-
stwo, jest konkurencja doskonała, monopol i oligopol. Konkurencja doskonała to
taka struktura rynku, na którym działa wielu małych producentów, z których ża-
den nie ma wpływu na cenę kształtującą się w konkurencji doskonałej. Monopol
występuje wówczas, gdy na rynku pewnego dobra lub usługi funkcjonuje wy-
łącznie jeden producent, który ustala na tym rynku taką cenę produktu, by mak-
symalizować swój zysk. O oligopolu mówimy zaś wówczas, gdy na rynku działa
kilku dużych producentów, z których każdy ma istotny (ale nie wyłączny) wpływ
na cenę, która kształtuje się na tym rynku. Oligopol, w którym działa dwóch pro-
ducentów, nazywany jest duopolem.

III. Koszty całkowite przedsiębiorstwa to wartość wszelkich nakładów, które umoż-
liwiają mu realizację określonej wielkości produkcji. Koszty te rozkładają się na
koszty stałe oraz koszty zmienne. Koszty stałe są niezależne od wielkości wy-
twarzanej przez przedsiębiorstwo wielkości produkcji. Natomiast koszty zmienne
rosną wraz ze wzrostem produkcji.

IV. Ważnymi, dla funkcjonowania przedsiębiorstwa, kategoriami kosztów są różne-
go rodzaju koszty przeciętne. Koszty te uzyskuje się, dzieląc odpowiednie ro-
dzaje kosztów przez wielkość produkcji. Oznacza to, że przez przeciętne koszty
całkowite rozumie się koszty całkowite przypadające na jednostkę wytworzone-
go przez przedsiębiorstwo produktu. Podobnie przeciętne koszty stałe (przeciętne
koszty zmienne) to koszty stałe (koszty zmienne) podzielone przez wielkość pro-
dukcji.

V. Przez koszty krańcowe przedsiębiorstwa rozumie się relację przyrostu kosztów
całkowitych (lub kosztów zmiennych) do przyrostu produkcji. Ponieważ wzrost
produkcji zazwyczaj połączony jest ze wzrostem kosztów zmiennych (i – tym
samym – kosztów całkowitych), zatem koszty krańcowe są dodatnie.

VI. Jeśli przedsiębiorstwo charakteryzuje się U-kształtnymi krzywymi przeciętnych
kosztów całkowitych, przeciętnych kosztów zmiennych i kosztów krańcowych,
to przeciętne koszty stałe i przeciętne koszty zmienne osiągają swoje minimum
przy wielkości produkcji, przy której zrównują się z kosztami krańcowymi.

VII. Przez funkcję produkcji rozumie się funkcję opisującą relacje zachodzące mię-
dzy wielkością nakładów czynników produkcji a wielkością realizowanej przez
przedsiębiorstwo produkcji. Jeśli w funkcji produkcji wyróżnia się tylko dwa
czynniki produkcji (kapitał i pracę), to mówimy o dwuczynnikowej funkcji pro-
dukcji. Jeśli zaś rozważa się wpływ n-czynników produkcji na wielkość wytwo-
rzonego przez przedsiębiorstwo produktu, to wykorzystuje się n-czynnikową
funkcję produkcji.

VIII. O funkcji produkcji zakłada się, że charakteryzuje się następującymi właściwo-
ściami. Po pierwsze, każdy z czynników produkcji jest niezbędny w procesie
produkcyjnym. Po drugie, bardzo dużym nakładom jednego z czynników pro-
dukcji (przy dodatnich nakładach pozostałych czynników produkcji) towarzyszy
bardzo duża wielkość wytworzonej przez przedsiębiorstwo produkcji. Po trzecie,
krańcowe produkty każdego z czynników produkcji są dodatnie. Po czwarte,
spełnione są warunki Inady, czyli bardzo dużym (bardzo małym) nakładom każ-
dego z czynników produkcji odpowiada bardzo mały (bardzo duży) krańcowy
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produkt owego czynnika produkcji. Po piąte, wzrost nakładów każdego z czyn-
ników produkcji prowadzi do spadku jego produktu krańcowego oraz, po szóste,
funkcja produkcji jest jednorodna stopnia Ξ > 0.

IX. Jeśli stopień jednorodności funkcji produkcji jest mniejszy (większy) od jedno-
ści, to funkcja ta charakteryzuje się malejącymi (rosnącymi) efektami skali. Jeśli
zaś stopień ten równy jest 1, to występują stałe efekty skali. Oznacza to, że
w warunkach malejących (rosnących) efektów skali funkcji produkcji np. po-
dwojenie nakładów wszystkich czynników produkcji prowadzi do mniej (więcej)
niż dwukrotnego wzrostu produktu wytwarzanego przez przedsiębiorstwo. Na-
tomiast przy stałych efektach skali skutkiem podwojenia nakładów wszystkich
czynników produkcji jest podwojenie produkcji przedsiębiorstwa.



Rozdzia ł  2

RÓWNOWAGA PRZEDSIĘBIORSTWA DZIAŁAJĄCEGO
W WARUNKACH KONKURENCJI DOSKONAŁEJ

2.1. WPROWADZENIE

Celem analiz prowadzonych w rozdziale 2 skryptu jest:
I. Wyprowadzenie warunku koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zysku

przedsiębiorstwa działającego w konkurencji doskonałej.
II. Wyznaczenie optymalnej wielkości produkcji przedsiębiorstwa przy U-kształt-

nych krzywych kosztów krańcowych i przeciętnych oraz różnych relacjach za-
chodzących między ceną a minimum przeciętnych kosztów całkowitych i mini-
mum przeciętnych kosztów zmiennych.

III. Określenie wielkości popytu przedsiębiorstwa, działającego w warunkach kon-
kurencji doskonałej, na kapitał i pracę wówczas, gdy proces produkcyjny opisa-
ny jest przez dwuczynnikową funkcję produkcji.

IV. Wyznaczenie popytu na dowolną, skończoną liczbę n czynników produkcji
w sytuacji, w której przedsiębiorstwo charakteryzuje się n-czynnikową funkcją
produkcji.

Struktura rozdziału 2 przedstawia się następująco. W punkcie 2.2 określone zostaną
warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku przedsiębiorstwa przy cenie
(wytwarzanego przez przedsiębiorstwo produktu) niezależnej od producenta. W punk-
cie 2.3 rozważane są owe warunki maksymalizacji zysku w kontekście U-kształtnych
krzywych kosztów. Punkt 2.4 zawiera podpunkty 2.4.1 i 2.4.2. W podpunkcie 2.4.1
analizowany jest popyt przedsiębiorstwa na dwa czynniki produkcji (kapitał i pracę)
zarówno przy ogólnej, dwuczynnikowej funkcji produkcji, jak i wówczas, gdy funkcja
ta jest funkcją produkcji Cobba-Douglasa. W podpunkcie 2.4.2 prowadzone są analo-
giczne – jak w punkcie 2.4.1 – rozważania przy n-czynnikowej funkcji produkcji. Roz-
dział kończy punkt 2.5, w którym znaleźć można podsumowanie prowadzonych w nim
rozważań.

2.2. WARUNKI KONIECZNY I DOSTATECZNY MAKSYMALIZACJI
ZYSKU

Przed wyznaczeniem warunków koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zy-
sku przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej należy zdefi-
niować dwa, kluczowe dla dalszych rozważań, pojęcia. Pojęciami tymi są zysk i utarg
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(albo przychód) przedsiębiorstwa. Przez zysk przedsiębiorstwa (π) rozumieć będziemy
różnicę pomiędzy uzyskiwanym przez nie utargiem (r) a ponoszonymi przez przedsię-
biorstwo kosztami całkowitymi (tc). A zatem:

π ≡ r – tc. (2.1)

Z tożsamości (2.1) wynika, że jeśli utarg przedsiębiorstwa jest wyższy (niższy) od jego
kosztów całkowitych, to zysk rozważanego przedsiębiorstwa jest dodatni (ujemny).
Oznacza to również, że jeśli koszty całkowite w przedsiębiorstwie przewyższają jego
utarg, to przedsiębiorstwo to ponosi stratę równą –π.

Utargiem przedsiębiorstwa nazywać będziemy jego przychód uzyskiwany ze sprze-
daży wytwarzanego produktu. Płynie stąd wniosek, że jeśli produkcja przedsiębiorstwa
równa jest y, ustalona na rynku cena wytwarzanego produktu wynosi p, to utarg r tegoż
przedsiębiorstwa można zapisać następująco:

r ≡ p ⋅ y. (2.2)

Ponieważ cena p wytwarzanego dobra lub usługi jest dodatnia, natomiast produkcja
przedsiębiorstwa y jest nieujemna, zatem utarg r musi być większy (gdy y > 0) lub
równy (przy y = 0) zeru. Co więcej, ponieważ w warunkach konkurencji doskonałej
cena jest niezależna od przedsiębiorstwa (jest dla przedsiębiorstwa zmienną egzoge-
niczną), zatem wielkość utargu tego przedsiębiorstwa zależna jest od wielkości jego
produkcji. Wynika stąd, iż funkcja utargu r(y) przedsiębiorstwa działającego w konku-
rencji doskonałej jest funkcją jego wielkości produkcji y postaci1:

r(y) = p ⋅ y. (2.3)

Ponieważ z prowadzonych w rozdziale 1 rozważań wynika, iż ponoszone przez
przedsiębiorstwo koszty całkowite tc(y) są funkcją wielkości produkcji y, więc stąd
oraz z równań (2.1) i (2.3) wynika, iż funkcję zysku π(y) przedsiębiorstwa, które działa
w warunkach konkurencji doskonałej, można zapisać następująco:

π(y) = p ⋅ y – tc(y). (2.4)

Jeśli przedsiębiorstwo działające w warunkach konkurencji doskonałej dąży do mak-
symalizacji zysku, to szuka takiej wielkości produkcji y ≥ 0, przy której funkcja zysku
(2.4) osiąga swoje maksimum. Oznacza to, że rozważane przedsiębiorstwo stoi przed
problemem maksymalizacji funkcji jednej zmiennej π(y). Warunki konieczny i dosta-
teczny maksymalizacji funkcji zysku (2.4) przedstawiają się następująco:

0
dy
d =π

(2.5)

oraz:

0
dy

d
2

2

<π
. (2.6)

                                                          
1 Różnica między utargiem przedsiębiorstwa a funkcją jego utargu jest analogiczna do, rozważanej

w punkcie 1.2 skryptu, różnicy pomiędzy kosztami a funkcjami kosztów.
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Licząc pochodną funkcji zysku π(y) po wielkości produkcji y oraz uwzględniając fakt,

że 
dy

tcd
)y(mc ≡  (por. równanie (1.10)), okazuje się, iż pochodna 

dy

dπ
 dana jest wzo-

rem:

( ) ).y(mcp
dy

tcd
p)y(tcyp

dy

d

dy

d −=−=−⋅=π
(2.7)

Z powyższego równania można wyciągnąć wniosek, że jeśli cena p jest wyższa (niż-

sza) od kosztów krańcowych mc, to pochodna 
dy

dπ
 przyjmuje wartości dodatnie (ujem-

ne). Oznacza to, iż przy cenie wyższej (niższej) od kosztów krańcowych zysk π(y) jest
rosnącą (malejącą) funkcją wielkości produkcji y. A więc wzrost (spadek) wielkości
produkcji prowadzi wówczas do wzrostu (spadku) zysku przedsiębiorstwa.

Różniczkując równanie (2.7) względem wielkości produkcji y, uzyskuje się drugą
pochodną funkcji zysku:

( ) .
dy

mcd
)y(mcp

dy

d

dy

d

dy

d

dy

d
2

2

−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π=π
(2.8)

Z zależności (2.8) płyną następujące wnioski. Jeśli nachylenie funkcji kosztu krańco-

wego 
dy

mcd
 jest dodatnie, to druga pochodna funkcji zysku 

dy

mcd

dy

d
2

2

−=π
 przyjmuje

wartości ujemne, a krzywa zysku jest wklęsła (względem wielkości produkcji). Jeśli

zaś 0
dy

mcd < , to 0
dy

d
2

2

>π
 i krzywa ta jest wypukła.

Wstawiając pochodną 
dy

dπ
, z równania (2.7), do warunku koniecznego (2.5) mak-

symalizacji zysku analizowanego przedsiębiorstwa, warunek ów można zapisać nastę-
pująco:

p – mc(y) = 0,
co implikuje, że:

p = mc(y). (2.9)

Co więcej, ponieważ z równania (2.8) wynika, iż 
dy

mcd

dy

d
2

2

−=π
, zatem warunek do-

stateczny (2.6) maksymalizacji zysku producenta działającego w warunkach konkuren-
cji doskonałej można sprowadzić do następującej nierówności:

.0
dy

mcd > (2.10)
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Z prowadzonych tu analiz oraz związków (2.9–2.10) wynika, że przedsiębiorstwo
funkcjonujące w konkurencji doskonałej maksymalizuje zysk wtedy i tylko wtedy,
gdy:

• ukształtowana na rynku cena p wytwarzanego przez producenta dobra lub usługi
równa jest jego kosztom krańcowym mc (warunek konieczny maksymalizacji
zysku)

oraz:

• nachylenie krzywej kosztu krańcowego 
dy

mcd
, odpowiadające wielkości pro-

dukcji, przy której cena p zrównuje się z kosztami krańcowymi mc, jest dodatnie
(warunek dostateczny maksymalizacji zysku)2.

2.3. FUNKCJA ZYSKU I JEJ WŁAŚCIWOŚCI
PRZY U-KSZTAŁTNYCH KRZYWYCH KOSZTÓW

Wyprowadzone w punkcie 2.2 warunki (konieczny i dostateczny) maksymalizacji
funkcji zysku przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej
wygodnie jest zilustrować przypadkiem, w którym przedsiębiorstwo to charakteryzuje
się, opisanymi w punkcie 1.2 skryptu, U-kształtnymi krzywymi kosztów (por. rysunek
1.3). Przyjmijmy więc, że cena na rynku ukształtowała się na poziomie p > 0, przed-
siębiorstwo zaś charakteryzuje się krzywymi kosztów jak na rysunku 1.3. Należy
wówczas rozpatrzyć następujące przypadki:

1. Cena p jest wyższa od minimum przeciętnego kosztu całkowitego

{ }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ >
≥

)y(atcminp
0y

.

2. Cena ta równa jest { })y(atcmin
0y≥

.

3. Rynkowa cena wytwarzanego przez przedsiębiorstwo dobra lub usługi znajduje
się w przedziale pomiędzy minimum przeciętnego kosztu zmiennego a minimum prze-

ciętnego kosztu całkowitego, czyli { } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(atcmin;)y(avcminp
0y0y

.

4. Cena p równa jest { })y(avcmin
0y≥

.

                                                          
2 Warto w tym miejscu zauważyć, że gdyby nachylenie kosztów krańcowych 

dy

mcd
 było ujemne

(w punkcie, w którym p = mc), to druga pochodna funkcji zysku 
2

2

dy

d π
 będzie dodatnia, co implikuje, że

wartość funkcji zysku π(y) będzie wówczas minimalna. Oznacza to, że przy wielkości produkcji y, przy

której p = mc i ,0
dy

mcd <  przedsiębiorstwo zamiast maksymalizować zysk, maksymalizuje ponoszoną

stratę.
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5. Cena ta należy do przedziału { } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

≥≥
)y(avcmin;)y(mcmin

0y0y
.

6. { })y(mcminp
0y≥

= .

7. Cena należy do przedziału { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

≥
)y(mcmin;0

0y
.

Rys. 2.1. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { })y(atcminp
0y≥

>

Załóżmy wpierw, że { })y(atcminp
0y≥

> . Wówczas cenę p, krzywe przeciętnych

kosztów całkowitych atc i kosztów krańcowych mc można zilustrować, tak jak ma to
miejsce na rysunku 2.1.

Analizując rysunek 2.1 oraz warunki konieczny (p = mc) i dostateczny ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
> 0

dy

mcd

maksymalizacji funkcji zysku (2.4), można stwierdzić, co następuje:
• Warunek konieczny maksymalizacji funkcji zysku spełniony jest zarówno przy

wielkości produkcji y1, jak i przy produkcji równej y3, gdyż przy obu wspo-
mnianych wielkościach produkcji cena p zrównuje się z kosztami krańcowymi
mc.

• Przy wielkości produkcji y = y1 nachylenie krzywej kosztu krańcowego jest

ujemne (a zatem )0
dy

mcd

1yy

<
=

, natomiast wielkości produkcji y = y3 odpo-

wiada dodatnie nachylenie tej krzywej (czyli )0
dy

mcd

3yy

>
=

. Oznacza to, że

druga pochodna funkcji zysku 
dy

mcd

dy

d
2

2

−=π
 jest dodatnia przy produkcie y1

B
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oraz ujemna przy wielkości produkcji równej y3. Płynie stąd wniosek, iż przy
wielkości produkcji y1 zysk analizowanego przedsiębiorstwa jest minimalizo-
wany (czyli jego strata jest wówczas maksymalna), jeśli zaś przedsiębiorstwo
realizuje wielkość produkcji równą y3, to jego zysk jest maksymalny3.

Jeśli przedsiębiorstwo realizuje podaż równą y3, to wielkość ta równa jest długości

odcinka 0y3 na rysunku 2.1 (a zatem )pBy0y 33 == 4. Co więcej, ponieważ ukształto-

wana na rynku cena Byp0p 3== , utarg r(y) zaś, odpowiadający dowolnej nieujemnej

wielkości produkcji y, dany jest wzorem: r(y) = py, zatem utarg odpowiadający opty-
malnej wielkości produkcji y3 można zapisać następująco:

( ) =⋅=⋅= 333 y0p0ypyr 0pBy3. (2.11)

Równanie (2.11) interpretuje się w ten sposób, iż utarg r analizowanego przedsiębior-
stwa, towarzyszący optymalnej wielkości produkcji y3, równy jest polu prostokąta
o wierzchołkach 0, p, B i y3 na rysunku 2.1.

Krzywa atc na rysunku 2.1 ilustruje relacje zachodzące pomiędzy wielkością pro-
dukcji y a poziomem ponoszonych przez producenta przeciętnych kosztów całkowi-
tych atc(y). Wynika stąd, iż przy optymalnej wielkości produkcji y3 przeciętne koszty

całkowite atc(y3) równe są długości odcinka 0D (a więc ( ) )CyD0yatc 33 == . Na mocy

definicji przeciętnych kosztów całkowitych (por. równanie (1.5)) koszty te można za-

pisać następującym wzorem: 
y

)y(tc
)y(atc ≡ . Płynie stąd wniosek, iż dla każdego y > 0

koszty całkowite można zapisać jako: tc(y) = y ⋅ atc(y), co implikuje, że:

tc(y3) = y3 ⋅ atc(y3).

Ponieważ pBy0y 33 ==  oraz ( ) CyD0yatc 33 == , zatem koszty całkowite tc(y) ana-

lizowanego przedsiębiorstwa, odpowiadające jego podaży y3, można zapisać następu-
jąco:

( ) ( ) D0y0yatcyytc 3333 ⋅=⋅=  = 0DCy3. (2.12)

Z równania (2.12) wynika, że koszty całkowite odpowiadające podaży rozważanego tu
przedsiębiorstwa równe są polu prostokąta o wierzchołkach 0, D, C oraz y3 na rysunku
2.1.

Z równań (2.3–2.4) wyciągnąć można wniosek, że:

π(y3) = r(y3) – tc(y3),

stąd zaś oraz z zależności (2.11–2.12) wynika, iż:

π(y3) = r(y3) – tc(y3) = 0pBy3 – 0DCy3 = DpBC, (2.13)

                                                          
3 Zarówno w warunkach konkurencji doskonałej, jak i w monopolu oraz oligopolu wielkość produkcji,

która maksymalizuje zysk przedsiębiorstwa, nazywana będzie dalej również podażą przedsiębiorstwa.
4 Zapis postaci AB  oznaczać będzie dalej długość odcinka o końcach A i B. Natomiast wyrażenie

ABCD utożsamiane będzie z polem prostokąta o wierzchołkach A, B, C oraz D.
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co implikuje, że (po pierwsze) podaży przedsiębiorstwa równej y3 odpowiada dodatni
zysk oraz (po drugie) że zysk ten równy jest DpBC.

Korzystając z rysunku 2.1 oraz równań (2.4) i (2.7), można również określić prze-
bieg zmienności funkcji zysku π(y) rozważanego przedsiębiorstwa przy założeniu, że
cena p jest wyższa od minimum przeciętnych kosztów całkowitych. Stąd, iż przy każ-
dej wielkości produkcji y > 0 koszt całkowity tc można zapisać jako iloczyn przecięt-
nego kosztu całkowitego atc i wielkości produkcji y, wynika, że funkcję zysku (2.4)
można zapisać również następująco:

( ) [ ])y(atcpy)y(atcyyp)y(tcypy −⋅=⋅−⋅=−⋅=π .

Z powyższego równania wynika, że dla każdej dodatniej wielkości produkcji y zacho-
dzą następujące związki5:

( ) ( )yatcp0y >⇔>π , (2.14a)

( ) ( )yatcp0y =⇔=π (2.14b)

oraz:
( ) ( )yatcp0y <⇔<π . (2.14c)

Zależności (2.14abc) można interpretować ekonomicznie w ten sposób, iż jeśli prze-
ciętne koszty całkowite atc są niższe (wyższe) od ceny p, to zysk przedsiębiorstwa jest
dodatni (ujemny), jeśli zaś p = atc, to zysk tegoż przedsiębiorstwa równy jest zeru.

Natomiast z równania (2.7) wynika, że:

( )ymcp0)y(mcp
dy
d >⇔>−=π

, (2.15a)

( )ymcp0)y(mcp
dy
d =⇔=−=π

(2.15b)

i:

( )ymcp0)y(mcp
dy
d <⇔<−=π

. (2.15c)

Z zależności (2.15abc) wynika, że jeśli koszty krańcowe są niższe (wyższe) od ceny
produktu, to zysk rośnie (maleje) wraz ze wzrostem produkcji. Natomiast przy p = mc
funkcja zysku (2.7) może (choć nie musi) osiągać swoje ekstremum.

Jeśli dodatkowo założymy, iż przedsiębiorstwo ponosi koszty stałe równe fc > 0
(czyli fc ≡ tc(0)), to z rysunku 2.1 oraz z zależności (2.14abc) i (2.15abc) wynika, że:

• Przy produkcji y = 0 przedsiębiorstwo ponosi stratę równą kosztom stałym fc.
Wynika to stąd, że przy y = 0 utarg r(0) = p ⋅ 0 = 0, koszty całkowite tc(0) = fc,

                                                          
5 Zależności (2.14abc) oraz (2.15abc) prawdziwe są dla każdej ceny p > 0. W związku z tym będą one

wykorzystywane również przy cenie { }⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

≥
)y(atcmin;0p

0y
.
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a zatem zysk π(0) = r(0) – tc(0) równy jest –fc. Co więcej, zależność ta jest rów-

nież prawdziwa przy dowolnej cenie { }⎥
⎦

⎤
⎜
⎝

⎛∈
≥

)y(atcmin;0p
0y

.

• Jeśli produkcja y znajduje się w przedziale (0; y1), to cena p jest niższa zarówno
od kosztów krańcowych mc, jak i od przeciętnych kosztów całkowitych atc.
Oznacza to, że funkcja zysku π(y) jest w tym przedziale malejącą funkcją wiel-
kości produkcji y (na mocy zależności (2.15c)), która przyjmuje wartości ujem-
ne (gdyż zachodzi wówczas związek (2.14c)).

• Przy produkcji y = y1 (po pierwsze) koszty krańcowe mc równe są cenie p oraz
(po drugie) cena jest niższa od przeciętnych kosztów całkowitych. Stąd oraz
z zależności (2.15b) i (2.14c) wynika, że przy wielkości produkcji y1 pierwsza

pochodna funkcji zysku 
dy
dπ

 się zeruje, przechodząc z wartości ujemnych na

dodatnie (co implikuje, że funkcja zysku osiąga tu swoje minimum), oraz że
przy produkcji równej y1 wartość funkcji zysku jest ujemna.

• W przedziale (y1; y2) przeciętne koszty całkowite atc są nadal wyższe od ceny p,
ta zaś jest wyższa od kosztów krańcowych mc. Z nierówności atc > p, na mocy
zależności (2.14c), wynika, że również w tym przedziale analizowane przedsię-
biorstwo ponosi stratę (bo π < 0). Natomiast ze związku (2.15a) oraz nierówno-
ści p > mc wyciągnąć można wniosek, iż w rozważanym tu przedziale zysk roś-
nie wraz ze wzrostem wielkości produkcji.

• Jeżeli wielkość produkcji analizowanego przedsiębiorstwa równa jest y2, to
p = atc, co implikuje, że zysk tego przedsiębiorstwa równy jest zeru (por. zwią-
zek (2.14b)).

• Natomiast w przedziale (y2; y3) cena przewyższa zarówno koszty krańcowe, jak
i przeciętne koszty całkowite. To zaś (zgodnie z zależnościami (2.14a) i (2.15a))
oznacza, iż funkcja zysku jest rosnącą funkcją wielkości wytworzonego pro-
duktu, osiągając wartości dodatnie.

• Przy produkcji y = y3 atc(y) < p, mc(y) = p, czyli ze związku (2.15b) wynika, że

,0
dy
d =π

 oraz w otoczeniu wielkości produkcji y3 pochodna funkcji zysku zmie-

nia znak z dodatniego na ujemny. Oznacza to, iż wielkość produkcji y3 maksy-
malizuje zysk rozważanego przedsiębiorstwa.

• W przedziale (y3; y4) zachodzą nierówności: p < mc oraz p > atc. Płynie stąd

wniosek, że 0
dy

d <π
, co implikuje, że funkcja zysku jest tu funkcją malejącą,

choć zysk π = y ⋅ (p – atc) jest w tym przedziale nadal dodatni.
• Produktowi y = y4 towarzyszą przeciętne koszty całkowite atc(y) równe cenie p,

co oznacza, iż przy tej wielkości produkcji funkcja zysku π(y) ma swoje miejsce
zerowe.

• Jeśli zaś produkcja znajduje się powyżej wielkości y4, to cena ponownie jest
niższa zarówno od kosztów krańcowych, jak i przeciętnych kosztów całkowi-
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tych. Wynika stąd, że dla każdej wielkości produkcji y ∈ (y4; +∞) funkcja zysku
jest (po pierwsze) funkcją malejącą oraz (po drugie) przyjmuje wartości ujemne.

• Krzywa zysku wynikająca z U-kształtnych krzywych kosztów (zilustrowanych
na rysunku 2.1) przedstawiona jest na rysunku 2.2.

Rys. 2.2. Krzywa zysku π(y) przy { })y(atcminp
0y≥

>

Jeśli wystąpi drugi ze wspomnianych uprzednio przypadków, tj. sytuacja, w której
cena równa jest minimum przeciętnego kosztu całkowitego, to analizowane przedsię-
biorstwo będzie maksymalizować zysk przy wielkości produkcji y2 na rysunku 2.36.
Wynika to stąd, iż warunek konieczny (p = mc) maksymalizacji zysku π spełniony jest
zarówno przy wielkości produkcji y1, jak i przy produkcji y2, a zatem funkcja zysku
π(y) może mieć maksimum albo przy y = y1, albo też wówczas, gdy y = y2. Jeśli jednak

zauważymy, iż 0
dy

mcd

1yy

<
=

 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
>

=
0

dy

mcd

2yy

, skąd wynika, że

0
dy

mcd

dy

d

11 yyyy
2

2

>−=π

==

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
<−=π

==

0
dy

mcd

dy

d

22 yyyy
2

2

, to okaże się, iż wielkość

produkcji y1 (y2) minimalizuje (maksymalizuje) funkcję zysku π(y) analizowanego
producenta.

                                                          
6 Warto tu zaznaczyć, iż wielkości produkcji y1 i y2 na rysunku 2.3 nie odpowiadają wielkościom y1

oraz y2 na rysunku 2.1. Podobnie rzecz się ma z wielkościami produkcji zaznaczonymi na innych przedsta-
wionych w tym punkcie rysunkach.
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y4y3y2

y1
0
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Rys. 2.3. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { })y(atcminp
0y≥

=

Cena p, która kształtuje się na rynku w analizowanym tu przypadku, równa jest

długości odcinka 0C na rysunku 2.3 ( )C0p = . Optymalna wielkość produkcji wynosi

y2 i odpowiada długości odcinka 0y2 na owym rysunku. Płynie stąd wniosek, iż utarg,
odpowiadający podaży y2, można zapisać następująco:

( ) 222 y0C0pyyr ⋅== = 0CBy2, (2.16)

czyli utarg r(y2) równy jest polu prostokąta o wierzchołkach 0, C, B oraz y2. Stąd, iż

,
y

)y(tc
)y(atc ≡  wynika, że tc(y) = y ⋅ atc(y), czyli koszty całkowite odpowiadające

produkcji y2 można zapisać wzorem:

tc(y2) = y2 ⋅ atc(y2).

Ponieważ 22 y0y =  oraz ( ) { } C0patcminyatc 2 === , zatem:

( ) ( ) C0y0yatcyytc 2222 ⋅=⋅=  = 0CBy2, (2.17)

co implikuje, że również koszty całkowite tc(y2) odpowiadają polu prostokąta 0CBy2.
Ponieważ dla każdego y ≥ 0 π(y) = r(y) – tc(y), więc stąd oraz ze związków (2.16–
–2.17) wynika, że zysk przedsiębiorstwa odpowiadający produkcji y2 równy jest zeru.

Na podstawie rysunku 2.3 oraz zależności (2.14abc) i (2.15abc) można również
wyznaczyć kształt krzywej zysku przedsiębiorstwa przy { })y(atcminp

0y≥
= . Z rysunku

2.3 i wspomnianych uprzednio zależności wynika, co następuje:
• Jeśli wielkość produkcji należy do przedziału (0; y1), to cena p jest niższa od

kosztów krańcowych mc oraz przeciętnych kosztów całkowitych atc. Stąd oraz
ze związków (2.14c) i (2.15c) płynie wniosek, że w przedziale (0; y1) zysk ma-

B

A p = min{atc}C

atc

atc

mc

0 y

p, *c

mc

y1 y2
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leje wraz ze wzrostem wielkości produkcji, a wartości funkcji zysku są tam
mniejsze od zera.

• Ponieważ 0
dy

d

1yy

=π

=
 oraz 0

dy

d

1yy
2

2

>π

=

, więc przy produkcji równej y1 funk-

cja zysku rozważanego przedsiębiorstwa osiąga swoje minimum.
• W przedziale (y1; y2) koszty krańcowe są mniejsze od ceny, ta zaś niższa jest od

przeciętnych kosztów całkowitych. Płynie stąd wniosek, że we wspomnianym

przedziale 0
dy

d >π
 oraz π < 0. A zatem dla każdego y ∈ (y1; y2) funkcja zysku

π(y) jest funkcją rosnącą, a jej wartości są ujemne.

• Przy produkcji y2 zarówno 0
dy

d

2yy

=π

=
, jak i 0

dy

d

2yy
2

2

<π

=

 oraz p = atc. Wyni-

ka stąd, iż przy y = y2 funkcja zysku osiąga maksimum, a wartość funkcji zysku
równa jest zeru.

• Jeśli produkcja y wyższa jest od y2, to p < atc(y) < mc(y). Stąd zaś wynika, iż
w przedziale (y2; +∞) funkcja zysku jest funkcją malejącą (bo p < mc), która
przyjmuje wartości ujemne (gdyż p < atc).

• Krzywa zysku, spełniająca wspomniane tu właściwości, przedstawiona jest na
rysunku 2.4.

Rys. 2.4. Krzywa zysku π(y) przy { })y(atcminp
0y≥

=

Gdyby zdarzyło się tak, że cena ukształtuje się między minimum przeciętnych
kosztów całkowitych a minimum przeciętnych kosztów zmiennych rozważanego pro-

ducenta, czyli { } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(atcmin;)y(avcminp
0y0y

, a zatem ma miejsce trzeci ze wspo-

–fc

y2y1
0 y

π(y)
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mnianych uprzednio przypadków, to relacje pomiędzy ową ceną a wspomnianymi
kosztami przeciętnymi oraz kosztami krańcowymi ilustruje rysunek 2.5.

Rys. 2.5. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { } { })y(atcminp)y(avcmin
0y0y ≥≥

<<

W tym przypadku rozważane przedsiębiorstwo maksymalizuje zysk przy produkcji
y3 na rysunku 2.5. Wynika to stąd, że przy wspomnianej wielkości produkcji cena p
równa jest kosztom krańcowym (a więc spełniony jest warunek konieczny maksymali-
zacji zysku) oraz nachylenie kosztów krańcowych jest dodatnie (a zatem spełniony jest
również warunek dostateczny maksymalizacji zysku). Co więcej, ponieważ cena p

odpowiada długości odcinka 0p na rysunku 2.5, natomiast produkcja 33 y0y = , zatem

utarg ( ) 333 y0p0ypyr ⋅=⋅=  odpowiada polu prostokąta o wierzchołkach 0, p, A oraz

y3. Jeśli natomiast zauważymy, że przy produkcji y = y3 przeciętne koszty całkowite
odpowiadają długości odcinka 0C, to okaże się, iż koszty całkowite można zapisać

następująco: ( ) ( ) C0y0yatcyytc 3333 ⋅=⋅= = 0CBy3. Wynika stąd, że:

π(y3) = r(y3) – tc(y3) = 0pAy3 – 0CBy3 = –( pCBA). (2.18)

Równanie (2.18) należy interpretować w ten sposób, że przy wielkości produkcji rów-
nej y3 przedsiębiorstwo ponosi stratę równą polu prostokąta o wierzchołkach pCBA.
Ponieważ jednak przy produkcji równej y3 rozważane przedsiębiorstwo maksymalizuje
zysk, zatem strata równa pCBA jest najmniejszą z możliwych strat, jaką przy krzy-
wych kosztów i cenie jak na rysunku 2.5 przedsiębiorstwo to może ponieść (jak się
niebawem okaże, strata przy produkcji y3 jest niższa od kosztów stałych, czyli straty,
jaką przedsiębiorstwo to ponosiłoby przy zerowej wielkości produkcji).

Z rysunku 2.5 wynika, że:
• Ponieważ przy każdej wielkości produkcji y > 0 cena p jest niższa od przecięt-

nych kosztów całkowitych atc(y), więc stąd oraz z zależności (2.14c) wynika, że
przy każdej wielkości produkcji analizowany producent ponosi stratę.
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• Przy produkcji należącej do przedziału (0; y1) lub (y3; +∞) cena jest niższa od
kosztów krańcowych, natomiast w przedziale (y1; y3) cena przewyższa koszty
krańcowe. Stąd oraz ze związków (2.15a) i (2.15c) płynie wniosek, że w prze-
działach (0; y1) i (y3; +∞) zysk analizowanego przedsiębiorstwa jest malejącą
funkcją wielkości produkcji, natomiast w przedziale (y1; y3) wzrost wielkości
produkcji prowadzi do wzrostu zysku producenta (co, w tym przypadku, równo-
znaczne jest ze spadkiem ponoszonej przezeń straty).

• Ponieważ przy każdej wielkości produkcji y > 0 funkcję zysku (2.4) zapisać
można następująco:

( ) ( )[ ]

[ ] ,fc)y(avcpy

fc)y(avcyypfc
y

)y(vc
yyp

fc)y(vcypfcyvcypy

−−=

=−⋅−⋅=−−⋅=

=−−⋅=+−⋅=π

(2.19)

więc z równania (2.19) wynika, że jeśli cena p jest wyższa (niższa) od przecięt-
nych kosztów zmiennych avc, to π(y) > –fc (π(y) < –fc). Stąd oraz z rysunku 2.5
płynie wniosek, że jeśli wielkość produkcji rozważanego przedsiębiorstwa nale-
ży do przedziału (0; y2) lub (y4; +∞), to ponoszona przez nie strata jest wyższa
niż koszty stałe, natomiast w przedziale (y2; y4) strata ta jest niższa od kosztów
stałych (a więc jest niższa od straty, którą ponosiłoby przedsiębiorstwo, gdyby
zaniechało produkcji).

• Kształt funkcji zysku przy cenie { } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(atcmin;)y(avcminp
0y0y

 zilustrowany

jest na rysunku 2.6.

Rys. 2.6. Krzywa zysku π(y) przy { } { })y(atcminp)y(avcmin
0y0y ≥≥

<<

y4y3y2y1
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0 y
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Z przedstawionej na rysunku 2.6 kształtu krzywej zysku przy cenie

{ } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(atcmin;)y(avcminp
0y0y

 wyciągnąć można wniosek, że analizowane przedsię-

biorstwo powinno realizować wielkość produkcji y3, gdyż przy tej wielkości ponosi
najniższą z możliwych strat. Co więcej, strata ta niższa jest również od kosztów sta-
łych, czyli straty, jaką ponosiłoby przedsiębiorstwo, gdyby zdecydowało się na zaprze-
stanie produkcji.

W sytuacji, w której cena p równa będzie minimum przeciętnych kosztów zmien-
nych, relacje pomiędzy ceną a kosztami przeciętnymi i krańcowymi zilustrowane są na
rysunku 2.7.

Rys. 2.7. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { })y(avcminp
0y≥

=

W tym przypadku:
• Cena jest niższa od kosztów krańcowych przy wielkościach produkcji y znajdu-

jących się w przedziale (0; y1) lub (y2; +∞), natomiast w przedziale (y1; y2) cena
przewyższa koszty krańcowe. Dlatego też funkcja zysku jest malejącą funkcją
wielkości produkcji dla y ∈ (0; y1) ∪ (y2; +∞), natomiast w przedziale (y1; y2)
zysk rośnie wraz ze wzrostem wielkości produkcji.

• Ponieważ dla każdego y > 0 cena jest niższa od przeciętnych kosztów całkowi-
tych, zatem przy każdej wielkości produkcji analizowane tu przedsiębiorstwo
ponosi stratę (innymi słowy, przy każdej wielkości produkcji zysk owego przed-
siębiorstwa jest ujemny).

• Jeśli y ∈ (0; y2) ∪ (y2; +∞), to cena p jest niższa od przeciętnych kosztów
zmiennych, przy y = y2 zaś zachodzi: p = avc. Stąd oraz z równania (2.19) wy-
ciągnąć można wniosek, że jeśli wielkość produkcji przedsiębiorstwa równa jest
y2, to przedsiębiorstwo ponosi stratę równą kosztom stałym, przy każdej zaś in-
nej dodatniej wielkości produkcji strata owego przedsiębiorstwa przewyższa
koszty stałe.

p = min{avc}
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• Krzywa zysku π(y) przy { })y(avcminp
0y≥

=  zilustrowana jest na rysunku 2.8.

Rys. 2.8. Krzywa zysku π(y) przy { })y(avcminp
0y≥

=

Z rysunku 2.8 wyciągnąć można również wniosek, że przy cenie równej minimum
przeciętnych kosztów zmiennych rozważany tu producent powinien zrealizować pro-
dukcję równą y2 lub zaniechać produkcji. Wynika to stąd, iż zarówno przy y = 0, jak
i wówczas, gdy y = y2, ponoszona przez to przedsiębiorstwo strata równa jest kosztom
stałym fc, natomiast przy każdej innej wielkości produkcji strata ta jest wyższa od
kosztów stałych.

Ilustracją przypadku piątego, tj. przypadku, w którym cena p znajduje się między
minimum kosztów krańcowych a minimum przeciętnych kosztów zmiennych w anali-
zowanym przedsiębiorstwie, jest rysunek 2.9.

Rys. 2.9. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { } { }⎟
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Z rysunku 2.9 wyciągnąć można następujące wnioski:
• Ponieważ przy każdej dodatniej wielkości produkcji y przeciętne koszty zmien-

ne są wyższe od ceny, więc – na mocy równania (2.19) – zysk analizowanego
przedsiębiorstwa jest mniejszy od –fc.

• W przedziale (0;y1) oraz (y2; +∞) funkcja zysku π(y) jest malejąca (gdyż

p < mc ⇒ )0
dy

d <π
, natomiast w przedziale (y1; y2) jest rosnąca (bo

p > mc ⇒ )0
dy

d >π
.

• Krzywa zysku, odpowiadająca krzywym kosztów i cenie zilustrowanym na ry-
sunku 2.9, przedstawiona jest na rysunku 2.10.

Rys. 2.10. Krzywa zysku π(y) przy { } { }⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(avcmin;)y(mcminp
0y0y

Z rysunku 2.10 wyciągnąć można wniosek, że przy cenie

{ } { }⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∈
≥≥

)y(avcmin;)y(mcminp
0y0y

 najkorzystniejszą wielkością produkcji rozważanego

przedsiębiorstwa jest produkcja y = 0. Wynika to stąd, iż jeśli cena jest niższa od prze-
ciętnych kosztów zmiennych przy każdej wielkości produkcji, to przy żadnej dodatniej
wielkości produkcji cena, uzyskana ze sprzedaży wytwarzanego produktu, nie pokrywa
jednostkowych kosztów zmiennych związanych z wytworzeniem tegoż produktu. Dla-
tego też przy każdej produkcji y > 0 ponoszona przez przedsiębiorstwo strata jest wyż-
sza od kosztów stałych, które równe są stracie ponoszonej przy zerowej wielkości pro-
dukcji.

y2y1

–fc

0
y

π(y)
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Rys. 2.11. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { })y(mcminp
0y≥

=

Jeśli wystąpi szósty z uprzednio wspomnianych przypadków, czyli cena równa bę-
dzie minimum kosztu krańcowego, to zależności pomiędzy wybranymi krzywymi
kosztów a ceną można zilustrować tak, jak ma to miejsce na rysunku 2.11. Z rysunku
tego płyną następujące wnioski:

• Ponieważ dla każdego y > 0 zachodzi nierówność: p < avc(y), zatem z równania
(2.19) wynika, że przy każdej dodatniej wielkości produktu zysk π analizowa-
nego przedsiębiorstwa jest niższy niż –fc. Oznacza to, iż każda dodatnia wiel-
kość produkcji tego przedsiębiorstwa generuje stratę wyższą od tej, którą ponie-
sie przedsiębiorstwo przy zerowej wielkości produkcji (a więc strata ponoszona
przez przedsiębiorstwo przy każdej produkcji y > 0 będzie wyższa od ponoszo-
nych przez producenta kosztów stałych).

• Zarówno w przedziale (0; y1), jak i w przedziale (y1; +∞) cena jest niższa od
kosztów krańcowych. To zaś, zgodnie z zależnością (2.15c), implikuje, że dla

każdego y ∈ (0; y1) ∪ (y1; +∞) pochodna 
dy

dπ  przyjmuje wartości ujemne, czyli

funkcja zysku π(y) jest wówczas funkcją malejącą.
• W przedziale (0; y1) koszty krańcowe spadają wraz ze wzrostem wielkości pro-

dukcji (co oznacza, że )0
dy

mcd < . Natomiast w przedziale (y1; +∞) koszty krań-

cowe rosną na skutek wzrostu produkcji (a zatem )0
dy

mcd > . Stąd zaś oraz

z równania (2.8) wynika, że przy produkcji y mniejszej (większej) od y1 druga

pochodna funkcji zysku 
dy

mcd

dy

d
2

2

−=π
 przyjmuje wartości dodatnie (ujemne),

a więc krzywa zysku jest wypukła (wklęsła).
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• Krzywa zysku spełniająca powyższe właściwości przedstawiona jest na rysunku
2.12.

Rys. 2.12. Krzywa zysku π(y) przy { })y(mcminp
0y≥

=

Jeśli zaś cena kształtuje się poniżej minimum kosztu krańcowego, to relacje pomię-
dzy ceną a wybranymi krzywymi kosztów przedstawiają się tak, jak ma to miejsce na
rysunku 2.13. W tym przypadku:

Rys. 2.13. Cena a wybrane krzywe kosztów przy { }⎟⎟
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• Przy każdej dodatniej wielkości produkcji y cena p jest niższa od przeciętnego
kosztu zmiennego avc, co (zgodnie z równaniem (2.19)) implikuje, że dla do-
wolnego y > 0 strata jest wyższa od kosztu stałego fc.

• Również przy dowolnej produkcji y > 0 zachodzi nierówność: p < mc(y), a za-

tem 0mcp
dy

d <−=π
, skąd wynika, że funkcja zysku π(y) jest funkcją malejącą

w przedziale (0; +∞).

• Przy y < y1 (y > y1) zachodzi związek: 0
dy

mcd

dy

d
2

2

>−=π
 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
<−=π

0
dy
mcd

dy

d
2

2

.

To zaś oznacza, że krzywa zysku jest wypukła w przedziale (0; y1) oraz wklęsła
w przedziale (y1; +∞). Krzywa ta, podobnie jak krzywa zysku przy

{ })y(mcminp
0y≥

= , zilustrowana jest na rysunku 2.12.

Jak już wspomniano w rozdziale 1 skryptu (punkt 1.3), szczególnym przypadkiem
funkcji kosztu całkowitego, implikującym analizowane uprzednio, U-kształtne krzywe
kosztów przeciętnych i krańcowych, jest funkcja wielomianowa (1.17) dana wzorem:

tc(y) = Ay3 – By2 + Cy + D, (2.20)

gdzie A, B, C, D > 0 oraz AC3B < . Z równania (2.20) płynie wniosek, iż funkcja

kosztu krańcowego mc(y) i jej nachylenie 
dy
mcd

 opisane są przez następujące związki:

( ) CBy2Ay3DCyByAy
dy
d

dy
tcd

)y(mc 223 +−=++−=≡ (2.21a)

oraz:

( ) B2Ay6CBy2Ay3
dy
d

dy
mcd 2 −=+−= . (2.21b)

Zestawiając równania (2.21ab) z warunkiem koniecznym (p = mc) i dostatecznym

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
> 0

dy
mcd

 maksymalizacji zysku π przedsiębiorstwa działającego w warunkach kon-

kurencji doskonałej, warunki te można zapisać za pomocą zależności:

p = mc(y) = 3Ay2 – 2By + C (2.22a)
oraz:

0B2Ay6
dy
mcd >−= . (2.22b)

Z warunków koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zysku (2.22ab) wynika, że
przedsiębiorstwo o funkcji kosztów całkowitych (2.20) maksymalizuje swój zysk przy
wielkości produkcji y, która jest rozwiązaniem równania:

3Ay2 – 2By + C – p = 0, (2.23a)
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przy czym:

A3

B
y > . (2.23b)

Natomiast wielkość produkcji y rozwiązująca równanie (2.23a) przy warunku:

A3

B
y < (2.23c)

minimalizuje funkcję zysku rozważanego producenta (a więc maksymalizuje jego

stratę). Wynika to stąd, iż jeśli 
A3

B
y < , to (zgodnie z równaniem (2.21b)) 0

dy

mcd < ,

co implikuje, że druga pochodna funkcji zysku 
dy

mcd

dy

d
2

2

−=π
 jest dodatnia.

Wyróżnik Δ funkcji kwadratowej z równania (2.23a) dany jest wzorem:

Δ = 4B2 – 12A(C – p) = 4(B2 – 3AC + 3Ap). (2.24)

Z równania (2.24) wyciągnąć można następujące wnioski:

1. Jeśli cena p należy do przedziału 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

A3

B
C;0

2

, to Δ < 0.

2. W przypadku, w którym 
A3

B
Cp

2

−= , zachodzi równość: Δ = 0.

3. Przy cenie p wyższej od 
A3

B
C

2

−  wyróżnik Δ równania (2.23a) jest dodatni.

Jeśli cena p kształtuje się poniżej 
A3

B
C

2

− , to przy każdej wielkości produkcji wie-

lomian φ(y) = 3Ay2 – 2By + C – p, będący różnicą pomiędzy kosztami krańcowymi
mc(y) = 3Ay2 – 2By + C a ceną p, przyjmuje wartości dodatnie. To z kolei implikuje,

że pierwsza pochodna funkcji zysku )y(mcp
dy

d −=π
 jest ujemna przy każdej dodatniej

wielkości produkcji. Płynie stąd wniosek, iż w przedziale [0; +∞) funkcja zysku π(y)
jest funkcją malejącą, co implikuje, że przy produkcji y = 0 analizowane przedsiębior-
stwo minimalizuje swą stratę. Strata ta równa jest ponoszonym przez przedsiębiorstwo
kosztom stałym.

W przypadku, w którym cena p = 
A3

B
C

2

− , wspomniany uprzednio wielomian φ(y)

przyjmuje wartości nieujemne. Oznacza to, iż przy każdej wielkości produkcji pochod-

na )y()y(mcp
dy

d φ−=−=π
 jest niedodatnia, a więc funkcja zysku jest wówczas funk-

cją nierosnącą. W tym przypadku, podobnie jak przy p = 
A3

B
C

2

− , przedsiębiorstwo

minimalizuje stratę wtedy, gdy zaniecha produkcji.
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Jeśli zaś cena p >
A3

B
C

2

− , to równanie (2.23a) ma dwa rozwiązania postaci:

,
A3

Ap3AC3BB

A6

Ap3AC3B2B2
y

22 +−±
=

+−±
=

skąd wynika, że warunek konieczny maksymalizacji zysku analizowanego przedsię-
biorstwa (cena równa kosztom krańcowym) spełniony jest zarówno przy produkcji:

,
A3

Ap3AC3BB
y

2 +−−
= (2.25a)

jak i wówczas, gdy wielkość produkcji dana jest wzorem:

.
A3

Ap3AC3BB
y

2 +−+
= (2.25b)

Należy w tym miejscu zauważyć, że przy p >
A3

B
C

2

−  wielkość produkcji y dana rów-

naniem (2.25a) jest mniejsza od 
A3

B
, natomiast produkcja (2.25b) jest wyższa od 

A3

B

(bo )0Ap3AC3B2 >+− . Stąd oraz z nierówności (2.23bc) płynie wniosek, że przy

produkcji 
A3

Ap3AC3BB
y

2 +−−
=  przedsiębiorstwo to minimalizuje zysk, nato-

miast przy 
A3

Ap3AC3BB
y

2 +−+
=  maksymalizuje tę zmienną ekonomiczną. Ozna-

cza to, że maksymalizujące zysk przedsiębiorstwo ustali wielkość produkcji y na po-
ziomie danym równaniem (2.25b). Oczywiście, jeśli cena p będzie w przedziale

{ }
⎥
⎥
⎦

⎤

⎜
⎜

⎝

⎛
−

≥
)y(avcmin;

A3

B
C

0y

2

, czyli nie będzie większa od minimum przeciętnych kosztów

stałych, to maksimum funkcji zysku odpowiadające produkcji 
A3

pAC3BB
y

2 +−+
=

może być niższe od wartości tej funkcji zysku przy produkcji y = 0. Oznacza to, że

jeśli { }
⎥
⎥
⎦

⎤

⎜
⎜

⎝

⎛
−∈

≥
)y(avcmin;

A3

B
Cp

0y

2

, to maksymalizujące zysk przedsiębiorstwo zaniecha

produkcji. Natomiast jeśli cena p będzie wyższa od minimum przeciętnego kosztu
zmiennego, to analizowane przedsiębiorstwo zdecyduje się na realizację produkcji
danej równaniem (2.25b).
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2.4. POPYT NA CZYNNIKI PRODUKCJI

W prowadzonych w punktach 2.2–2.3 rozważaniach szukaliśmy takiej wielkości
produkcji, która przy danej (ukształtowanej na rynku) cenie maksymalizuje zysk
przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej. W punkcie 2.4
spróbujemy wyznaczyć popyt przedsiębiorstwa na czynniki produkcji. Przez popyt na
i-ty czynnik produkcji rozumieć będziemy tę wielkość zatrudnienia przez przedsiębior-
stwo nakładów i-tego czynnika produkcji, która maksymalizuje zysk owego przedsię-
biorstwa (a zatem przy dwuczynnikowej funkcji produkcji y = f(k, l) popyt na czynniki
produkcji wyznaczać będzie taka struktura nakładów kapitału k i pracy l, która mak-
symalizuje funkcję zysku przedsiębiorstwa).

W podpunkcie 2.4.1 wyznaczać będziemy popyt na kapitał i pracę na gruncie dwu-
czynnikowej funkcji produkcji scharakteryzowanej w podpunkcie 1.4.1. Natomiast
w podpunkcie 2.4.2 szukać będziemy struktury popytu na n czynników produkcji na
gruncie n-czynnikowej funkcji produkcji opisanej w podpunkcie 1.4.2.

2.4.1. Model dwuczynnikowy

W prowadzonych w tej części skryptu rozważaniach przyjmować będziemy nastę-
pujące założenia:

1. Analizowane przedsiębiorstwo działa w warunkach konkurencji doskonałej,
a zatem nie ma wpływu na cenę produktu, który wytwarza. Cena ta kształtuje się na
poziomie p > 0.

2. Proces produkcyjny opisany jest przez funkcję produkcji postaci:

y = f(k, l), (2.26)

gdzie y jest wielkością wytworzonego produktu, k to nakłady kapitału, natomiast l –
nakłady pracy (y, k, l > 0). Funkcja produkcji (2.26) charakteryzuje się wszystkimi
właściwościami opisanymi w podpunkcie 1.4.1 skryptu.

3. Ustalone na rynku ceny czynników produkcji równe są wk > 0 i wl > 0. wk jest
ceną zaangażowania jednostki kapitałowej, wl zaś to płaca (cena zaangażowania jed-
nostki nakładów pracy). Ceny czynników produkcji, wk i wl, są niezależne od rozważa-
nego przedsiębiorstwa (przedsiębiorstwo to musi się dostosować do ukształtowanych
na rynku cen czynników produkcji).

4. Celem działania przedsiębiorstwa jest maksymalizacja zysku π. Zysk ten jest
różnicą pomiędzy utargiem r ≡ p ⋅ y a wielkością kosztów całkowitych tc. Koszty cał-
kowite składają się z kosztów związanych z zatrudnieniem kapitału (czyli wkk) i pracy
(wll). Oznacza to, iż (przy niezależnych od przedsiębiorstwa cenach czynników pro-
dukcji) koszty całkowite dane wzorem:

tc(k, l) = wk ⋅ k + wl ⋅ l (2.27)

są funkcją dwóch zmiennych: nakładów kapitału k i nakładów pracy l. Co więcej, po-
nieważ utarg r(y) = p ⋅ y, natomiast – zgodnie z równaniem (2.26) – produkcja y zależy
od wielkości nakładów kapitału k i nakładów pracy l, zatem (przy cenie produktu nie-
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zależnej od przedsiębiorstwa działającego w konkurencji doskonałej) również utarg r
zależny jest od nakładów k i l. Można to zapisać następująco:

r(k, l) = p ⋅ f(k, l). (2.28)

Stąd, że π ≡ r – tc, oraz z równań (2.27–2.28) wynika, że zysk π zależny jest od nakła-
dów kapitału i pracy, funkcję zysku zaś można zapisać następująco:

π(k, l) = r(k, l) – tc(k, l) = p ⋅ f(k, l) – wk ⋅ k – wl ⋅ l. (2.29)

Ponieważ założyliśmy, że celem działania rozważanego przedsiębiorstwa jest mak-
symalizacja zysku, zatem przedsiębiorstwo to szuka takiej struktury nakładów kapitału
k i pracy l, która maksymalizuje funkcję zysku (2.29). Warunki konieczne maksymali-
zacji funkcji zysku (jako funkcji dwóch zmiennych) dane są wzorami:

0
k
=

∂
π∂

(2.30a)

oraz:

,0
l
=

∂
π∂

(2.30b)

warunki dostateczne zaś sprowadzają się do tego, że7:

0
k2

2

<
∂
π∂

(2.31a)

lub:

0
l2

2

<
∂
π∂

(2.31b)

i:

0
lklk

22

2

2

2

2

>
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
π∂−

∂
π∂⋅

∂
π∂

. (2.31c)

Licząc pierwsze pochodne cząstkowe funkcji zysku (2.29), okazuje się, że:

                                                          
7 Dokładnie rzecz biorąc, warunki dostateczne maksymalizacji funkcji zysku sprowadzają się do tego,

że hesjan tej funkcji jest ujemnie określony. Jeśli jednak spełnione są warunki (2.31abc), to hesjan funkcji

zysku H(π), dany wzorem ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
π∂

∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂
π∂

=π

2

22

2

2

2

lkl

lkkH , jest ujemnie określony, gdyż jego pierwszy minor głów-

ny ( )
2

2

1
k

Hm
∂
π∂=  jest – zgodnie z zależnością (2.31a) – ujemny, drugi zaś minor główny owego hesjanu

( )
22

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2 lklk

lkl

lkkHm
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
π∂

−
∂

π∂
⋅

∂

π∂
=

∂

π∂
∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂

π∂

=  jest dodatni na mocy związku (2.31c).
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( )( ) kklk wmpkpw
k

f
plwkwl,kfp

kk
−⋅=−

∂
∂=⋅−⋅−⋅

∂
∂=

∂
π∂

oraz:

( )( ) ,wmplpw
l

f
plwkwl,kfp

ll lllk −⋅=−
∂
∂=⋅−⋅−⋅

∂
∂=

∂
π∂

gdyż, na mocy równań (1.23ab), krańcowy produkt kapitału (mpk) i krańcowy produkt

pracy (mpl) równe są, odpowiednio, 
k

f

∂
∂

 oraz 
l

f

∂
∂

. Zestawiając powyższe pochodne

cząstkowe z warunkami koniecznymi maksymalizacji zysku (2.30ab), warunki te moż-
na zapisać następująco:

p ⋅ mpk – wk = 0   ⇔   p ⋅ mpk = wk

oraz:
p ⋅ mpl – wl = 0   ⇔   p ⋅ mpl = wl,

skąd wynika, iż:

p

w
mpk k=

i:

p

w
mpl l=

lub:
mpk = ωk (2.32a)

oraz:
mpl = ωl, (2.32b)

gdzie 
p

wk
k ≡ω  to realna cena zatrudnienia kapitału, natomiast 

p

wl
l ≡ω  to płaca real-

na (ωk i ωl są więc realnymi cenami zatrudnienia czynników produkcji8).
Licząc drugie pochodne cząstkowe i pochodną mieszaną funkcji zysku (2.29),

otrzymujemy:

( ) ,
k

mpk
pwmpkp

kk
k2

2

∂
∂=−⋅

∂
∂=

∂
π∂

(2.33a)

( )
l

mpl
pwmplp

ll
l2

2

∂
∂=−⋅

∂
∂=

∂
π∂

(2.33b)

                                                          
8 Realne ceny czynników produkcji, zarówno wówczas, gdy przedsiębiorstwo korzysta z dwóch, jak i n

czynników produkcji, utożsamia się z ilością wytworzonego przez przedsiębiorstwo produktu płaconą za
jednostkę zaangażowanego czynnika produkcji.
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oraz:

.
lk

f
pw

l

f
p

klklk

2

l

2

∂∂
∂=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
∂
∂

∂
∂=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂
π∂

∂
∂=

∂∂
π∂

(2.33c)

Ponieważ cena p, wytwarzanego przez przedsiębiorstwo produktu, jest dodatnia oraz
(zgodnie ze związkami (1.28ab) z podpunktu 1.4.1 skryptu) pochodne cząstkowe krań-
cowych produktów czynników produkcji po nakładach tych czynników są ujemne

(czyli 0
k

mpk <
∂

∂
 i )0

l

mpl <
∂

∂
, zatem drugie pochodne funkcji zysku (2.33ab) są rów-

nież ujemne. Płynie stąd wniosek, że spełnione są warunki dostateczne (2.31ab) mak-
symalizacji funkcji zysku (2.29). Wstawiając zaś równania (2.33abc) do warunku do-
statecznego (2.31c), okazuje się, iż warunek ów można zapisać następująco:

,0
lk

f
p

l

mpl

k

mpk
p

lklk

22
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∂∂
π∂−

∂
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∂
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co implikuje, że warunek dostateczny (2.31c) maksymalizacji funkcji zysku jest speł-
niony wtedy i tylko wtedy, gdy w punkcie stacjonarnym funkcji zysku (tj. w punkcie,
w którym spełnione są warunki konieczne (2.30ab)) zachodzi nierówność:

.
lk

f

l

mpl

k

mpk
22

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂
∂>

∂
∂

∂
∂

(2.34)

Nierówność (2.34) nie posiada bezpośredniej interpretacji ekonomicznej.
Wracając do warunków koniecznych maksymalizacji funkcji zysku przedsiębior-

stwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej (równania (2.32ab)), okazuje
się, iż warunki te sprowadzają się do tego, że krańcowe produkty każdego z czynników
produkcji (mpk i mpl) muszą być równe realnym cenom tych czynników (ωk oraz ωl).
Oznacza to, że w warunkach konkurencji doskonałej każdy z czynników produkcji jest
opłacany według jego produktu krańcowego. Zależność ta nazywana jest w mikro-
i makroekonomii teorią podziału Clarka (lub marginalną teorią podziału Clarka).

Co więcej, równości (2.32ab) pozwalają na wyznaczenie popytu przedsiębiorstwa
na analizowane tu czynniki produkcji. Z równań tych wynika bowiem, że popyt przed-
siębiorstwa na kapitał (pracę) wyznaczany jest przez zrównanie krańcowego produktu
kapitału mpk (krańcowego produktu pracy mpl) z realną ceną kapitału ωk (płacą realną
ωl). Ponieważ, zgodnie z przyjętymi w podpunkcie 1.4.1 założeniami dotyczącymi
funkcji produkcji y = f(k, l), przy nakładach kapitału k (pracy l) rosnących od 0 do +∞
krańcowy produkt kapitału (krańcowy produkt pracy) spada w sposób ciągły od +∞ do
0, zatem istnieje dokładnie jeden dodatni nakład kapitału (nakład pracy), przy którym
spełnione jest równanie mpk = ωk (mpl = ωl), gdyż ωk > 0 (ωl > 0). Wynika stąd, iż
nakłady kapitału i pracy, które spełniają warunki: mpk = ωk i mpl = ωl, wyznaczają
popyt rozważanego przedsiębiorstwa na czynniki produkcji. Nakłady te odpowiadają
wielkościom kd oraz ld na rysunkach 2.14ab.
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Rys. 2.14a. Krańcowy produkt kapitału (mpk), realna cena kapitału (ωk) i popyt przedsiębiorstwa na
kapitał (kd)

Rys. 2.14b. Krańcowy produkt pracy (mpl), płaca realna (ωl) i popyt przedsiębiorstwa na pracę (ld)

Z rysunku 2.14a (2.14b) wynika, że jeśli przy realnej cenie kapitału ωk (płacy real-
nej ωl) nakłady kapitału k (pracy l) są niższe od kd (ld), to krańcowy produkt kapitału
mpk (krańcowy produkt pracy mpl) jest wyższy od ωk (ωl), a przy k > kd (l > ld)
mpk < ωk (mpl < ωl). Natomiast przy nakładach kapitału k = kd (pracy l = ld) krańcowy
produkt kapitału (krańcowy produkt pracy) zrównuje się z realną ceną kapitału (płacą
realną), co – zgodnie z równaniami (2.32ab) – oznacza, iż popyt przedsiębiorstwa na
kapitał (pracę) równy jest kd (ld). Co więcej, gdyby realna cena kapitału (płaca realna)
wzrosła do ωk’ > ωk (ωl’ > ωl), to popyt na kapitał (pracę) spadnie z kd (ld) do kd’ (ld’).

kd’

ωk’ ωk’

ωk

kd

ωk

mpk

0
constl

k =

mpk, ωk

ld’

ωl’ ωl’

ωl

ld

ωl

mpl

0
constk

l =

mpl, ωl



63

Płynie stąd wniosek, że im wyższa jest realna cena kapitału (płaca realna), tym niższy
jest popyt przedsiębiorstwa działającego w konkurencji doskonałej na kapitał (pracę)9.

Jeśli proces produkcyjny w przedsiębiorstwie opisany jest przez funkcję produkcji
Cobba-Douglasa daną wzorem:

( ) ,lakl,kfy LK αα==

gdzie a > 0 oraz αK i αL ∈ (0; 1) (interpretacja ekonomiczna parametrów a, αK i αL

znajduje się w podpunkcie 1.4.1), to funkcję zysku (2.29) można zapisać następująco:

( ) .lwkwlkapl,k lk
LK −−⋅⋅=π αα (2.35)

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (2.35) dane są następującymi rów-
naniami:
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natomiast warunki dostateczne sprowadzają się do tego, iż hesjan funkcji zysku:
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jest ujemnie określony w punkcie stacjonarnym funkcji (2.35).
Ponieważ:
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9 Zależność tę można również wykazać, korzystając z twierdzenia o pochodnej funkcji uwikłanej. Moż-

na tego dowieść następująco. Niech dana będzie funkcja:
φ(k(ωk), ωk) = mpk – ωk

oraz funkcja uwikłana kd = kd(ωk) rozwiązująca (tożsamościowe do warunku koniecznego maksymalizacji
zysku (2.32a)) równanie φ(k, ωk) = 0. Funkcja kd = kd(ωk) wyznacza wielkość popytu na kapitał w zależno-
ści od jego realnej ceny. Pochodna funkcji uwikłanej kd = kd(ωk) po ωk dana jest wzorem:
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∂
. Stąd zaś płynie wniosek, że popyt na kapitał kd jest malejącą

funkcją realnej ceny kapitału ωk. Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić dla funkcji popytu na
pracę ld = ld(ωl), która rozwiązuje równanie mpl = ωl.
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więc hesjan (2.37) można zapisać następująco:
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Pierwszy minor główny:

( ) ( ) LK lka1pHm 2
KK1

α−α⋅⋅−αα⋅= (2.39a)

hesjanu (2.38) jest ujemny dla każdego k, l > 0, gdyż p, a > 0 oraz αK i αL ∈ (0; 1).
Natomiast drugi z minorów głównych owego hesjanu zapisać można wzorem:

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( ) [ ]( )

( )( ) .lkap1

1lkap

lkaplkap11

lka1plkap

lkaplka1p
Hm

211
LKLK

2
L

2
KLKLKLK

211

211
LK

211
LLKK

2
LL

11
LK

11
LK

2
KK

2

LK

LK

LKLK

LKLK

LKLK

−α−α

−α−α

−α−α−α−α

−αα−α−α

−α−αα−α

⋅⋅α−α−αα=

=αα−+α−α−αααα⋅⋅=

=⋅⋅αα−⋅⋅−αα−αα=

=
⋅⋅−αα⋅⋅⋅α⋅α⋅

⋅⋅α⋅α⋅⋅⋅−αα⋅=

(2.39b)

Z równania (2.39b) wynika, że dla każdej struktury nakładów kapitału k i pracy l (ta-
kich, że k, l > 0) drugi minor główny m2(H) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy
αK + αL ∈ (0; 1). Oznacza to, iż hesjan H(π) będzie ujemnie określony wówczas, gdy
suma elastyczności αK + αL funkcji produkcji Cobba-Douglasa będzie mniejsza od
jedności (a zatem wtedy, gdy funkcja ta charakteryzować się będzie malejącymi efek-
tami skali procesu produkcyjnego).

Wracając do warunków koniecznych (2.36ab) maksymalizacji funkcji zysku (2.35),
okazuje się, iż warunki te można zapisać za pomocą następującego układu równań:
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gdzie ωk i ωl > 0 są (zdefiniowanymi uprzednio) realnymi cenami zaangażowania ka-
pitału i pracy. Powyższy układ równań można również przekształcić i zapisać nastę-
pująco:
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(2.40)

Ponieważ (na mocy przyjętych w prowadzonych tu rozważaniach założeń) zarówno
prawe, jak i lewe strony każdego ze związków w układzie równań (2.40) są dodatnie,
zatem zależności te można zlogarytmować stronami logarytmem naturalnym. Wów-
czas uzyskuje się liniowy układ równań, względem ln(k) oraz ln(l), postaci:
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Układ ów można również zapisać w postaci macierzowej:
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(2.41)

Rozwiązanie układu równań (2.41) ze względu na k i l wyznacza punkt stacjonarny
funkcji zysku. Co więcej, jeśli hesjan tej funkcji będzie ujemnie określony w punkcie
stacjonarnym (a będzie to mieć miejsce przy malejących efektach skali), to punkt ten
wyznaczać będzie maksimum funkcji zysku π(k, l). Oznacza to, że przy αK + αL < 1
rozwiązanie układu równań (2.41) wyznaczać będzie strukturę zatrudnienia kapitału
i pracy, przy których zysk π jest w maksimum. Rozwiązanie to wyznaczać więc będzie
popyt analizowanego tu przedsiębiorstwa na kapitał (oznaczany jako kd) i pracę (ld).

Wykorzystując twierdzenie Cramera, otrzymujemy:
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skąd płynie wniosek, że wielkości popytu rozważanego przedsiębiorstwa na kapitał
(kd) i pracę (ld) spełniają związki:
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oraz:
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lub (po pominięciu logarytmów naturalnych):
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Z zależności (2.42ab) oraz (2.43ab), przy założeniu, że αK + αL < 1, można wyciąg-
nąć następujące wnioski natury ekonomicznej:

• Wielkości popytu analizowanego przedsiębiorstwa na kapitał (kd) i pracę (ld)
uzależnione są m.in. od realnych cen czynników produkcji (ωk oraz ωl) oraz od
łącznej produkcyjności czynników produkcji (a).

• Ponieważ10:
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zatem im wyższa jest realna cena kapitału ωk, tym niższy jest popyt przedsię-
biorstwa zarówno na kapitał (czyli kd), jak i na pracę (ld). Uwzględniając zaś

fakt, iż 
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 okazuje się, że wysokim płacom realnym ωl

towarzyszy również niski popyt na oba analizowane tu czynniki produkcji.

                                                          
10 Wykorzystujemy tu twierdzenie, że jeśli ln(y) = φ(x) (gdzie φ jest różniczkowalną funkcją zmiennej

x ∈ ℜ) i pochodna d ln(y)/dx jest dodatnia/ujemna, to również dy/dx jest dodatnia/ujemna. Wynika to stąd,

iż y = eφ(x), a więc )x()x( e
dx

)yln(d
e

dx

)x(d

dx

dy φφ =φ= , co oznacza, że pochodne d ln(y)/dx i dy/dx są tego

samego znaku (gdyż eφ(x) > 0).
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• Różniczkując równania (2.43ab) po łącznej produktywności czynników produk-
cji, uzyskuje się następujące związki:
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Z powyższych nierówności płynie wniosek, że wzrost łącznej produktywności
czynników produkcji prowadzi do wzrostu popytu przedsiębiorstwa na kapitał
i pracę.

2.4.2. Model n-czynnikowy*

Uogólnieniem modeli przedsiębiorstwa rozważanych w podpunkcie 2.4.1 są mode-
le, w których proces produkcyjny opisany jest przez n-czynnikową funkcję produkcji.
Rozważmy więc przedsiębiorstwo, które działa w warunkach konkurencji doskonałej,
przy czym:

1. Cena dobra lub usługi, które wytwarza owo przedsiębiorstwo, ukształtowała się
na poziomie p > 0.

2. Proces produkcyjny opisany jest przez funkcję produkcji y = f(x1, x2, ..., xn)
o właściwościach scharakteryzowanych w rozdziale 1 (podpunkt 1.4.2).

3. Ceny każdego z czynników produkcji wynoszą (odpowiednio) w1, w2, ..., wn > 0.
4. Zakładamy również, że analizowane tu przedsiębiorstwo jest na tyle małe, iż nie

ma wpływu na ceny czynników produkcji. Implikuje, że wielkości w1, w2, ..., wn > 0
przedsiębiorstwo to musi traktować jako zmienne egzogeniczne.

Utarg r ≡ p ⋅ y rozważanego przedsiębiorstwa można zapisać wzorem:

r(x1, x2, ..., xn) = p ⋅ f(x1, x2, ..., xn), (2.44)

jego zaś koszty całkowite, związane z zatrudnieniem każdego z czynników produkcji,
opisane są przez zależność:
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Równania (2.44–2.45) wyznaczają funkcję utargu (2.44) i funkcję kosztu całkowitego
(2.45). Funkcje te są uogólnieniem funkcji utargu (2.28) i funkcji kosztu całkowitego
(2.27). Z równań (2.44–2.45) wynika, iż zarówno utarg r, jak i koszt całkowity tc ana-
lizowanego przedsiębiorstwa są funkcjami nakładów każdego z czynników produkcji
(a zatem są funkcjami x1, x2, ..., xn). Co więcej, ponieważ zysk π równy jest r – tc,
zatem funkcję zysku π(x1, x2, ..., xn) można zapisać następująco:

( ) ( ) .xwx...,,x,xfpx...,,x,x
n

1i
iin21n21 ∑

=
−⋅=π (2.46)

Problem, przed którym stoi rozważane przedsiębiorstwo, sprowadza się do wyzna-
czenia takiej struktury nakładów n czynników produkcji (x1, x2, ..., xn), która maksy-
malizuje funkcję zysku (2.46). Warunki konieczne maksymalizacji owej funkcji okreś-
lone są przez zależności:

.0
xin...,,2,1i

=
∂
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=
(2.47)

Natomiast warunki dostateczne maksymalizacji funkcji zysku π(x1, x2, ..., xn) sprowa-
dzają się do tego, by hesjan H(π) dany wzorem:
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(2.48)

był ujemnie określony w punkcie stacjonarnym funkcji zysku π(x1, x2, ..., xn). Hesjan
(2.48) będzie ujemnie określony wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego i = 1, 2, ..., n
będą zachodzić nierówności11:

(–1)imi(H(π)) > 0, (2.49)

gdzie mi(H) jest i-tym minorem głównym hesjanu (2.48) danym wzorem:

                                                          
11 Warunki (2.49) są tożsame z tym, że nieparzyste minory główne hesjanu H(π) muszą być ujemne, pa-

rzyste zaś – dodatnie.
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Ze związków (2.49–2.50) wyciągnąć można wniosek, iż warunki dostateczne maksy-
malizacji funkcji zysku π(x1, x2, ..., xn) sprowadzają się do tego, że w punkcie stacjo-
narnym owej funkcji spełniony być musi następujący układ nierówności:
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(2.51)

Licząc pierwsze i drugie pochodne cząstkowe funkcji zysku (2.46) oraz drugie po-
chodne mieszane owej funkcji, otrzymujemy:

( )

iii
i

n

1j
jjn21

iin,...,2,1i

wmppw
x

f
p

xwx...,,x,xpf
xx

−⋅=−
∂
∂=

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂=

∂
π∂∀ ∑

==
(2.52)
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Wstawiając zależności (2.52) do warunków koniecznych (2.47) maksymalizacji
funkcji zysku analizowanego przedsiębiorstwa, okazuje się, iż warunki te można zapi-
sać następująco:
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skąd wynika, że:
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(2.55)

gdzie 
p

wi
i ≡ω  jest realną ceną zaangażowania i-tego czynnika produkcji (dla

i = 1, 2, ..., n). Warunki konieczne (2.55) istnienia maksimum funkcji zysku (2.46)
interpretuje się ekonomicznie, analogicznie do warunków (2.32ab). Oznacza to, iż jeśli
spełnione są również warunki dostateczne maksymalizacji funkcji zysku
π(x1, x2, ..., xn), to popyt na każdy z czynników produkcji wyznacza ta wielkość zaan-
gażowania owego czynnika produkcji, przy której krańcowy produkt i-tego czynnika
produkcji mpi zrównuje się z realną ceną tegoż czynnika ωi. Co więcej, ponieważ
w podpunkcie 1.4.2 zakładaliśmy, że krańcowe produkty każdego z czynników pro-
dukcji spadają od +∞ od 0 wraz ze wzrostem nakładów czynników produkcji, zatem
jeśli rośnie realna cena jednego z czynników produkcji, to przy niższych nakładach
tegoż z czynników produkcji jego krańcowy produkt zrównuje się z ωi i popyt na ów
czynnik produkcji spada.

Z równań (2.48) oraz (2.52–2.54) wynika, że hesjan funkcji zysku można zapisać
następująco:
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Z powyższego związku wynika, że hesjan H(π) jest iloczynem ceny p i hesjanu funkcji
produkcji H(f). Ponieważ p > 0, zatem jeśli hesjan funkcji produkcji będzie ujemnie
(dodatnio) określony, to również hesjan funkcji zysku będzie ujemnie (dodatnio) okreś-
lony. Płynie stąd wniosek, że warunek dostateczny maksymalizacji funkcji zysku



72

(2.46) można sprowadzić do tego, iż hesjan funkcji produkcji musi być ujemnie okreś-
lony w punkcie stacjonarnym funkcji zysku. Warunek ów równoznaczny jest z tym, iż
spełniony musi być następujący układ nierówności:
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(2.56)

Jeśli teraz rozważymy szczególny przypadek funkcji produkcji y = f(x1, x2, ..., xn),
tj. n-czynnikową funkcję produkcji Cobba-Douglasa daną wzorem:

∏
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α=
n
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i

ixay (2.57)

(gdzie a > 0 oraz αi ∈ (0; 1) dla każdego i = 1, 2, ..., n), to funkcję zysku (2.46) można
zapisać następująco:
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Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (2.58) określone są przez równania:
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natomiast warunki dostateczne sprowadzają się do tego, iż w punkcie stacjonarnym
funkcji zysku (2.58) minory główne hesjanu funkcji produkcji (2.57) powinny spełniać
nierówności (2.56).

Licząc drugie pochodne funkcji produkcji Cobba-Douglasa (2.57), okazuje się, iż są
one opisane przez związki:
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Z zależności (2.60ab) wyciągnąć można wniosek, iż hesjan n-czynnikowej funkcji
produkcji Cobba-Douglasa dany jest wzorem:
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Z powyższego równania wynika, iż i-ty (i = 1, 2, ..., n) minor główny hesjanu H(f)
można zapisać następująco:
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Wyciągając z każdej z kolumn minora mi(H(f)) wyrażenie 
j
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yα
 (dla każdego

j = 1, 2, ..., i), okazuje się, że minor ów można zapisać wzorem:
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Jeśli wyciągnie się z każdego z wierszy powyższego wyznacznika wyrażenia 
jx

1
 (dla

j = 1, 2, ..., i), to:
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Dodając do pierwszego wiersza wyznacznika 
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następne wiersze, okazuje się, że:
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Dodając do drugiego, trzeciego, ..., i-tego wiersza wyznacznika
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 wiersz pierwszy przemnożony przez α2, α3, ..., αi, sprowa-

dza się i-ty minor główny hesjanu H(f) do wzoru:
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Ponieważ dla każdego xi > 0 oraz αi ∈ (0; 1) (i = 1, 2, ..., n) wyrażenie ∏
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dodatnie, zatem warunki dostateczne (2.56) maksymalizacji funkcji zysku (2.58) będą
spełnione wtedy i tylko wtedy, gdy:
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a więc gdy n-czynnikowa funkcja produkcji Cobba-Douglasa (2.57) charakteryzuje się
malejącymi efektami skali.

Wracając do warunków koniecznych (2.59) maksymalizacji funkcji zysku rozważa-
nego przedsiębiorstwa, okazuje się, iż warunki te można przekształcić i zapisać nastę-
pująco:
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gdzie ωi to realna cena zaangażowania i-tego czynnika produkcji (dla i = 1, 2, ..., n). Po
zlogarytmowaniu każdego z powyższych związków dochodzi się do następującego
liniowego układu równań (względem ln(x1), ln(x2), ..., ln(xn)):
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Jeśli ( )1;0
n

1i
i ∈α∑

=
, to rozwiązanie układu równań (2.61) wyznaczać będzie strukturę

zatrudnienia n czynników produkcji, która maksymalizuje funkcję zysku analizowane-
go tu przedsiębiorstwa. Innymi słowy, rozwiązanie to będzie wyznaczać strukturę po-
pytu owego przedsiębiorstwa na rozważane w tej części skryptu czynniki produkcji.
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Odejmując od i-tego (i = 1, 2, ..., n–1) równania układu równań (2.61) równanie
n-te, uzyskuje się następujące związki:
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które implikują, że dla każdego i = 1, 2, ..., n–1 spełnione są zależności:
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Ostatni zaś ze związków układu równań (2.61) można zapisać wzorem:
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Wstawiając do powyższego równania zależności (2.62), dochodzi się do następującego
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Wstawiając równanie (2.63) do związków (2.62), dochodzi się do zależności:
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a stąd i z równania (2.63) wynika, że:
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gdzie xd
i oznacza popyt przedsiębiorstwa na i-ty (dla i = 1, 2, ..., n) czynnik produkcji.

Z równań (2.64) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Popyt xd

i przedsiębiorstwa na każdy z rozważanych tu czynników produkcji za-
leżny jest m.in. od łącznej produktywności czynników produkcji a, realnej ceny
tego czynnika produkcji ωi oraz realnych cen pozostałych czynników ωj (dla
każdego j ≠ i).

• Ponieważ dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi:
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. Oznacza to, że im wyższa jest łączna produktywność

czynników produkcji, tym wyższy jest popyt na każdy z czynników produkcji.
• Popyt ów jest również tym wyższy, im niższa jest realna cena i-tego czynnika

produkcji. Wynika to stąd, że dla każdego i = 1, 2, ..., n spełniony jest związek:
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• Pochodne cząstkowe:
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są ujemne dla każdego i, j = 1, 2, ..., n oraz j ≠ i. Płynie stąd wniosek, iż im wyż-
sza jest realna cena dowolnego, j-tego czynnika produkcji, tym niższy jest popyt
na i-ty czynnik produkcji.
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2.5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w rozdziale 2 rozważania można podsumować następująco:
I. W modelach przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskona-

łej przyjmuje się założenie, iż cena dobra lub usługi, które przedsiębiorstwo to
wytwarza, jest od niego niezależna. Oznacza to, iż cena ta jest dla rozważanego
przedsiębiorstwa zmienną egzogeniczną.

II. Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku przedsiębiorstwa dzia-
łającego w konkurencji doskonałej sprowadzają się do tego, że cena musi być
równa kosztowi krańcowemu (warunek konieczny) oraz nachylenie krzywej
kosztu krańcowego, przy wielkości produkcji, przy której cena równa jest kosz-
tom krańcowym, jest dodatnie (warunek dostateczny).

III. Jeśli producent funkcjonujący w konkurencji doskonałej charakteryzuje się
U-kształtnymi krzywymi kosztów krańcowych oraz przeciętnych kosztów cał-
kowitych i przeciętnych kosztów zmiennych, to warunki konieczny i dostateczny
maksymalizacji jego zysku spełnione są przy wielkości produkcji, przy której
koszt krańcowy po raz drugi zrównuje się z ceną. Co więcej, jeżeli (niezależna
od przedsiębiorstwa) cena ukształtuje się powyżej minimum przeciętnych kosz-
tów całkowitych, to utarg tego przedsiębiorstwa przewyższa jego koszty i zysk
(w maksimum funkcji zysku) jest dodatni. Jeśli zaś cena równa jest minimum
przeciętnych kosztów całkowitych, to zysk rozważanego przedsiębiorstwa rów-
ny jest zeru. W sytuacji, w której cena znajduje się między minimum przeciętne-
go kosztu całkowitego a minimum przeciętnego kosztu zmiennego przy każdej
wielkości produkcji (w tym przy wielkości produkcji, przy której spełnione są
warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku), zysk analizowanego
przedsiębiorstwa jest ujemny. Jeśli cena zrównuje się z minimum przeciętnego
kosztu zmiennego, to przedsiębiorstwo minimalizuje stratę, realizując zerową

wielkość produkcji lub też wytwarzając tę wielkość produkcji, przy której prze-
ciętne koszty zmienne osiągają swoje minimum. Natomiast jeśli cena spadnie
poniżej minimum przeciętnego kosztu zmiennego, to przedsiębiorstwo powinno
zaniechać jakiejkolwiek produkcji i (implicite) liczyć na wzrost ceny lub dążyć
do obniżenia kosztów.

IV. Przez popyt przedsiębiorstwa na czynniki produkcji rozumie się tę strukturę
nakładów czynników produkcji, które maksymalizują zysk producenta. W przy-
padku przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej popyt
na czynniki produkcji wyznaczany jest przez zrównanie krańcowych produktów
każdego z czynników produkcji z realnymi cenami tych czynników (warunki
konieczne maksymalizacji zysku) oraz to, że hesjan z funkcji produkcji jest
ujemnie określony (warunek dostateczny maksymalizacji zysku).

V. Jeśli spełnione są warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku przed-
siębiorstwa, to popyt na każdy z czynników produkcji zależny jest od realnej ce-
ny tego czynnika. Co więcej, wielkość popytu na każdy z czynników produkcji
spada wraz ze wzrostem realnej ceny czynnika produkcji.

VI. W sytuacji, w której proces produkcyjny w przedsiębiorstwie opisany jest przez
funkcję produkcji Cobba-Douglasa, na popyt na każdy z czynników produkcji,
poza realną ceną danego czynnika, wpływają również realne ceny pozostałych
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czynników produkcji oraz łączna produktywność czynników produkcji. Popyt na
każdy z czynników produkcji spada wraz ze wzrostem realnych cen innych
czynników produkcji oraz rośnie na skutek wzrostu łącznej produktywności
czynników produkcji.



Rozdzia ł  3

MONOPOL I DYSKRYMINACJA CENOWA

3.1. WPROWADZENIE

Celem analiz prowadzonych w rozdziale 3 skryptu jest:
I. Wyznaczenie warunku koniecznego i dostatecznego maksymalizacji zysku

przedsiębiorstwa działającego w warunkach czystego monopolu.
II. Zilustrowanie owych warunków maksymalizacji zysku wówczas, gdy monopoli-

sta charakteryzuje się U-kształtnymi krzywymi kosztów.
III. Zdefiniowanie dyskryminacji cenowej monopolu oraz wyprowadzenie warun-

ków koniecznych i dostatecznych maksymalizacji zysku w sytuacji, w której
monopolista prowadzący dyskryminację cenową funkcjonuje jedynie na dwóch
rynkach (lub segmentach rynku).

IV. Wyznaczenie warunków koniecznych i dostatecznych maksymalizacji zysku
w dyskryminacji cenowej monopolu wówczas, gdy monopolista działa na do-
wolnej ilości n rynków (lub segmentów rynków) odbiorców.

V. Określenie popytu na kapitał i pracę wtedy, gdy monopolista wytwarza produkt,
opierając się na dwuczynnikowej funkcji produkcji.

VI. Wyznaczenie popytu na n czynników produkcji w sytuacji, w której analizowany
monopolista korzysta z technologii opisanej przez n-czynnikową funkcję pro-
dukcji.

3.2. MAKSYMALIZACJA ZYSKU W WARUNKACH CZYSTEGO
MONOPOLU

Jak już wspomniano w rozdziale 1 (punkt 1.2), przez monopol rozumieć będziemy
taki rynek, na którym działa wyłącznie jeden producent, ustalający na tym rynku cenę
(wytwarzanego przez siebie dobra lub usługi) oraz wielkość produkcji, przy której
przedsiębiorstwo to maksymalizuje swój zysk. Monopol może istnieć albo ze wzglę-
dów technologicznych bądź też ze względów instytucjonalnych. Jeśli na pewnym ryn-
ku funkcjonuje tylko jeden producent z tego względu, iż tylko on ma dostęp do tech-
nologii wytwarzania danego produktu lub tylko on posiada odpowiednią infrastrukturę,
niezbędną do wytwarzania tego produktu, to będziemy mówić, że istniejący monopol
ma charakter monopolu technologicznego. Jeśli zaś brak konkurencji na rynku wynika
stąd, że licencję na wytwarzanie produkowanego w monopolu dobra lub usługi ma
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tylko jedno przedsiębiorstwo, to będziemy mieć do czynienia z monopolem instytucjo-
nalnym1.

Rozważając podstawowe modele monopolu w teorii mikroekonomicznej powinni-
śmy wprowadzić kilka kolejnych pojęć. Kategoriami tymi są pojęcia popytu, funkcji
popytu, odwrotnej funkcji popytu, utargu krańcowego oraz funkcji utargu krańcowego.
Pojęcia te wykorzystywane będą również w prowadzonych w rozdziale 4 analizach
duopolu i oligopolu.

Przez popyt konsumentów na produkty wytwarzane przez monopolistę rozumieć
będziemy tę wielkość produkcji monopolisty, którą przy danej cenie są skłonni nabyć
wszyscy konsumenci na rynku2. Natomiast funkcję popytu definiować będziemy jako
pewną funkcję zmiennej p:

yd = yd(p) (3.1)

opisującą relację zachodzącą pomiędzy ceną p, którą ustali na rynku monopolista,
a wielkością zgłaszanego przez konsumentów popytu yd. O funkcji popytu (3.1) bę-
dziemy zakładać, iż dla każdej ceny p ≥ 0 jest funkcją odpowiednią ilość razy różnicz-
kowalną. Ponadto przyjmiemy, że:

.0
dp

dyd

< (3.2)

Z nierówności (3.2) wynika, że funkcja popytu yd(p) jest malejącą funkcją ceny p.
Oznacza to, iż jeśli monopolista podnosi cenę wytwarzanego przez siebie produktu, to
popyt konsumentów na ów produkt spada.

Jeśli założymy, że monopolista realizuje taką wielkość produkcji y, którą przy
ustalonej przez siebie cenie p sprzeda, to musi być spełniony warunek:

y = yd(p), (3.3)

co oznacza, iż również wielkość produkcji monopolisty y zależna jest od ceny, którą
ustali on na rynku. Przyjmijmy też, że istnieje funkcja odwrotna do funkcji popytu
(3.3). Oznaczmy tę funkcję przez:

p = p(y). (3.4)

Funkcję daną wzorem (3.4) nazywać będziemy odwrotną funkcją popytu. Funkcja ta
opisuje zależności zachodzące pomiędzy wielkością produkcji y, którą realizuje mono-
polista, a ceną p, którą musi on ustalić na rynku, by całą wytworzoną produkcję sprze-

                                                          
1 Warto jednak w tym miejscu zauważyć, iż to, czy dany monopol ma charakter monopolu technolo-

gicznego, czy też instytucjonalnego, nie ma większego znaczenia dla kształtowania się równowagi na rynku
monopolisty.

2 W mikroekonomicznej teorii zachowania konsumenta przyjmuje się, iż popyt konsumenta wyznacza-
ny jest przez maksymalizację użyteczności na pewnej linii ograniczenia budżetowego (innymi słowy, popyt
ów jest rozwiązaniem problemu maksymalizacji użyteczności konsumpcji na linii ograniczenia budżetowe-
go). Wówczas popyt konsumenta na pewne dobro lub usługę jest zazwyczaj zdeterminowany nie tylko
przez cenę tego dobra lub usługi, ale również przez ceny innych dóbr i usług oraz przez dochód konsumen-
ta. Jednak z punktu widzenia równowagi monopolu, duopolu oraz oligopolu najważniejszą właściwością
funkcji popytu konsumentów na konkretne dobro lub usługę jest to, iż jest ona zależna od ceny owego
dobra lub usługi. Dlatego też w prowadzonych dalej rozważaniach oddziaływanie cen innych produktów
oraz dochodów konsumentów będziemy pomijać.
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dać. Z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej oraz nierówności (3.2) wynika, iż
zachodzi związek:

.0
dp/dy

1
dy
dp

d
<= (3.5)

Z zależności (3.5) wyciągnąć można wniosek, że jeśli monopolista chce zwiększyć
wielkość produkcji (którą zamierza sprzedać), to musi obniżyć cenę wytwarzanego
przez siebie dobra lub usługi.

W modelach konkurencji doskonałej przyjmowaliśmy, że wielkość utargu r przed-
siębiorstwa jest iloczynem ceny p, po której producent sprzedaje wytwarzane dobro lub
usługę, i wielkości produkcji y (por. równanie (2.2)). W ten sam sposób będziemy
definiować utarg w warunkach monopolu. Ponieważ jednak w monopolu cena p, po-
przez odwrotną funkcję popytu (3.4), związana jest z wielkością produkcji analizowa-
nego przedsiębiorstwa, zatem w warunkach monopolu wielkość produkcji przedsię-
biorstwa oddziałuje na utarg producenta dwoma kanałami. Po pierwsze, oddziałuje
bezpośrednio, bo r ≡ p⋅y, oraz, po drugie, oddziałuje również pośrednio, gdyż p = p(y).
Można to formalnie zapisać następująco:

r(y) = p(y) ⋅ y. (3.6)

Analizując równowagę monopolu, skorzystamy z pojęcia utargu krańcowego. Przez
utarg krańcowy mr, przez analogię do kosztu krańcowego mc, rozumieć będziemy
relację przyrostu utargu r do przyrostu produktu y. Korzystając z rachunku różniczko-
wego, utarg krańcowy zdefiniujemy za pomocą pochodnej utargu r po produkcie y,

czyli .
dy
dr

)y(mr ≡  Licząc pochodną funkcji utargu (3.6) po wielkości produkcji y oraz

uwzględniając związek (3.5), okazuje się, że dla każdego y > 0 zachodzi zależność:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).ypypy
dy
dp

dy
dy

ypy
dy
dp

yyp
dy
d

dy
dr

ymr <+=+=⋅=≡ (3.7)

Ze związku (3.7) płynie wniosek, że w warunkach monopolu utarg krańcowy mr
(odpowiadający dowolnej dodatniej wielkości produkcji) jest zawsze niższy od ceny p,
którą monopolista ustala na rynku (a więc krzywa utargu krańcowego mr(y) leży pod
krzywą odwrotnej funkcji popytu p(y)). Oznacza to również, że utarg krańcowy
w monopolu zachowuje się nieco inaczej niż utarg krańcowy przedsiębiorstwa działa-
jącego w warunkach konkurencji doskonałej. Wynika to stąd, iż jeśli uwzględni się
fakt, że w konkurencji doskonałej cena p jest niezależna od wielkości produkcji przed-

siębiorstwa, to r = p ⋅ y, natomiast ,p
dy
dr

mr =≡  czyli przy każdej wielkości produkcji

y > 0 utarg krańcowy mr(y) równy jest cenie p.
Co więcej, z zależności (3.5), (3.7) oraz warunku, że y = yd (który oznacza, iż pro-

dukcja monopolisty y dostosowuje się do popytu konsumentów yd), wynika, że zacho-
dzi związek:
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( ) .1

y

p
dp

dy

1
p1

p
y

dy
dp

ppy
dy
dp

ymr

d

d

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=+= (3.8)

Jeśli przez:

0
y

p

dp

dy
d

d

<⋅≡ε (3.9)

oznaczy się elastyczność cenową popytu konsumentów3 na rynku monopolisty, to
funkcję utargu krańcowego monopolisty (3.8) można zapisać za pomocą następującego
równania:

( ) .
1

p1
1

pymr
ε
+ε=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
ε

= (3.10)

Z równania (3.10) płynie wniosek, że utarg krańcowy monopolisty zależny jest zarów-
no od ceny p, jaką ustali on na rynku, jak i od elastyczności cenowej ε popytu na pro-
dukt, zgłaszanego przez konsumentów.

Funkcję zysku π(y) monopolisty, podobnie jak funkcję zysku π(y) przedsiębiorstwa
działającego w konkurencji doskonałej, można zapisać następująco:

π(y) = r(y) – tc(y), (3.11)

przy czym funkcję utargu r(y) opisuje równanie (3.6), funkcję zaś kosztu całkowitego
tc(y) zależność (1.1) (por. punkt 1.3 skryptu). Ponieważ założyliśmy, iż celem działa-
nia przedsiębiorstwa jest maksymalizacja zysku π, zatem analizowany przez nas pro-
ducent szuka takiej wielkości produkcji y ≥ 0, która maksymalizuje funkcję zysku π(y).
Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji funkcji zysku (3.11), jako funkcji
jednej zmiennej, dane są przez zależności:

0
dy

d =π
(3.12)

oraz:

,0
dy

d
2

2

<π
(3.13)

                                                          

3 Elastyczność cenowa popytu ε musi być ujemna, gdyż (zgodnie ze związkiem (3.2)) 0
dp

dyd
< , nato-

miast cena p i popyt yd są na każdym rynku dodatnie. Elastyczność tę interpretuje się ekonomicznie w ten
sposób, iż jeśli cena, ustalona przez monopolistę, wzrośnie o ζ%, to łączny popyt konsumentów na rynku,
na którym działa ów monopolista, spadnie o ζε%. Wynika stąd, iż jeżeli przy elastyczności cenowej popytu
ε równej np. –2 cena wzrośnie o 1%, to popyt konsumentów spadnie o 2%.
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przy czym warunek dostateczny (3.13) powinien być spełniony w punkcie stacjonar-
nym funkcji zysku. Licząc pierwszą i drugą pochodną funkcji π(y) po wielkości pro-
dukcji y, okazuje się, iż pochodne te opisane są przez związki:

( ) ( )( ) )y(mc)y(mr
dy

tcd

dy

dr
ytcyr

dy

d

dy

d −=−=−=π
(3.14)

(gdyż 
dy

dr
)y(mr ≡  i )

dy

tcd
)y(mc ≡  oraz:

( ) .
dy

mcd

dy

mrd
)y(mc)y(mr

dy

d

dy

d

dy

d

dy

d
2

2

−=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π=π
(3.15)

Z zależności (3.14–3.15) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Jeśli utarg krańcowy mr monopolisty jest wyższy (niższy) od jego kosztów

krańcowych mc, to 0
dy

d >π
 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<π

0
dy

d
 i wzrost wielkości produkcji y pociąga za

sobą wzrost (spadek) zysku π analizowanego przedsiębiorstwa.

• W przypadku, w którym nachylenie krzywej utargu krańcowego 
dy

mrd
 jest wyż-

sze (niższe) od nachylenia krzywej kosztu krańcowego ,
dy

mcd
 druga pochodna

funkcji zysku 
2

2

dy

d π
 jest dodatnia (ujemna), co jest równoważne z tym, iż krzywa

zysku π(y) jest wówczas wypukła (wklęsła).
Z zależności (3.12) i (3.14) wynika, że warunek konieczny maksymalizacji zysku

(3.11) monopolisty można zapisać za pomocą następującego równania:

mr(y) = mc(y), (3.16)

a ze związków (3.13) i (3.15) wyciągnąć można wniosek, że warunek dostateczny
maksymalizacji zysku π sprowadza się do tego, iż w punkcie stacjonarnym funkcji
zysku π(y) powinna być spełniona nierówność4:

.
dy

mcd

dy

mrd < (3.17)

Związki (3.16–3.17) interpretuje się w teorii mikroekonomii w ten sposób, że wa-
runki maksymalizacji zysku monopolisty sprowadzają się do tego, iż:

                                                          

4 Rzecz jasna, przy produkcji, przy której mr = mc i 
dy

mcd

dy

mrd
> , zachodzić będą związki: 0

dy

d =π

oraz 0
dy

d
2

2
>π

, co implikuje, że funkcja zysku π(y) będzie wówczas minimalizowana.
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• utarg krańcowy mr musi być równy kosztowi krańcowemu mc (warunek ko-
nieczny)

oraz:

• nachylenie krzywej utargu krańcowego ,
dy

mrd
 przy produkcji gwarantującej

zrównanie utargu krańcowego z kosztem krańcowym, powinno być niższe od

nachylenia krzywej kosztu krańcowego 
dy

mcd
 (warunek dostateczny maksyma-

lizacji zysku).
Warto w tym miejscu zauważyć, iż warunki (3.16–3.17) stanowią rozszerzenie warun-
ków koniecznego (2.9) i dostatecznego (2.10) maksymalizacji zysku przedsiębiorstwa
działającego w konkurencji doskonałej. Wynika to stąd, iż w warunkach konkurencji
doskonałej mr = p, a zatem warunek (3.16) mr = mc sprowadza się do zależności (2.9),

natomiast (przy cenie p niezależnej od wielkości produkcji y) ( ) 0p
dy

d

dy

mrd == , więc

związek (3.17) odpowiada warunkowi dostatecznemu (2.10) maksymalizacji zysku
przedsiębiorstwa działającego w warunkach konkurencji doskonałej.

Z warunku koniecznego maksymalizacji zysku monopolisty (3.16) oraz związku
(3.10) wynika, iż wielkość produkcji, przy której monopolista maksymalizuje zysk,
spełnia zależność:

mc
1

p =
ε
+ε

lub:

.mc
1

p
+ε
ε= (3.18)

Równanie (3.18) wyznacza cenę p, którą powinien ustalić monopolista dążący do mak-
symalizacji zysku π.

Z równania tego płyną następujące wnioski:
• Cena p, którą ustali monopolista, zależna jest od jego kosztów krańcowych mc

oraz od elastyczności cenowej ε popytu konsumentów na rynku, na którym
działa to przedsiębiorstwo.

• Ponieważ koszty krańcowe mc oraz cena p, którą ustala producent działający
w monopolu, są dodatnie, zatem monopolista jest zainteresowany wejściem tyl-

ko na taki rynek, na którym wyrażenie 
1+ε

ε
 przyjmuje wartości dodatnie. Co

więcej, ponieważ na mocy przyjętych uprzednio założeń elastyczność cenowa
popytu ε jest ujemna, zatem analizowany tu producent jest zainteresowany tylko
rynkiem, na którym ε + 1 < 0 ⇔ ε < –1. A więc, zgodnie z równaniem (3.18),
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monopol może funkcjonować tylko na rynku, na którym elastyczność cenowa
popytu konsumentów jest mniejsza od –15.

• Jeśli ε < –1, to ,0
1mc

p >
+ε
ε=

∂
∂

 co oznacza, iż im wyższe są koszty krańcowe

rozważanego przedsiębiorstwa, tym wyższą cenę ustali ono na rynku.

• Ponieważ ,mc
1

limmcmc
1

limplim

H ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∞
∞

−∞→ε−∞→ε−∞→ε
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+ε
ε⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+ε
ε=  zatem przy

elastyczności cenowej popytu ε na rynku monopolisty zbieżnej do –∞ cena, któ-
rą ustala na rynku producent, jest zbieżna z kosztami krańcowymi (a zatem ceną,
która ukształtowałaby się w warunkach konkurencji doskonałej). Płynie stąd
wniosek, że jeśli konsumenci na rynku monopolisty bardzo silnie reagują na
zmianę ceny, to ustala on taką cenę, jaka ukształtowałaby się wówczas, gdyby
rynek nie był przez niego zdominowany.

• Jeśli popyt na rynku monopolisty reaguje względnie słabo na zmianę ceny
(a więc ε → –1–), to przy mc > 0 i ε < –1 zachodzi związek:

+∞=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+ε
ε⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+ε
ε=

−−− −→ε−→ε−→ε 1
limmcmc

1
limplim

111
, co implikuje, że analizo-

wany monopolista ustala wówczas na rynku bardzo wysoką cenę (cenę zbieżną
do +∞).

• Im wyższa jest elastyczność cenowa popytu zgłaszanego przez konsumentów
(a zatem im mniej elastyczny jest ów popyt), tym wyższa jest cena p, którą
ustala na rynku producent działający w warunkach monopolu. Wynika to stąd, iż

( )
.0

1

mc
mc

1
p

2
>

+ε
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

+ε
ε

ε∂
∂=

ε∂
∂

• Licząc drugą pochodną cząstkową ceny p po elastyczności cenowej popytu ε,
okazuje się, że pochodna ta dana jest następującym wzorem:

( ) ( )
.

1
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1

mcpp
322

2

+ε
⋅−=

⎟
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⎜
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∂
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 Ponieważ mc > 0, natomiast

ε + 1 < 0, zatem ,0
p
2

2

>
ε∂
∂

 co powoduje, że krzywa odkładana w układzie

współrzędnych o osiach cena – elastyczność cenowa popytu jest krzywą wypuk-
łą (względem elastyczności cenowej popytu). Krzywa ta zilustrowana jest na ry-
sunku 3.1.

                                                          
5 Warto w tym miejscu zauważyć, iż im niższa jest elastyczność cenowa popytu ε, tym (wbrew pozo-

rom) bardziej elastyczny jest zgłaszany przez konsumentów popyt. Wynika to stąd, iż jeśli elastyczność
cenowa popytu równa jest np. –1,5; –2; –3, to na 1% wzrost ceny konsumenci odpowiedzą spadkiem po-
pytu o 1,5%, 2%, 3%, natomiast przy ε → –∞ nawet na bardzo mały wzrost ceny konsumenci zareagują
bardzo wysokim (zbieżnym do +∞) spadkiem popytu.
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Rys. 3.1. Cena (p) a elastyczność cenowa popytu (ε) i koszty krańcowe (mc) w warunkach
maksymalizującego zysk monopolisty

Z rysunku 3.1 wynika, że jeśli popyt jest bardzo elastyczny względem ceny (ε → –∞),
to cena jest bliska kosztom krańcowym. Przy względnie elastycznym popycie (i ela-
styczności cenowej ε = ε1) cena kształtuje się na dość niskim poziomie (równym p1).
Mało elastyczny popyt (przy ε = ε2) prowadzi do względnie wysokiej ceny, która przy
ε → –1– jest zbieżna do +∞.

Jeśli założymy, że rozważany monopolista charakteryzuje się U-kształtnymi krzy-
wymi kosztów krańcowych i przeciętnych, które analizowaliśmy w rozdziałach 1 i 2,
to relacje między owymi krzywymi kosztów a odwrotną funkcją popytu p(y) i funkcją
utargu krańcowego mr(y) można zilustrować tak, jak ma to miejsce na rysunku 3.2.

Rys. 3.2. Relacje między U-kształtnymi krzywymi kosztów a odwrotną funkcją popytu p(y)
oraz funkcją utargu krańcowego mr(y) w monopolu
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Rozważając rysunek 3.2 oraz warunki konieczny (mr = mc) i dostateczny

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<

dy

mcd

dy

mrd
 maksymalizacji funkcji zysku (3.11), można stwierdzić, co następuje:

• Ponieważ przy wielkości produkcji y = y* koszt krańcowy zrównuje się z utar-
giem krańcowym i (ujemne) nachylenie utargu krańcowego jest mniejsze od
(dodatniego) nachylenia kosztu krańcowego, zatem wielkość produkcji równa y*

maksymalizuje zysk analizowanego monopolisty. Płynie stąd wniosek, iż podaż
owego przedsiębiorstwa wynosi właśnie y*. Podaż y* odpowiada długości od-

cinka 0y* na rysunku 3.2 (a więc .)y0y ** =
• Jeśli monopolista decyduje się na realizację wielkości produkcji y*, to musi

ustalić cenę p na takim poziomie, by popyt na jego produkty równy był podaży
y*. Cenę tę można wyznaczyć z odwrotnej funkcji popytu p = p(y). Oznacza to,
iż producent ten powinien ustalić cenę na poziomie p* = p(y*). Cena, którą ustali
monopolista maksymalizujący zysk, odpowiada długości odcinka 0p* na rysun-
ku 3.2.

• Jeśli monopolista zdecyduje się na wielkość produkcji y*, ustalając cenę p*, to
jego utarg r(y*) będzie odpowiadał iloczynowi p* ⋅ y*. Płynie stąd wniosek, że

***** y0p0yp)y(r ⋅=⋅= = 0y*Bp*, czyli utarg ten odpowiada polu prostokąta

o wierzchołkach 0, y*, B i p* na rysunku 3.2.
• Produkcji y* odpowiadają przeciętne koszty całkowite atc(y*) równe długości

odcinka 0C na analizowanym tu rysunku. Co więcej, ponieważ dla każdej do-
datniej wielkości produkcji y zachodzi równość: tc(y) = y ⋅ atc(y), zatem,
w szczególności, tc(y*) = y* ⋅ atc(y*). To z kolei implikuje, iż

C0y0)y(atcy)y(tc **** ⋅=⋅= = 0y*AC a więc koszt całkowity równy jest polu

prostokąta 0y*AC.
• Ponieważ zysk π jest różnicą pomiędzy utargiem r a kosztem całkowitym tc,

zatem przy podaży monopolisty równej y* zachodzi: π(y*) = r(y*) – tc(y*) =
= 0y*Bp* – 0y*AC = CABp*.

Szczególnym przypadkiem analizowanego uprzednio modelu monopolu jest model
z liniową funkcją popytu konsumentów oraz liniową funkcją kosztów całkowitych
producenta. W celu przeanalizowania tego przypadku załóżmy więc, że na rynku mo-
nopolisty konsumenci zgłaszają popyt opisany przez funkcję:

yd(p) = α – βp, (3.19)

gdzie α, β > 0, natomiast funkcja kosztu całkowitego producenta dana jest wzorem:

tc(y) = cy + f, (3.20)

przy czym c, f > 0.
Ze specyfikacji funkcji popytu (3.19) wynika, iż parametr α wyznacza wielkość

popytu, który byłby zgłaszany przez konsumentów przy cenie p = 0 (czyli α jest wiel-
kością popytu zgłaszanego wówczas, gdyby produkowane przez monopolistę dobro lub
usługa rozdawane były za darmo). Parametr ów nazywać będziemy pojemnością rynku
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monopolisty. Natomiast licząc pochodną funkcji popytu (3.19) po cenie p, okazuje się,
że:

.0
dp

dyd

<β−=

Płynie stąd wniosek, że parametr β równy jest wartości bezwzględnej nachylenia po-
pytu yd względem ceny p. Oznacza to, iż im wyższą wartość przyjmuje ów parametr,
tym konsumenci silniej reagują na zmianę ceny (popyt jest bardziej elastyczny wzglę-
dem ceny). Należy również w tym miejscu zaznaczyć, że liniowa funkcja popytu (3.19)
ma sens ekonomiczny jedynie wówczas, gdy zarówno cena p, jak i popyt yd są nie-
ujemne (czyli p ≥ 0 oraz yd ≥ 0). Z nierówności yd ≥ 0 wynika, że α – βp ≥ 0, co impli-

kuje, iż .p
β
α≤  A zatem, by funkcja popytu (3.19) miała sens ekonomiczny, cena p

musi należeć do przedziału .;0 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

β
α

Funkcja kosztów (3.20) odpowiada funkcji kosztów (1.15) w punkcie 1.3 skryptu.
Płynie stąd wniosek, że parametr c w funkcji kosztów całkowitych (3.20) wyznacza
zarówno przeciętne koszty zmienne, jak i koszty krańcowe, f zaś to koszty stałe anali-
zowanego monopolisty.

Uwzględniając fakt, że przedsiębiorstwo działające w monopolu wytwarza taką
wielkość produkcji y, która odpowiada popytowi konsumentów yd przy cenie p (usta-
lonej przez monopolistę), okazuje się, że:

y = α – βp,

co implikuje związek:

βp = α – y,

a więc:

( ) y
1

yp
β

−
β
α= (3.21a)

lub:
p(y) = a – by, (3.21b)

gdzie 0a >
β
α=  oraz .0

1
b >

β
=  Równania (3.21ab) wyznaczają odwrotną funkcję

popytu w analizowanym tu modelu monopolu. Z równań tych płynie wniosek, że

,
1

b
dy

dp

β
−=−=  co oznacza, iż jeśli monopolista podnosi cenę o jednostkę, to popyt

konsumentów spada o 
β

= 1
b  jednostek i monopolista musi również obniżyć wielkość

produkcji o 
β

= 1
b  jednostek.
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Wstawiając odwrotną funkcję popytu (3.21b) do funkcji utargu (3.6), funkcję tę
można zapisać następująco:

r(y) = p(y)y = (a – by)y = ay – by2. (3.22)

Jeśli zaś wstawi się funkcję utargu (3.22) oraz funkcję kosztu całkowitego (3.20) do
funkcji zysku, to funkcję zysku sprowadza się do zależności6:

π(y) = r(y) – tc(y) = ay – by2 – (cy + f) = (a – c)y – by2 – f. (3.23)

Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku (3.23) można zapisać nastę-
pująco:

( )( ) 0by2cafbyyca
dy

d

dy

d 2 =−−=−−−=π
(3.24)

oraz:

( ) .0b2by2ca
dy

d

dy

d

dy

d

dy

d
2

2

<−=−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π=π
(3.25)

Ponieważ ,0
1

b >
β

=  zatem warunek dostateczny (3.25) maksymalizacji funkcji zysku

(3.23) spełniony jest przy każdej wielkości produkcji y ≥ 0. Oznacza to, iż wielkość
produkcji spełniająca warunek konieczny (3.24) będzie maksymalizować zysk anali-
zowanego monopolisty, czyli będzie wyznaczać jego podaż.

Rozważając warunek konieczny maksymalizacji funkcji zysku, okazuje się, że:

2by = a – c,

skąd wynika, iż podaż y* analizowanego przedsiębiorstwa dana jest wzorem7:

b2

ca
y* −= (3.26a)

lub, po uwzględnieniu tego, że 
β
α=a  oraz 

β
= 1

b :

.
2

c
1

2

c

b2

ca
y* β−α=

β
⋅

−
β
α

=−= (3.26b)

                                                          
6 Funkcja zysku (3.23) ma sens ekonomiczny jedynie przy nieujemnych wielkościach produkcji y.
7 Aby równania (3.26ab) były interpretowalne ekonomicznie, podaż y* musi być nieujemna. Oznacza

to, że musimy dodatkowo założyć, iż koszty krańcowe c rozważanego monopolisty są nie większe od

β
α=a . Gdyby zaś zdarzyło się tak, że koszty krańcowe 

β
α=> ac , to racjonalnie zachowujące się przed-

siębiorstwo wycofa się z analizowanego rynku.
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Z równania (3.26b) płyną następujące wnioski dotyczące kształtowania się podaży
monopolisty o funkcji kosztów (3.20) i funkcji popytu (3.19):

• Podaż ta zależna jest od pojemności rynku (α), na którym działa monopolista,
siły, z jaką konsumenci na rynku monopolisty reagują na zmianę ceny (opisanej
przez parametr β), oraz kosztów krańcowych monopolisty (c).

• Ponieważ ,
2

1y*

=
α∂

∂
 zatem wzrost pojemności rynku α o ζ jednostek prowadzi

do wzrostu podaży analizowanego tu monopolisty o ζ/2 jednostek.
• Im silniej reagują konsumenci na cenę ustaloną przez monopolistę, a zatem im

wyższą wartość przyjmuje parametr β w funkcji popytu (3.19), tym niższą po-

daż zaoferuje na rynku ów monopolista. Wynika to stąd, że .0
2

cy*

<−=
β∂

∂

• Pochodna cząstkowa wielkości podaży monopolisty po jego kosztach krańco-

wych 
2c

y* β−=
∂
∂

 przyjmuje wartości ujemne. Płynie stąd wniosek, że im wyższe

są koszty krańcowe c analizowanego producenta, tym niższa jest wielkość jego
podaży.

Jeśli przez p* oznaczymy cenę, którą wyznaczy przedsiębiorstwo działające w wa-
runkach monopolu, chcąc realizować wielkość podaży y*, to cena ta jest wartością
odwrotnej funkcji popytu (3.21ab) odpowiadającą produkcji y = y*. Wynika stąd, że
p* = p(y*). Cenę tę można wyznaczyć, wstawiając wielkość podaży (3.26a) do odwrot-
nej funkcji popytu (3.21b). Wówczas cenę, którą wyznacza monopolista, można zapi-
sać wzorem:

( ) ,
2

c

2

ca

b2

ca
babyaypp ***

+
β
α

=+=−−=−== (3.27)

bo .a
β
α=

Z równania (3.27) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Cena p*, którą ustala na rynku monopolista, podobnie jak jego podaż y*, zależna

jest od pojemności rynku monopolisty, siły, z jaką konsumenci na tym rynku re-
agują na zmianę ceny, oraz od kosztów krańcowych producenta.

• Różniczkując równanie (3.27) względem pojemności rynku α, okazuje się, iż

.0
2

1p*

>
β

=
α∂

∂
 Płynie stąd wniosek, że im wyższa jest pojemność rynku mono-

polisty, tym wyższą cenę ustali on na tym rynku.

• Ponieważ ,0
2

p
2

*

<
β
α−=

β∂
∂

 zatem im silniej konsumenci reagują na zmianę ce-

ny, ustalonej przez monopolistę, tym niższą cenę wytwarzanego przez siebie
dobra lub usługi musi on ustalić.
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• Pochodna cząstkowa ceny p* po kosztach krańcowych c równa jest 1/2. Płynie
stąd wniosek, że jeśli monopoliście uda się obniżyć koszty krańcowe o ζ jedno-
stek, to będzie on skłonny obniżyć cenę o ζ/2 jednostek.

3.3. DYSKRYMINACJA CENOWA MONOPOLU

W punkcie 3.2 skryptu analizowane były warunki konieczny i dostateczny maksy-
malizacji zysku przedsiębiorstwa działającego w warunkach czystego monopolu oraz
wnioski z nich płynące. W punktach 3.3–3.4 rozważać będziemy analogiczne warunki
maksymalizacji zysku przy dyskryminacji cenowej monopolu. Przez dyskryminację
cenową rozumieć będziemy taką sytuację, w której pewne przedsiębiorstwo jest mono-
polistą na kilku rynkach lub segmentach rynku, wyznaczając różne ceny na to samo
wytwarzane dobro lub usługę. Przykładem dyskryminacji cenowej może być ustalanie
różnych cen biletów przez kolej lub przewoźników samochodowych dla różnych grup
konsumentów (np. studentów, uczniów) bądź też różne ceny usług biur podróży za tę
samą usługę w sezonie urlopowym oraz poza nim.

Aby przedsiębiorstwo mogło stosować dyskryminację cenową, muszą być spełnio-
ne dwa następujące warunki:

1. Wytwarzane dobro lub usługa nie mogą być odsprzedawalne pomiędzy rynkami
lub segmentami rynków, na których działa przedsiębiorstwo. Wynika to stąd, że gdyby
wytwarzany przez przedsiębiorstwo produkt (np. samochód) był odsprzedawalny mię-
dzy segmentami rynku, to konsumenci kupujący ów produkt po niższej cenie sprzeda-
waliby go konsumentom, którym monopolista proponuje cenę wyższą. Skutkiem tego
monopolista stosujący dyskryminację cenową uzyskiwałby niższy zysk niż wówczas,
gdyby wszystkim grupom konsumentów zaproponował tę samą cenę.

2. Elastyczności cenowe popytu na rynkach lub segmentach rynku, na których
działa monopolista, muszą być różne. Dzieje się tak dlatego, że jeśli elastyczności ce-
nowe na wszystkich rynkach lub segmentach rynków są sobie równe, to i tak (jak się to
niebawem okaże) monopolista będzie maksymalizować zysk wówczas, gdy na wszyst-
kich rynkach lub segmentach rynku ustali tę samą cenę.

W podstawowym modelu dyskryminacji cenowej monopolu przyjmiemy następują-
ce założenia:

1. Przedsiębiorstwo jest monopolistą na dwóch rynkach, przy czym produkt wytwa-
rzany na te rynki jest między nimi nieodsprzedawalny. Wielkość produkcji na rynek
pierwszy oznaczymy symbolem y1, natomiast produkcję na rynek drugi – symbolem
y2. Płynie stąd wniosek, że (po pierwsze) łączna wielkość produkcji owego przedsię-
biorstwa y jest sumą produkcji na rynek pierwszy (y1) i produkcji na rynek drugi (y2)
oraz (po drugie) pochodne cząstkowe y po y1 i y2 spełniają związki:

( ) 1yy
yy

y
21

11
=+

∂
∂=

∂
∂

 i ( ) .1yy
yy

y
21

22
=+

∂
∂=

∂
∂

2. Analizowane przedsiębiorstwo charakteryzuje się funkcją kosztu całkowitego po-
staci:

tc = tc(y), (3.28)
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gdzie koszty krańcowe ( )
dy

tcd
ymc ≡  są dodatnie. Z definicji funkcji kosztu całkowite-

go (3.28) wynika, że jeśli wielkość produkcji y rośnie, to koszty całkowite tc analizo-
wanego przedsiębiorstwa również rosną. Co więcej, różniczkując funkcję kosztu cał-
kowitego (3.28) względem wielkości produkcji y1 i y2, uzyskuje się zależności:

( ) ( )21
11

yymcymc
y

y

dy

tcd

y

tc +==
∂
∂⋅=

∂
∂

(3.29a)

oraz:

( ) ( ) .yymcymc
y

y

dy

tcd

y

tc
21

22
+==

∂
∂⋅=

∂
∂

(3.29b)

Z równań (3.29ab) wynika, iż bez względu na to, czy rozważane przedsiębiorstwo
zwiększa produkcję na rynek pierwszy, czy też na rynek drugi, to jego koszty całko-
wite tc rosną o wielkość wyznaczoną przez koszty krańcowe mc.

3. Popyt zgłaszany przez konsumentów na pierwszym rynku opisany jest przez
funkcję popytu yd

1 = yd
1(p1), na drugim zaś przez funkcję yd

2 = yd
2(p2). Rozważane tu

funkcje popytu charakteryzują się analogicznymi właściwościami do funkcji popytu
(3.1) w modelu czystego monopolu. Wynika stąd, że:

0
dp

dy

1

d
1 < (3.30a)

i:

,0
dp

dy

2

d
2 < (3.30b)

co oznacza, że jeśli monopolista podnosi cenę na pierwszym (drugim) rynku, to popyt
na pierwszym (drugim) rynku spada. Zakładamy też, że istnieją odwrotne funkcje po-
pytu:

p1 = p1(y1) (3.31a)
oraz:

p2 = p2(y2), (3.31b)

przy czym y1 = yd
1(p1) i y2 = yd

2(p2), a zatem produkcja na każdy z rynków dopasowuje
się do zgłaszanego tam popytu, oraz8:

0
dp/dy

1

dy

dp

1
d
11

1 <= (3.32a)

i:

.0
dp/dy

1

dy

dp

2
d
22

2 <= (3.32b)

                                                          
8 Interpretację ekonomiczną związków (3.32ab) pozostawiamy Czytelnikom.
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4. Elastyczności cenowe popytu na rynkach, na których działa monopolista, równe
są ε1, ε2 < 0. Stąd oraz z zależności: y1 = yd

1(p1) i y2 = yd
2(p2) wynika, iż spełnione są

równania:

1

1

1

1
1 y

p

dp

dy ⋅=ε (3.33a)

i:

.
y

p

dp

dy

2

2

2

2
2 ⋅=ε (3.33b)

5. Celem działania monopolisty jest maksymalizacja zysku π. Zysk ów stanowi
różnicę pomiędzy sumą utargów z obu rynków, na których on działa, a kosztami cał-
kowitymi związanymi z produkcją na te rynki. Oznacza to, że:

π(y1, y2) = r1(y1) + r2(y2) – tc(y1 + y2), (3.34)

gdzie r1(r2), to utarg z pierwszego (drugiego) z rynków, tc(y1 + y2) zaś oznacza koszty
całkowite związane z produkcją na oba rynki. Z równania (3.34) wynika, iż zysk anali-
zowanego przedsiębiorstwa zależny jest zarówno od wielkości produkcji y1 na rynek
pierwszy, jak i od wielkości produkcji y2 na drugi z rynków, na którym ów producent
funkcjonuje.

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (3.34) dane są wzorami:

0
y1

=
∂
π∂

(3.35a)

oraz:

,0
y2

=
∂
π∂

(3.35b)

warunki dostateczne zaś sprowadzają się do tego, że w punkcie stacjonarnym funkcji
zysku (3.34) zachodzą zależności9:

0
y2

1

2

<
∂
π∂

(3.36a)

0
y2

2

2

<
∂
π∂

(3.36b)

                                                          
9 Podobnie jak w przypadku funkcji zysku (2.29) w rozdziale 2, również warunki dostateczne maksy-

malizacji funkcji zysku (3.34) sprowadzają się jedynie do tego, by hesjan ( )
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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π∂
∂∂
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∂∂
π∂

∂

π∂

=π

2
2

2

12

2
21

2

2
1

2

yyy

yyy
H  był

ujemnie określony. Jeśli jednak spełnione są nierówności (3.36abc), to hesjan ów charakteryzuje się wspo-
mnianą uprzednio właściwością.
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oraz10:

.0
yyyy

2

21

2

2
2

2

2
1

2

>
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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∂
π∂⋅

∂
π∂

(3.36c)

Licząc pierwsze pochodne cząstkowe funkcji zysku (3.34) po wielkościach produk-
cji y1 i y2 oraz korzystając z równań (3.29ab), okazuje się, że pochodne te można zapi-
sać następującymi wzorami:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )2111
11

1

212211
11

yymcymr
y

y
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yytcyryr
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(3.37a)

oraz:

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ),yymcymr
y

y
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tcd
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yytcyryr
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212211
22

+−=
∂
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(3.37b)

gdzie ( )
1

1
11 dy

dr
ymr ≡  i ( )

2

2
22 dy

dr
ymr ≡  oznaczają odpowiednio utarg krańcowy z pierw-

szego i drugiego rynku, na którym działa analizowany monopolista. Utargi te interpre-
tuje się ekonomicznie, analogicznie do utargu krańcowego danego wzorem (3.7).

Z równań (3.35ab) oraz (3.37ab) wynika, iż warunki konieczne maksymalizacji zy-
sku monopolisty stosującego dyskryminację cenową można sprowadzić do związków:

mr1(y1) – mc(y1 + y2) = 0

i:

mr2(y2) – mc(y1 + y2) = 0,

skąd wynika, iż:

mr1(y1) = mc(y1 + y2)

oraz:

mr2(y2) = mc(y1 + y2),

czyli:

mr1(y1) = mc(y1 + y2) = mr2(y2). (3.38)

Ze związku (3.38) wyciągnąć można dwa następujące wnioski:
• Warunki konieczne maksymalizacji zysku monopolisty prowadzącego dyskry-

minację cenową sprowadzają się do tego, że utargi krańcowe z każdego z ryn-
ków (a więc mr1 i mr2) muszą być sobie równe i równe kosztom krańcowym

                                                          
10 Warunek dostateczny (3.36c) maksymalizacji zysku nie posiada bezpośredniej interpretacji ekono-

micznej. Dlatego też będzie on (w zasadzie) pomijany w prowadzonych dalej rozważaniach.
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mc(y1 + y2) związanym z produkcją na oba rynki, na których działa to przedsię-
biorstwo.

• Warunki te są uogólnieniem warunku koniecznego (3.16) maksymalizacji zysku
producenta działającego w warunkach czystego monopolu, czyli warunku
mr(y) = mc(y).

Po zróżniczkowaniu równań (3.37ab) względem (odpowiednio) y1 i y2 uzyskuje się
drugie pochodne cząstkowe funkcji π(y1, y2) dane wzorami:
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(3.39a)

oraz:
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(3.39b)

Z równań (3.39ab) i warunków dostatecznych (3.36ab) maksymalizacji funkcji zysku
(3.34) wynika, iż warunki te można zapisać za pomocą nierówności:

0
dy
mcd

dy
mrd

1

1 <−

oraz:

,0
dy
mcd

dy
mrd

2

2 <−

które implikują związki:

dy
mcd

dy
mrd

1

1 < (3.40a)

i:

.
dy

mcd

dy

mrd

2

2 < (3.40b)

Z nierówności (3.40ab) płyną dwa wnioski:
• Warunki dostateczne (3.40ab) maksymalizacji zysku rozważanego tu przedsię-

biorstwa są uogólnieniem warunku dostatecznego (3.17) maksymalizacji zysku
w równowadze czystego monopolu.

• Nachylenie utargu krańcowego z pierwszego rynku 
1

1

dy

mrd
 (z drugiego rynku

)
dy

mrd

2

2  względem wielkości produkcji na pierwszy (drugi) rynek powinno być
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mniejsze od nachylenia kosztów krańcowych 
dy

mcd
 względem produkcji

y = y1 + y2 na oba rynki, na których funkcjonuje ów producent.
Ponieważ utarg r1 z pierwszego rynku jest iloczynem ceny p1 na pierwszym rynku

oraz produkcji y1 monopolisty na ten rynek, więc stąd i z równania (3.31a) wynika, że:

r1(y1) = p1(y1) ⋅ y1.

Różniczkując powyższe równanie względem produkcji y1, uzyskuje się funkcję utargu
krańcowego mr1(y1) z pierwszego rynku daną wzorem:
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a stąd oraz z równania (3.33a) wynika, iż:

( ) .
1

pymr
1

1
111 ε

+ε= (3.41a)

Korzystając z równań (3.31b), (3.33b) oraz postępując analogicznie z funkcją utargu
z drugiego rynku r2(y2), można wyprowadzić funkcję utargu krańcowego na tym rynku
daną wzorem:

( ) .
1

pymr
2

2
222 ε

+ε= (3.41b)

Z równań (3.41ab) wynika, że warunki konieczne (3.38) maksymalizacji funkcji zy-
sku (3.34) można sprowadzić do związku:

.
1

pmc
1

p
2

2
2

1

1
1 ε

+ε==
ε
+ε

(3.42)

Ponieważ ceny p1 i p2 oraz koszty krańcowe mc są dodatnie, więc by równanie (3.42)

było spełnione, ilorazy 
1

1 1
ε
+ε

 i 
2

2 1
ε
+ε

 muszą być dodatnie. Co więcej, ponieważ zało-

żyliśmy, że elastyczności cenowe popytu ε1 i ε2 są ujemne, zatem wspomniane uprzed-
nio ilorazy będą dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy zarówno wyrażenia ε1 + 1, jak
i ε2 + 1 będą ujemne. Stąd zaś wynika, iż na rynkach, na których działa monopolista,
elastyczności cenowe popytu ε1 i ε2 muszą być mniejsze od –1 (por. też rozważania
dotyczące elastyczności cenowej popytu na rynku monopolisty w punkcie 3.2 skryptu).
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Ze związku (3.42) wynika również, że:

mc
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p
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1
1 +ε

ε=

oraz:
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co implikuje, iż:
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Ponieważ mc > 0 oraz ε1 + 1 < 0 i ε2 + 1 < 0 (a więc (ε1 + 1)(ε2 + 1) > 0), zatem jeśli
elastyczność cenowa ε1 na pierwszym rynku jest wyższa (niższa) od elastyczności
cenowej popytu ε2 na drugim rynku, czyli popyt na pierwszym rynku słabiej (silniej)
reaguje na zmianę ceny od popytu na drugim rynku, to cena na pierwszym rynku jest
wyższa (niższa) od ceny na drugim rynku. Jeśli zaś ε1 = ε2, to monopolista ustala takie
same ceny na obu rynkach (czyli, de facto, nie prowadzi dyskryminacji cenowej).

Rozważmy teraz szczególny przypadek modelu dyskryminacji cenowej monopolu.
Załóżmy, że przedsiębiorstwo o funkcji kosztu całkowitego opisanej równaniem (3.28)
działa na dwóch rynkach (np. na rynku krajowym i na rynku zagranicznym). Na pierw-
szym z tych rynków zajmuje pozycję monopolisty, na drugim zaś działa w warunkach
konkurencji doskonałej (lub w warunkach zbliżonych do konkurencji doskonałej).
Odwrotna funkcja popytu na pierwszym rynku opisana jest przez równanie (3.31a).
Natomiast na drugim rynku cena ukształtowała się na poziomie p2 > 0. Wówczas funk-
cję zysku owego przedsiębiorstwa można zapisać następująco:

π(y1, y2) = r1(y1) + r2(y2) – tc(y1 + y2), (3.43)

gdzie: r1(y1) = p1(y1) ⋅ y1 oraz r2(y2) = p2 ⋅ y2. Warunki konieczne maksymalizacji funk-
cji zysku (3.43) można zapisać wzorami:
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i:
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natomiast warunki dostateczne maksymalizacji owej funkcji dane są przez zależności:
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oraz11:
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(3.45c)

Z warunków koniecznych (3.44ab) oraz tego, że y = y1 + y2, wynika, iż:

mr1(y1) = mc(y1 + y2)
oraz:

mc(y1 + y2) = p2,

co implikuje, że warunki konieczne (3.44ab) maksymalizacji funkcji zysku (3.43) ana-
lizowanego przedsiębiorstwa można sprowadzić do zależności:

mr1(y1) = mc(y1 + y2) = p2. (3.46)

Z równania (3.46) wynika, że warunki konieczne maksymalizacji zysku przedsiębior-
stwa, które na jednym z rynków jest monopolistą, na drugim działa zaś w warunkach
konkurencji doskonałej, wyznaczane są przez:

• zrównanie utargu krańcowego na rynku, na którym przedsiębiorstwo jest mono-
polistą, z kosztami krańcowymi związanymi z produkcją na oba rynki

oraz
• zrównanie wspomnianych uprzednio kosztów krańcowych z ceną, która kształ-

tuje się w konkurencji doskonałej.
Warto tu zauważyć, iż pierwszy z warunków koniecznych maksymalizacji funkcji
zysku (3.43) jest uogólnieniem warunku koniecznego maksymalizacji zysku w czy-
stym monopolu, drugi zaś w konkurencji doskonałej.

Natomiast warunki dostateczne maksymalizacji funkcji zysku (3.45ab) rozważane-
go przedsiębiorstwa można zapisać następująco:

dy

mcd

dy

mrd

1

1 < (3.47a)

                                                          
11 Warunek dostateczny (3.45c), podobnie jak warunek (3.36c), będzie dalej pomijany ze względu na

brak bezpośredniej interpretacji ekonomicznej.
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oraz:

.
dy
mcd

0 < (3.47b)

Warunki dostateczne (3.47ab) interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że (po
pierwsze) nachylenie utargu krańcowego na rynku, na którym przedsiębiorstwo jest
monopolistą, musi być mniejsze od nachylenia kosztów krańcowych związanych
z produkcją na oba rynki oraz (po drugie) nachylenie kosztów krańcowych względem
y1 + y2 musi być dodatnie. Warunki te są uogólnieniem odpowiednich warunków do-
statecznych maksymalizacji zysku w czystym monopolu i w konkurencji doskonałej.

Z równań (3.41a) i (3.46) wynika, że w warunkach maksymalizującego zysk produ-
centa musi być spełniona zależność:
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która implikuje związek:
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ε= (3.48)

Z równania (3.48) płyną następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Ponieważ cena na rynku drugim p2 jest dodatnia, a elastyczność cenowa popytu

na rynku pierwszym ε1 ujemna, zatem, by cena na rynku pierwszym była dodat-
nia, elastyczność ε1 musi być mniejsza od –1.

• Jeśli ε1 < –1, to ,0
1p

p
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1

2

1 >
+ε
ε=

∂
∂

 co oznacza, iż im wyższa jest cena na rynku

drugim, tym wyższą cenę ustala analizowany producent na rynku pierwszym, na
którym jest monopolistą.

• Im wyższa jest elastyczność cenowa popytu na rynku pierwszym (a więc im sła-
biej konsumenci na tym rynku reagują na zmianę ceny), tym wyższą cenę na
tym rynku ustala monopolista. Wynika to stąd, że pochodna cząstkowa
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 jest dodatnia.

Jeśli analizowane tu przedsiębiorstwo charakteryzuje się U-kształtnymi krzywymi
kosztów, to relacje zachodzące między owymi krzywymi a odwrotną funkcją popytu,
funkcją utargu krańcowego (obie funkcje dotyczą pierwszego rynku) oraz ceną na dru-
gim rynku można zilustrować tak, jak ma to miejsce na rysunku 3.3.

Analizując rysunek 3.3, należy zwrócić uwagę na fakt, że krzywe kosztów (tj. krzywa
kosztu krańcowego i krzywa przeciętnego kosztu całkowitego) odkładane są względem
łącznej wielkości produkcji przedsiębiorstwa y = y1 + y2, natomiast krzywa utargu krań-
cowego mr1 i odwrotna funkcja popytu p1 zależne są od wielkości produkcji na rynek
pierwszy y1. Rozważając rysunek 3.3 w kontekście warunków koniecznych:

mr1(y1) = p2 = mc(y)
oraz dostatecznych:

,
dy
mcd

dy
mrd

1

1 <
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0
dy
mcd >

maksymalizacji zysku producenta, okazuje się, iż warunek konieczny mr1(y1) = p2

zachodzi w punkcie B. Natomiast warunek p2 = mc(y) spełniony jest zarówno w punk-
cie A, jak i w punkcie C. W punkcie A nachylenie krzywej kosztu krańcowego jest

ujemne, a zatem nie zachodzi tam warunek dostateczny .0
dy

mcd >  Wynika stąd, iż

warunek konieczny p2 = mc(y) oraz dostateczny 0
dy

mcd >  spełnione są jedynie

w punkcie C. Natomiast w punkcie B spełniony jest zarówno warunek konieczny

mr1(y1) = p2, jak i dostateczny 
dy
mcd

dy
mrd

1

1 <  maksymalizacji zysku analizowanego tu

przedsiębiorstwa. Płynie stąd wniosek, iż punkty B i C wyznaczają optymalną strukturę
produkcji tegoż przedsiębiorstwa. Łączna wielkość produkcji wynosi y*, produkcja na
rynek pierwszy: y1 = y*

1, produkcja zaś na rynek drugi: y*
2 = y* – y*

1.

Rys. 3.3. Relacje między U-kształtnymi krzywymi kosztów a odwrotną funkcją popytu p1(y1),
funkcją utargu krańcowego mr1(y1) i ceną p2

Z prowadzonych tu rozważań wynika więc, że wielkość produkcji na rynek pierw-

szy y*
1 równa jest ,y0 *

1  na rynek drugi odpowiada długości odcinka y*
1y

*, łączna zaś

wielkość produkcji wynosi .y0 *  Co więcej, ponieważ przeciętne koszty całkowite atc,

odpowiadające wielkości produkcji y*, równe są długości odcinka 0F (lub y*G), zatem

koszty całkowite tc(y*) równe są ( ) F0y0yatcy *** ⋅=⋅  = 0y*GF (a więc odpowiadają

polu prostokąta o wierzchołkach 0, y*, G i F).
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Cena na drugim rynku równa jest długości odcinka y*C. Łączna wielkość produkcji
na rynek drugi odpowiada długości odcinka y*

1y
*, co oznacza, iż utarg z rynku drugie-

go ( ) **
1

**
22

*
22 yyCyypyr ⋅=⋅=  równy jest polu prostokąta y*

1y
*CB.

Przy produkcji na pierwszy rynek analizowany przez nas producent musi wyzna-
czyć na tym rynku taką cenę, by całą wytworzoną tam produkcję sprzedał. Cenę tę
można wyznaczyć z odwrotnej funkcji popytu na rysunku 3.3. Z odwrotnej funkcji
popytu wynika, iż popyt konsumentów na pierwszym rynku równy będzie produkcji
y*

1 wówczas, gdy cena na tym rynku wynosić będzie p*
1 (cena ta odpowiada długości

odcinka 0p*
1 na rozważanym rysunku). Z prowadzonych tu analiz płynie więc wniosek,

że utarg przedsiębiorstwa z rynku pierwszego jest iloczynem p*
1 i y

*
1. To zaś impliku-

je, że ( ) *
1

*
1

*
11

*
11 y0p0ypyr ⋅=⋅= , a zatem utarg z pierwszego rynku odpowiada polu

prostokąta 0y*
1Dp*

1.
Ponieważ utarg przedsiębiorstwa z rynku pierwszego odpowiada 0y*

1Dp*
1,

a z rynku drugiego: y*
1y

*CB, więc łączny utarg owego przedsiębiorstwa równy jest
polu sześciokąta o wierzchołkach 0, y*, C, B, D oraz p*

1. Co więcej, ponieważ koszty
całkowite analizowanego producenta równe są 0y*GF, a więc zysk (będący różnicą
pomiędzy sumą utargów a kosztem całkowitym) równy jest polu sześciokąta
FGCBDp*

1.
Rozważmy jeszcze jeden szczególny przypadek przedsiębiorstwa, które na pierw-

szym rynku jest monopolistą, na drugim zaś działa w warunkach konkurencji dosko-
nałej. Załóżmy ponadto, że funkcja kosztów krańcowych owego przedsiębiorstwa dana
jest wzorem:

mc(y) = γy, (3.49)

przy czym γ > 0. Różniczkując równanie (3.49) po wielkości produkcji y, okazuje się,

że ,
dy

mcd γ=  co implikuje, że parametr γ w funkcji kosztu krańcowego wyznacza na-

chylenie owej funkcji względem wielkości produkcji y. Z funkcji kosztu krańcowego
wynika również, że koszt całkowity analizowanego przedsiębiorstwa dany jest wzo-
rem12:

( ) ( ) ( ) ,F
2

y
dyydyydyymcytc

2

+γ=γ=γ== ∫∫∫

gdzie F w powyższej funkcji kosztu całkowitego jest stałą całkowania, która – ekono-
micznie rzecz biorąc – określa koszty stałe przedsiębiorstwa. Płynie stąd wniosek, że

aby równanie ( ) F
2

y
ytc

2

+γ=  było interpretowalne ekonomicznie, stała całkowania F

musi być nieujemna.
Przyjmijmy również, że cena na drugim rynku ukształtowała się na poziomie p2 > 0,

na pierwszym zaś rynku funkcja popytu konsumentów opisana jest przez równanie:

yd
1(p1) = α1 – β1p1. (3.50)

                                                          
12 Fakt, iż koszt całkowity jest całką z kosztu krańcowego wynika stąd, że koszt krańcowy jest pochod-

ną kosztu całkowitego po wielkości produkcji.
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Parametry α1 i β1 (α1, β1 > 0) interpretuje się ekonomicznie, analogicznie do parame-
trów α i β w funkcji popytu (3.19). Oznacza to, iż α1 jest pojemnością pierwszego
rynku, na którym działa rozważany tu producent, β1 to wartość bezwzględna z nachy-
lenia krzywej popytu yd

1 względem ceny p1, funkcja popytu zaś ma sens ekonomiczny

jedynie wówczas, gdy cena p1 należy do przedziału .;0
1

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

β
α

 Przekształcając funkcję

popytu (3.50) oraz uwzględniając założenie, że produkcja na pierwszy rynek y1 dopa-
sowuje się do popytu yd

1 na tym rynku, uzyskuje się związek:

β1p1 = α1 – y1,

z którego wynika, iż odwrotna funkcja popytu dana jest wzorem:

( ) ,ybay
1

yp 1111
11

1
11 −=

β
−

β
α= (3.51)

gdzie: 0a
1

1
1 >

β
α=  oraz .0

1
b

1
1 >

β
=  Równanie (3.51) wyznacza odwrotną funkcję

popytu na pierwszym rynku, na którym działa rozważany producent. Funkcję tę inter-
pretuje się analogicznie do odwrotnej funkcji popytu (3.21ab) w punkcie 3.2 skryptu.

Ponieważ utarg na pierwszym rynku r1(y1) jest iloczynem odwrotnej funkcji popytu
p1(y1) i wielkości produkcji y1 na ten rynek, zatem:

r1(y1) = p1(y1) ⋅ y1 = (a1 – b1y1) ⋅ y1 = a1y1 – b1y1
2.

Licząc pochodną powyższego równania względem y1, dochodzi się do funkcji utar-
gu krańcowego z pierwszego rynku danej wzorem:

( ) ( ) .yb2aybya
dy

d
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dr
ymr 111

2
1111

11

1
11 −=−=≡ (3.52)

Z warunków koniecznych maksymalizacji zysku (mr1(y1) = mc(y1 + y2) = p2) oraz
równań (3.49) i (3.52) wynika, iż punkt stacjonarny funkcji zysku w rozważanym tu
modelu przedsiębiorstwa jest rozwiązaniem następującego układu równań:
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Powyższy układ równań można również zapisać następująco:
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lub w postaci macierzowej:
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(3.53)



105

Struktura produkcji (y*
1;y

*
2), rozwiązująca układ równań (3.53), wyznacza punkt sta-

cjonarny funkcji zysku analizowanego przedsiębiorstwa. Ponieważ hesjan funkcji zy-
sku tegoż producenta jest ujemnie określony13, więc punkt stacjonarny funkcji zysku
π(y1,y2) wyznacza strukturę produkcji maksymalizującą tę funkcję. Układ równań
(3.53) można rozwiązać, stosując twierdzenie Cramera. Kolejne wyznaczniki analizo-
wanego układu równań dane są wzorami:

( ) γ=γ−γ+γ=γ−γγ+=
γγ
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= 1
22
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2

1
1 b2b2b2

b2
W

( )21
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1
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a
W −γ=γ=
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oraz:

( ) ,apb2
p

ab2
W 121

2

11
2 γ−γ+=

γ
γ+

=

co oznacza, że optymalna struktura produkcji (y1
*,y2

*) rozważanego tu producenta
określona jest przez zależności:
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Wstawiając do równania (3.54a) związki 
1

1
1a

β
α=  oraz ,

1
b

1
1 β
=  otrzymamy zależ-

ność:

.
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p
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p
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y 211
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21*
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β−α=

β
⋅

−
β
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=−= (3.54b)

                                                          
13 Można pokazać, że hesjan funkcji zysku w rozważanym tu modelu przedsiębiorstwa dany jest wzo-

rem:
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Stąd zaś wynika, że pierwszy minor główny owego hesjanu, równy –(2b1 + γ), jest ujemny, drugi zaś posta-
ci:

( ) ( )
γ=

γ−γ−
γ−γ+−

= 1
1

2 b2
b2

Hm

jest dodatni, a zatem hesjan H(π) jest ujemnie określony.
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Z równania (3.54b) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Aby równanie (3.54b) miało sens ekonomiczny, wielkość produkcji y*

1 musi
być dodatnia. Oznacza to, iż cena p2, która kształtuje się na rynku drugim, musi

być mniejsza od .
1

1

β
α

 Jeśli jednak cena p2 będzie większa lub równa ,
1

1

β
α

 to

analizowany producent powinien (formalnie rzecz biorąc) na pierwszym rynku
realizować niedodatnią wielkość produkcji. Można to implicite interpretować

ekonomicznie w ten sposób, że jeżeli zdarzy się tak, iż ,p
1

1
2 β

α≥  to analizowa-

ny producent nie będzie zainteresowany wejściem na pierwszy z rozważanych
rynków, całą zaś swą aktywność ograniczy jedynie do rynku drugiego.

• Jeśli jednak założymy, że 
1

1
2p

β
α< , to optymalna wielkość produkcji na rynek

pierwszy, y*
1, zdeterminowana będzie przez pojemność rynku pierwszego (α1),

siłę, z jaką konsumenci na pierwszym rynku reagują na zmianę ceny na tym
rynku (opisaną przez parametr β1), oraz cenę produktu na rynku drugim (p2).

• Jeśli rośnie pojemność pierwszego z rozważanych tu rynków, to wzrasta rów-

nież podaż analizowanego producenta na ten rynek. Wynika to stąd, że .0
y

1

*
1 >
α∂
∂

Co więcej, ponieważ ,
2
1y

1

*
1 =
α∂
∂

 zatem jeśli pojemność pierwszego rynku wzroś-

nie o ζ jednostek, to wielkość produkcji analizowanego producenta na rynek
pierwszy wzrośnie o ζ/2 jednostek.

• Różniczkując wielkość produkcji y*
1 po β1, okazuje się, iż .0

2
py 2

1

*
1 <−=
β∂
∂

 Pły-

nie stąd wniosek, że im silniej popyt na pierwszym rynku, na którym działa
rozważane tu przedsiębiorstwo, reaguje na zmianę ceny na owym rynku, tym
niższa jest wielkość produkcji na ów rynek.

• Ponieważ ,0
2p

y 1

2

*
1 <β−=

∂
∂

 zatem im wyższa cena p2 ukształtuje się na rynku

drugim, tym mniejszą podaż oferować będzie analizowany w tej części skryptu
producent na pierwszym rynku.

Z równania (3.55a) i zależności 
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1
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β
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= (3.55b)

Związek (3.55b) prowadzi do następujących wniosków:
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• Analizowany producent będzie zainteresowany wejściem na drugi rynek tylko

wówczas, gdy cena p2 na tym rynku przekroczy wartość .
2

1

1

β+
γ

α
 Wynika to

stąd, iż równanie (3.55b) implikuje zachodzenie następującego związku:

.
2

p0y

1

1
2

*
2

β+
γ

α>⇔>

• Podaż przedsiębiorstwa na drugi z rynków, na których działa, zależna jest od
ceny p2 na tym rynku, nachylenia γ kosztów krańcowych owego producenta,
pojemności α1 pierwszego rynku oraz siły, z jaką konsumenci na pierwszym
rynku reagują na zmianę ceny (czyli β1).

• Im wyższa jest cena na drugim rynku, tym wyższa jest podaż analizowanego

producenta na ten rynek. Wynika to stąd, iż pochodna cząstkowa 
2

1

p

y 1

2

*
2 β+

γ
=

∂
∂

jest dodatnia.
• Różniczkując równanie (3.55b) względem γ, okazuje się, iż:
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∂
 Płynie stąd wniosek, że im

większe jest nachylenie kosztów krańcowych analizowanego producenta, tym
niższa jest jego wielkość produkcji na drugim z rynków, na którym on działa.

• Im silniej konsumenci na pierwszym rynku reagują na zmianę ceny (a zatem im
wyższa jest wartość parametru β1), tym wyższa jest optymalna wielkość pro-

dukcji na drugi rynek. Dzieje się tak dlatego, że .0
2

py 2

1

*
2 >=
β∂
∂

• Ponieważ ,
2

1y

2

*
2 −=

α∂
∂

 zatem jeśli pojemność pierwszego rynku, na którym

działa rozważany producent, wzrośnie o ζ jednostek, to jego podaż na drugi
z rynków spadnie o ζ/2 jednostek.

Wstawiając zaś wielkość podaży (3.54a) analizowanego przedsiębiorstwa na pierw-
szy rynek do odwrotnej funkcji popytu (3.51) na tym rynku, dochodzi się do ceny,
którą przedsiębiorstwo ustali na pierwszym rynku. Cena ta opisana jest przez zależ-
ność:

( ) =−== *
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1 ybaypp
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lub, po uwzględnieniu tego, że ,a
1

1
1 β

α=  okazuje się, iż:
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21*
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=+= (3.56)

Z równania (3.56) wynika, co następuje:
• Cena, którą producent ustali na pierwszym rynku, zależna jest od trzech czynni-

ków. Czynnikami tymi są: pojemność rynku pierwszego α1, siła, z jaką konsu-
menci na pierwszym rynku reagują na zmianę ustalonej tam ceny (opisana przez
parametr β1), oraz cena p2 na drugim rynku.

• Im wyższa jest pojemność pierwszego rynku, tym wyższa jest cena, jaką rozwa-

żane przedsiębiorstwo ustali na tym rynku. Wynika to stąd, że .0
2
1p

11

*
1 >

β
=

α∂
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• Licząc pochodną cząstkową p*
1 po β1, okazuje się, że .0

2

p
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1

*
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β
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β∂
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 Płynie

stąd wniosek, że im silniej konsumenci na pierwszym rynku reagują na cenę na
tym rynku, tym niższą cenę ustala tam analizowane przedsiębiorstwo.

• Ponieważ ,
2
1

p
p

2

*
1 =

∂
∂

 więc wzrost ceny na drugim rynku o ζ jednostek przekłada

się na wzrost ceny na pierwszym rynku o ζ/2 jednostek.

3.4. DYSKRYMINACJA CENOWA PRZY N-RYNKACH
ODBIORCÓW*

Rozszerzeniem podstawowego modelu dyskryminacji cenowej, analizowanego
w punkcie 3.3 skryptu, jest model, w którym pewien producent funkcjonuje na
n-rynkach (czyli dociera on do n różnych grup odbiorców). W modelu tym czyni się
następujące założenia:

1. Koszty całkowite, związane z produkcją na n-rynków, opisane są przez analizo-
waną uprzednio funkcję kosztów całkowitych (3.28).

2. Łączna wielkość produkcji y rozkłada się na produkcję na pierwszy (y1), drugi
(y2), ..., n-ty (yn) rynek. Wynika stąd, iż:

.yy
n

1i
i∑

=
= (3.57)

Z definicji funkcji kosztu całkowitego (3.28) oraz z równania (3.57) płynie wniosek, że
dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi zależność:
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Interpretacja ekonomiczna równań (3.58) jest analogiczna do interpretacji związków
(3.29ab) w punkcie 3.3 skryptu.

3. Produkcja yi (dla i = 1, 2, ..., n) na każdy z rynków, na którym działa przedsię-
biorstwo, dopasowuje się do popytu yd

i na tym rynku. Popyt na i-tym rynku opisany
jest przez funkcję popytu yd

i = yd
i(pi), odwrotne zaś funkcje popytu dane są wzorami:

( ),ypp iii
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=∀
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(3.59)

gdzie dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi: .0
dp/dy

1
dy
dp

i
d
ii

i <=

4. Elastyczności cenowe na kolejnych rynkach równe są ε1, ε2, ..., εn, skąd płynie
wniosek, że:
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(3.60)

5. Zysk π analizowanego przedsiębiorstwa stanowi różnicę między sumą utargów
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 Utarg na każdym z rynków jest iloczynem

odwrotnej funkcji popytu pi(yi) i wielkości produkcji yi (dla każdego i = 1, 2, ..., n).
Płynie stąd wniosek, że funkcję zysku można zapisać następująco:
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(3.61)

6. Celem działania rozważanego producenta jest wyznaczenie takiej struktury pro-
dukcji na n-rynków, która maksymalizuje funkcję zysku (3.61).

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (3.61) określone są przez związ-
ki:

,0
yin...,,2,1i

=
∂
π∂∀

=
(3.62)

natomiast warunki dostateczne sprowadzają się do tego, by hesjan funkcji zysku:
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był ujemnie określony w punkcie stacjonarnym funkcji zysku. Hesjan H(π) będzie zaś
ujemnie określony wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego i = 1, 2, ..., n:

(–1)i ⋅ mi(H) > 0, (3.63)

gdzie mi(H) jest i-tym minorem głównym hesjanu H(π) danym wzorem:

( ) .

yyyyy

yyyyy

yyyyy

Hm

2
i

2

2i

2

1i

2

i2

2

2
2

2

12

2
i1

2

21

2

2
1

2

i
n,...,2,1i

∂
π∂

∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂
π∂

∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂∂
π∂

∂
π∂

=∀
=

�

����

�

�

(3.64)

Licząc pierwsze i drugie pochodne funkcji zysku (3.61), dochodzi się do równań:
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111

oraz:
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gdzie ( )
i

i
ii dy

dr
ymr ≡  oznacza utarg krańcowy z i-tego rynku (dla każdego

i = 1, 2, ..., n). Wstawiając drugie pochodne cząstkowe (3.66ab) do i-tego minora
głównego (3.64), można ów minor zapisać następująco:
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Odejmując od pierwszego, drugiego, ..., (i – 1)-ego wiersza wyznacznika:
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i-ty wiersz tegoż wyznacznika, okazuje się, że zachodzi:
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Dodając teraz do i-tej kolumny wyznacznika:

ii2211 dy/mrd
dy/mcd

1
dy/mrd
dy/mcd

dy/mrd
dy/mcd

110

101

−−−

−
−

�

����

�

�

kolumnę pierwszą, drugą, ..., (i – 1)-szą, dochodzi się do związku:

( ) ,

dy/mrd
1

dy
mcd

1
dy/mrd
dy/mcd

dy/mrd
dy/mcd

010

001

dy

mrd
Hm

i

1j jj2211

i

1j j

j
i

n...,,2,1i

∑

∏

=

==
−−−

⋅=∀

�

����

�

�

który implikuje zależność:
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Z nierówności (3.63) oraz równania (3.67) wynika, iż hesjan H(π) będzie ujemnie
określony wtedy i tylko wtedy, gdy:
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(3.68)

Płynie stąd wniosek, że warunki dostateczne maksymalizacji funkcji zysku (3.61)
sprowadzają się do tego, iż w punkcie stacjonarnym tej funkcji muszą być spełnione



113

nierówności (3.68). Nierówności te są rozszerzeniem nierówności (3.36ac) z punktu
3.3 skryptu.

Wstawiając pochodne cząstkowe z równania (3.65) do warunków koniecznych
(3.62) maksymalizacji funkcji zysku (3.61), okazuje się, iż warunki te można zapisać
następująco:
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(3.69)

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku sprowadzają się więc do tego, że
utargi krańcowe z każdego z rynków [mri(yi)] muszą być równe kosztowi krańcowemu

związanemu z produkcją na wszystkie rynki .ymc
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 Warunki te są więc uogól-

nieniem warunków koniecznych (3.38) maksymalizacji zysku monopolisty w modelu
z punktu 3.3 skryptu.

Co więcej, ponieważ dla każdego i = 1, 2, ..., n, utarg ri jest iloczynem odwrotnej
funkcji popytu pi(yi) i produkcji yi na i-ty rynek, zatem utarg krańcowy mri(yi) można
zapisać wzorem:
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a stąd oraz z równania (3.60) wynika, iż:
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Zestawiając równania (3.70) z warunkami koniecznymi maksymalizacji zysku (3.69),
okazuje się, iż:
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Ponieważ równanie (3.71) jest uogólnieniem równań (3.18) z punktu 3.2 oraz równania
(3.42) z punktu 3.3, zatem wnioski z niego płynące są uogólnieniem wniosków wyni-
kających ze wspomnianych równań.
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Oznacza to, że:
• Rozważany tu producent jest zainteresowany wejściem tylko na te rynki, na któ-

rych elastyczność cenowa popytu εi jest mniejsza od –1.

• Im wyższe są koszty krańcowe 
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n

1j
jymc  związane z produkcją na wszystkie

rynki, tym wyższą cenę ustali monopolista na każdym z rynków, na których
działa.

• Ponieważ:
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zatem jeśli elastyczność cenowa popytu εi na i-tym rynku jest wyższa od ela-
styczności cenowego εj na j-tym rynku, to rozważane przedsiębiorstwo wyzna-
cza wyższą cenę na i-tym rynku.

Rozważmy teraz szczególny przypadek dyskryminacji cenowej monopolu działają-
cego na n-rynkach odbiorców. Załóżmy mianowicie, że odwrotne funkcje popytu na
każdym z rynków, na którym działa analizowane przedsiębiorstwo, dane są równania-
mi:

( ) ,ybayp iiiii
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−=∀
=

(3.72)

gdzie (dla każdego i = 1, 2, ..., n) 0a
i

i
i >

β
α=  oraz 0

1
b

i
i >

β
= , przy czym αi to po-

jemność i-tego rynku, zaś βi jest wartością bezwzględną z nachylenia krzywej popytu
na i-tym rynku względem ceny na tym rynku. Przyjmiemy również, że koszty krańco-
we opisane są przez liniową funkcję postaci (por. też równanie (3.49) i jego interpreta-
cję ekonomiczną):

mc(y) = γy (3.73a)

lub:
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oraz:

( ) .y
dy
d

dy
mcd γ=γ= (3.73c)

Ponieważ utarg ri z i-tego rynku równy jest pi(yi) ⋅ yi (dla każdego i = 1, 2, ..., n),
więc stąd i z równania (3.72) wynika, iż utarg krańcowy z tego rynku dany jest wzo-
rem:
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co implikuje, że:
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(3.74b)

Rozważając warunki konieczne i dostateczne maksymalizacji zysku przedsiębior-
stwa w analizowanym tu przypadku, wygodnie jest rozpocząć od rozważenia warunku
dostatecznego (3.68). Wstawiając równania (3.73c) i (3.74b) do lewych stron zależno-
ści (3.68), okazuje się, że:
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co oznacza, że warunki dostateczne (3.68) maksymalizacji funkcji zysku rozważanego
tu przedsiębiorstwa są spełnione. Z równań (3.73b) i (3.74b) wynika zaś, że warunki
konieczne (3.69) maksymalizacji zysku owego przedsiębiorstwa sprowadzają się do
układu równań:
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który można również zapisać następująco:
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(3.75)

Rozwiązanie układu równań (3.75) wyznaczy strukturę produkcji analizowanego
przedsiębiorstwa, która maksymalizuje jego funkcję zysku π(y1, y2, ..., yn).
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Odejmując od pierwszych n – 1 równań układu równań (3.75) n-te równanie, do-
chodzi się do związków:

2b1y1 – 2bnyn = a1 – an,

2b2y2 – 2bnyn = a2 – an,

�

2bn–1yn–1 – 2bn–1yn = an–1 – an,

które implikują zależności:
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Ponieważ n-te równanie układu równań (3.75) można zapisać wzorem:
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więc stąd i z zależności (3.76) wynika, iż:
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skąd płynie wniosek, że podaż analizowanego przedsiębiorstwa na n-ty rynek (ozna-
czaną przez y*

n) można zapisać wzorem:
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Wstawiając optymalną wielkość produkcji (3.77) do równania (3.76), można wyzna-
czyć wielkość podaży y*

i na i-ty rynek daną wzorem:
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a stąd i z równania (3.77) wynika, iż podaż y*
i (dla i = 1, 2, ..., n) na każdy z n rynków

dana jest wzorem14:
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lub po uwzględnieniu zależności 
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14 Aby równania (3.78ab) miały sens ekonomiczny, dla każdego i = 1, 2, ..., n musi być spełniona nie-
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Z równania (3.78b) płyną następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Podaż na i-ty rynek, na którym działa analizowane przedsiębiorstwo, zależna

jest od pojemności i-tego rynku (αi), pojemności pozostałych rynków (αj dla
j ≠ i), siły, z jaką konsumenci reagują na zmianę ceny zarówno na i-tym rynku
(opisanej przez parametr βi), jak i na pozostałych rynkach (parametry βj dla
j ≠ i), oraz od nachylenia funkcji kosztów krańcowych rozważanego przedsię-
biorstwa.

• Ponieważ dla każdego i = 1, 2, ..., n 
2

1y

i

*
i =
α∂
∂

, więc jeśli pojemność i-tego rynku

wzrośnie o ζ jednostek, to produkcja y*
i na ów rynek wzrośnie o ζ/2 jednostek.

• Licząc pochodną cząstkową wielkości podaży na i-ty rynek po pojemności
j-tego rynku (dla każdego j ≠ i) dochodzi się do zależności:
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im wyższa jest pojemność j-tego rynku, tym niższa jest podaż rozważanego
przedsiębiorstwa na i-ty rynek.

• Uwzględniając to, że:
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okazuje się, że im silniej konsumenci na i-tym rynku reagują na zmianę ceny na
tym rynku, tym mniejszą podaż oferuje tam analizowany producent.
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• Różniczkując równanie (3.78b) względem βj (dla j ≠ i), dochodzi się do zależno-

ści: ,0
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iż im silniej konsumenci na j-tym rynku reagują na zmianę ceny, tym wyższa
jest podaż na i-ty rynek.

• Ponieważ:
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więc im wyższe jest nachylenie γ funkcji kosztów krańcowych producenta, tym
niższe są wielkości podaży na każdy z rynków, na którym ów producent funk-
cjonuje.

Wstawiając równania podaży (3.78a) do odwrotnych funkcji popytu (3.72), można
wyznaczyć ceny p*

i (dla i = 1, 2, ..., n), które ustali on na każdym z rynków. Ceny te
określone są przez związki:
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Z równania (3.79) wynika, co następuje:
• Cena, którą ustala analizowany tu monopolista na i-tym rynku (dla każdego

i = 1, 2, ..., n), zależna jest od tych samych czynników, które wpływają na wiel-
kość podaży rozważanego przedsiębiorstwa.

• Im wyższa jest pojemność αi i-tego rynku, tym wyższa jest cena p*
i na tym ryn-

ku. Wynika to stąd, iż dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi związek:
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• Ponieważ ,0
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wyższa jest pojemność j-tego rynku (dla każdego j ≠ i), tym wyższa jest cena na
i-tym rynku.

• Licząc pochodną cząstkową ceny p*
i względem βi, okazuje się, że
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że im silniej konsumenci na i-tym rynku reagują na zmianę ceny, tym niższą ce-
nę na tym rynku ustala rozważany producent.

• Co więcej, również im silniej konsumenci na j-tym rynku (dla każdego j ≠ i) re-
agują na zmianę ceny, tym niższa jest cena na i-tym rynku. Wynika to stąd, iż
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• Różniczkując równania (3.79) względem γ, okazuje się, że:
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skąd płynie wniosek, iż im wyższe jest nachylenie kosztów krańcowych, tym
wyższą cenę ustala rozważany producent na każdym z rynków, na których funk-
cjonuje.

3.5. RÓWNOWAGA MONOPOLU A POPYT NA CZYNNIKI
PRODUKCJI

W punkcie 3.2 skryptu wyprowadziliśmy warunki konieczny i dostateczny maksy-
malizacji zysku przedsiębiorstwa działającego w warunkach monopolu, analizując
relacje zachodzące między funkcją popytu konsumentów na rynku, na którym działa
monopolista (i wynikającą zeń odwrotną funkcją popytu), oraz funkcją kosztów całko-
witych owego przedsiębiorstwa. W punkcie 3.5 rozważać będziemy warunki konieczne
i dostateczne maksymalizacji zysku tego przedsiębiorstwa, analizując zależności mię-
dzy odwrotną funkcją popytu, funkcją produkcji monopolisty oraz funkcją jego kosz-
tów całkowitych. Rozważania te są analogiczne do analiz prowadzonych w punkcie
2.4, w których wyznaczaliśmy równowagę przedsiębiorstwa działającego w warunkach
konkurencji doskonałej. W podpunkcie 3.5.1 wyznaczymy równowagę monopolu przy
dwuczynnikowej funkcji produkcji (1.21), a w podpunkcie 3.5.2 przy n-czynnikowej
funkcji produkcji (1.20). Analizy te (po pierwsze) pozwolą na wyznaczenie popytu
monopolisty na czynniki produkcji oraz (po drugie) uzależnią ów popyt zarówno od
cen czynników produkcji, jak i elastyczności cenowej popytu konsumentów na rynku,
na którym funkcjonuje monopolista.

3.5.1. Model dwuczynnikowy

W prowadzonych w tym podpunkcie rozważaniach przyjmować będziemy inny
układ założeń dotyczących funkcjonowania monopolisty. Założenia te przedstawiają
się następująco:

1. Na rynku, na którym działa monopolista, konsumenci zgłaszają popyt (na produ-
kowane przez monopolistę dobro lub usługę) opisany przez funkcję popytu yd = yd(p)
taką, że:
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gdzie ε < –1 jest elastycznością cenową owego popytu. Z równania (3.80) wynika, że
zachodzi związek:
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który po scałkowaniu względem ceny p > 0 prowadzi do zależności:
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Powyższe równanie można również zapisać następująco:

,
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czyli:

,Cplnyln d +ε=

gdzie C ∈ ℜ jest stałą całkowania. Ze związku Cplnyln d +ε=  wynika, iż:

,pey Cd ε=

a stąd:
ε±= pey Cd

lub (po uwzględnieniu tego, że zarówno popyt yd, jak i cena p są dodatnie):

yd(p) = eCpε = γpε, (3.81)

gdzie γ = eC > 0. Równanie (3.81) wyznacza funkcję popytu konsumentów w analizo-
wanym tu modelu monopolu. Stała γ w owej funkcji popytu jest wielkością popytu
odpowiadającą cenie p=1, co wynika stąd, że yd(1) = γ ⋅ 1ε = γ.

2. Wielkość produkcji monopolisty y dopasowuje się do popytu konsumentów yd

zgłaszanego przy cenie p ustalonej przez monopolistę. Wyciągnąć stąd można wnio-
sek, że:

y = yd(p).

Z powyższego równania i funkcji popytu (3.81) wynika, że odwrotna funkcja popytu
(interpretowana ekonomicznie, analogicznie do odwrotnych funkcji w punktach 3.2–
–3.4 skryptu) dana jest wzorem:
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3. Proces produkcyjny opisany jest przez dwuczynnikową funkcję produkcji
y = f(k, l) daną równaniem (1.21), o właściwościach scharakteryzowanych w podpunk-
cie 1.4.1.

4. Koszty całkowite, jakie ponosi rozważany monopolista, sprowadzają się do
kosztów związanych z zatrudnieniem kapitału i pracy. Wynika stąd, że (por. też rów-
nanie kosztów całkowitych (2.27) w modelu przedsiębiorstwa działającego w warun-
kach konkurencji doskonałej):

tc(k, l) = wkk + wll, (3.83)

gdzie wk i wl (wk, wl > 0) to niezależne od przedsiębiorstwa ceny zaangażowania kapi-
tału i pracy.

5. Celem działania monopolisty jest maksymalizacja zysku π.
Ponieważ utarg monopolisty można zapisać jako iloczyn odwrotnej funkcji popytu

p(y) i produkcji y (por. równanie (3.6)), więc:

r(y) = p(y) ⋅ y,

produkcja y zaś, zgodnie z funkcją produkcji (1.21), zależna jest od nakładów kapitału k
i pracy l, zatem:

r(k, l) = p(f(k, l)) ⋅ f(k, l). (3.84)

Z równania (3.84) wynika, że utarg r w rozważanym tu modelu monopolu jest funkcją
nakładów kapitału k i pracy l. Co więcej, ponieważ – zgodnie z równaniem (3.83) –
również koszt całkowity monopolisty jest funkcją nakładów kapitału k i pracy l, zatem
także zysk π (równy r – tc) można zapisać jako funkcję nakładów analizowanych tu
czynników produkcji postaci:

π(k, l) = p(f(k, l)) ⋅ f(k, l) – (wkk + wll). (3.85)

Z odwrotnej funkcji popytu (3.82) oraz funkcji produkcji (1.21) wynika, że zacho-
dzi związek:
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Wstawiając powyższe równanie do funkcji zysku (3.85), funkcję tę można zapisać
wzorem:
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(3.86)

Ponieważ, zgodnie z założeniem 5, celem działania analizowanego w tej części skryptu
monopolisty jest maksymalizacja zysku π, zatem producent ów będzie szukał takiej
struktury nakładów kapitału k i pracy l, które maksymalizują funkcję zysku (3.86).
Strukturę nakładów kapitału i pracy, która maksymalizuje tę funkcję zysku, nazywać
będziemy, podobnie jak w podpunkcie 2.4.1 skryptu, strukturą popytu przedsiębiorstwa
na czynniki produkcji.

Warunki konieczne (3.87ab) i dostateczne (3.88abc) maksymalizacji funkcji zysku
(3.86) sprowadzają się do zależności:
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Licząc pierwsze i drugie pochodne cząstkowe funkcji zysku (3.86), otrzymujemy:
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15 Por. uwagi do warunków dostatecznych (2.31abc) w podpunkcie 2.4.1 skryptu.
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Ponieważ cena monopolisty p(f(k, l)) > 0 oraz elastyczność cenowa popytu ε < –1

(co implikuje, że ,)0
1 >

ε
+ε

 więc wyrażenia ( )( )l,kfp
1 ⋅

ε
+ε

 w równaniach (3.89cd) są

dodatnie. Co więcej, z tego, że ε < –1, mpk, mpl > 0, natomiast (przy k, l > 0) produk-

cja y = f(k, l) jest dodatnia, wnosimy, iż zarówno wyrażenie ( )l,kf

mpk2

⋅ε
 w równaniu

(3.89c), jak i ( )l,kf
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 w (3.89b) są ujemne. Uwzględniając zaś to, że (zgodnie z za-

leżnościami (1.28ab)) pochodne cząstkowe 
k
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 i 
k

mpk

∂
∂

 są ujemne, okazuje się, że

drugie pochodne cząstkowe funkcji zysku:
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są ujemne. Płynie stąd wniosek, że przy funkcji produkcji y = f(k, l) warunki dosta-
teczne (3.88ab) maksymalizacji zysku monopolisty są spełnione. Jeśli również spełnio-
na będzie nierówność (3.88c), to warunki konieczne maksymalizacji zysku (3.87ab)
wyznaczać będą taką strukturę nakładów czynników produkcji, która maksymalizuje
zysk rozważanego przedsiębiorstwa.

Wstawiając równania (3.89ab) do warunków koniecznych maksymalizacji zysku
(3.87ab), warunki te można zapisać następująco:
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l ==ω  to, podobnie jak w modelu z pod-

punktu 2.4.1, realna cena kapitału (ωk) i płaca realna (ωl).
Równania (3.90ab) wyznaczają warunki konieczne maksymalizacji zysku monopo-

listy w analizowanym tu modelu. Warunki te są analogiczne do warunków koniecz-
nych maksymalizacji zysku (2.32ab) przedsiębiorstwa działającego w konkurencji
doskonałej. Z równań (3.90ab) wynika, że jeśli spełniona jest nierówność
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 to monopolista maksymalizuje zysk wówczas, gdy krańco-

wy produkt kapitału mpk (krańcowy produkt pracy mpl) zrównuje się z realną ceną

kapitału ωk (płacą realną ωl) ważoną wyrażeniem .
1+ε

ε
 Co więcej, ponieważ z wła-

ściwości funkcji produkcji (1.21), scharakteryzowanych w podpunkcie 1.4.1 skryptu,
wynika, że jeśli nakłady kapitału k (pracy l) rosną od zera do +∞, to krańcowy produkt
kapitału mpk (krańcowy produkt pracy mpl) spada w sposób ciągły od +∞ do zera,
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zasób kapitału kd (zasób pracy ld), przy którym spełnione będzie równanie
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ε=  Płynie stąd wniosek, że istnieje dokładnie jedna

struktura nakładów kapitału kd i pracy ld, przy której funkcja zysku (3.86) osiąga swoje
maksimum. Struktura ta wyznacza popyt przedsiębiorstwa na kapitał kd i pracę ld.

Różniczkując równania (3.90ab) względem realnych cen czynników produkcji
(czyli odpowiednio ωk i ωl), okazuje się, że przy elastyczności cenowej popytu ε < –1
zachodzą związki:
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Z powyższych zależności wyciągnąć można wniosek, iż im wyższa jest realna cena
zatrudnienia kapitału ωk (płaca realna ωl), tym wyższy musi być krańcowy produkt
kapitału mpk (krańcowy produkt pracy mpl), przy którym analizowane przedsiębior-
stwo maksymalizuje swój zysk. Ponieważ krańcowy produkt kapitału (krańcowy pro-
dukt pracy) rośnie wraz ze spadkiem nakładów kapitału (pracy), zatem im wyższa jest
realna cena zaangażowania kapitału (pracy), tym niższy jest popyt przedsiębiorstwa na
kapitał kd (pracę ld)16. Wniosek ten jest analogiczny to tego, że również w warunkach
konkurencji doskonałej popyt na każdy z czynników produkcji jest tym wyższy, im
niższa jest cena tegoż czynnika produkcji.

Licząc zaś granice w –∞ i w –1– oraz pierwsze i drugie pochodne cząstkowe rów-
nań (3.90ab) względem elastyczności cenowej popytu ε (przy ε < –1), okazuje się, iż:

                                                          
16 Zależność tę, podobnie jak analogiczną zależność w modelu przedsiębiorstwa działającego w warun-

kach konkurencji doskonałej, można również uzasadnić, korzystając z twierdzenia o pochodnej funkcji
uwikłanej. Weźmy funkcję:
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Z powyższych zależności płyną następujące wnioski dotyczące kształtowania się po-
pytu monopolisty na kapitał i pracę (por. też rysunki 3.4ab):

• Jeśli elastyczność cenowa popytu na rynku monopolisty ε → –∞ (a zatem kon-
sumenci na tym rynku bardzo silnie reagują na zmianę ceny), to zarówno wyra-

żenie ,
1 kω+ε

ε
 jak i związek l1

ω
+ε
ε

 zbieżne są (odpowiednio) do ωk i ωl.

Oznacza to, iż przy ε → –∞ warunki konieczne maksymalizacji zysku (3.90ab)
w monopolu sprowadzają się do warunków koniecznych (2.32ab) maksymaliza-
cji owej zmiennej ekonomicznej w konkurencji doskonałej. Płynie stąd wniosek,
iż wówczas popyt monopolisty na każdy z rozważanych tu czynników produkcji
sprowadza się do zrównania krańcowego produktu tego czynnika produkcji z je-
go realną ceną. Popyt na kapitał kd wyznaczany będzie więc przez równanie
mpk = ωk, a popyt na pracę ld: mpl = ωl. Popyt na kapitał i pracę przy elastycz-
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ności cenowej popytu ε → –∞ zilustrowany jest przez wielkości kd
p i l

d
p na ry-

sunkach 3.4ab.

Rys. 3.4a. Elastyczność cenowa popytu ε, realna cena kapitału ωk,
krańcowy produkt kapitału mpk a popyt na kapitał kd

Rys. 3.4b. Elastyczność cenowa popytu ε, płaca realna ωl,
krańcowy produkt pracy mpl a popyt na pracę ld

• W przypadku, w którym popyt konsumentów na rynku monopolisty jest nieela-
styczny względem ceny (a więc wówczas, gdy ε → –1–) zarówno

,
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ε

 jak i .
1 l +∞→ω

+ε
ε

 To zaś, w połączeniu z warunkami ko-

niecznymi maksymalizacji zysku monopolisty (3.90ab), implikuje, że przy
ε → –1– krańcowe produkty kapitału i pracy muszą być bardzo wysokie (zbież-
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ne do +∞). Jeśli zaś uwzględni się podane w punkcie 1.4.1 skryptu warunki Ina-
dy (1.27ab), to okaże się, iż krańcowe produkty owych czynników produkcji bę-
dą bardzo wysokie wówczas, gdy zarówno nakłady kapitału k i pracy l będą
bardzo niskie (zbieżne do 0+). Płynie stąd wniosek, że jeśli ε → –1–, to
mpk → +∞ i mpl → +∞, co oznacza, że w rozważanym tu przypadku popyt na
kapitał kd i pracę ld analizowanego monopolisty powinien być zbieżny do zera.

• Przy elastyczności cenowej popytu ε mniejszej od –1 i dodatnich cenach czyn-
ników produkcji ωk oraz ωl zachodzą związki:
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Płynie stąd wniosek, że krzywe odkładane w układzie współrzędnych o osiach
krańcowy produkt czynnika – elastyczność cenowa popytu, są dodatnio nachy-
lone i wypukłe (krzywe te ilustrują rysunki 3.4ab). Krzywe te można interpre-
tować ekonomicznie w ten sposób, że jeśli popyt konsumentów na rynku mono-
polisty będzie elastyczny względem ceny, a elastyczność cenowa popytu wyno-
sić będzie ε1, to (przy realnych cenach czynników produkcji ωk i ωl > 0) mono-
polista powinien zatrudnić taką ilość kapitału k i pracy l, by krańcowy produkt
kapitału wynosił mpk1, krańcowy zaś produkt pracy równy był mpl1. Krańcowy
produkt kapitału (krańcowy produkt pracy) wynosić będzie mpk1 (mpl1) wów-
czas, gdy przedsiębiorstwo zatrudni kd

1 (l
d

1) jednostek kapitału (pracy). Oznacza
to, iż przy elastyczności cenowej popytu ε1 popyt monopolisty na kapitał i pracę
wynosić będzie (odpowiednio) kd

1 i l
d

1. Gdyby zaś elastyczność cenowa popytu
wzrosła do ε2 > ε1, przy czym ε2 < –1, to krańcowe produkty czynników produk-
cji powinny wzrosnąć do (odpowiednio) mpk2 i mpl2, co spowoduje spadek po-
pytu na te czynniki do kd

2 i l
d

2
17.

Jeśli weźmie się pod uwagę funkcję produkcji Cobba-Douglasa (1.31), to funkcję
zysku (3.86) można zapisać następująco:

( ) [ ]( )

( ) ( ) ( )
,lwkw

lka

lwkwlak
1

l,k

lk/1

/1/1/1

lk
1

1

LK

LK

−−
γ

=

=−−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

γ
=π

ε

ε+εαε+εαε+ε

ε+εααε

(3.91)

odwrotna zaś funkcja popytu (3.82) dana jest wzorem:

                                                          
17 Zależności te można również pokazać, licząc pochodną funkcji uwikłanych kd = kd(ωk, ε)

i ld = ld(ωk, ε). Przy oznaczeniach jak w poprzednim przypisie okazuje się, że:
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wyższa jest elastyczność cenowa popytu ε na rynku monopolisty, tym niższy jest popyt analizowanego
przedsiębiorstwa zarówno na kapitał (kd), jak i pracę (ld).
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gdzie αK i αL to elastyczności produktu y względem nakładów kapitału k i pracy l (αK,
αL∈ (0;1)), a > 0 zaś jest łączną produktywnością czynników produkcji.

Licząc pierwsze i drugie pochodne cząstkowe funkcji zysku (3.91) oraz drugą po-
chodną mieszaną owej funkcji, uzyskuje się następujące zależności:
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oraz:
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nika stąd, iż dla każdego k, l > 0 spełnione są warunki dostateczne (3.88ab) maksyma-
lizacji funkcji zysku monopolisty.

Z równań (3.93cde) wynika, iż:
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Ponieważ przy k, l > 0 oraz αK, αL ∈ (0;1) zachodzi związek:
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 potrzeba i wystarcza, by:
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Oznacza to, że jeśli stopień jednorodności Ξ = αK + αL funkcji produkcji Cobba-

-Douglasa będzie mniejszy od ,
1+ε

ε
 to (po pierwsze) spełniony będzie warunek do-

stateczny maksymalizacji zysku monopolisty (3.88c) oraz (po drugie) warunki ko-
nieczne maksymalizacji owego zysku (3.87ab) wyznaczać będą strukturę zatrudnienia
kapitału k i pracy l, które maksymalizują funkcję zysku rozważanego przedsiębiorstwa.
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Wstawiając pierwsze pochodne cząstkowe (3.93ab) do warunków koniecznych
(3.87ab) maksymalizacji funkcji zysku analizowanego monopolisty, okazuje się, iż
warunki te można zapisać w postaci następującego układu równań:
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Powyższy układ równań można również przekształcić i zapisać następująco:
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Układ równań (3.95a) można również zapisać w następującej postaci macierzowej
(względem ln(k) oraz ln(l)):
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Rozwiązanie układu równań (3.95b), przy dodatkowym założeniu, że stopień jedno-

rodności funkcji produkcji Cobba-Douglasa będzie niższy od ,
1+ε

ε
 wyznacza taką

strukturę nakładów kapitału k i pracy l, która maksymalizuje zysk rozważanego mono-
polisty. Płynie stąd wniosek, iż rozwiązanie to, oznaczane dalej jako (kd, ld), wyznaczy
strukturę popytu owego przedsiębiorstwa na analizowane w tej części skryptu czynniki
produkcji.

Kolejne wyznaczniki Cramera układu równań (3.95b) dane są wzorami:
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Płynie stąd wniosek, że wielkości popytu monopolisty na kapitał kd i pracę ld spełniają
następujące związki:
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Z równań (3.96ab) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Popyt monopolisty na czynniki produkcji zależny jest m.in. od cen tych czynni-

ków (wk i wl), łącznej produktywności czynników produkcji (a) oraz od wielko-
ści popytu zgłaszanego przez konsumentów przy cenie równej 1 (czyli γ).
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ujemne. Płynie stąd wniosek, iż im wyższa jest cena kapitału wk, tym niższy jest
zarówno popyt na kapitał, jak i popyt na pracę.
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cę.

• Różniczkując równania (3.96ab) względem łącznej produkcyjności czynników
produkcji a, okazuje się, że:



138

( )[ ] ( ) ( )

( )
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ε
+εα+α−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+ε⋅α
γ⋅ε⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

α
α

ε
+εα

∂
∂=

∂
∂ ε+ε

ε

1
1

a1

w
ln

w
w

ln
1

aa
kln

LK

/1
K

/1
k

lK

kL
Ld

( ) ( )

( )
=

ε
+εα+α−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+ε⋅α
γ⋅ε⋅−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

α
α

ε
+εα

∂
∂

=
ε+ε

ε

1
1

a1

w
ln

w
w

ln
1

a

LK

/1
K

/1
k

lK

kL
L

( ) ( )

( )
=

ε
+εα+α−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ε
+ε−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+ε⋅α
γ⋅ε⋅

∂
∂−

=

ε

1
1

aln
1

1
w

ln
a

LK

K

/1
k

( )[ ]

( ) ( )
0

a
1

1

1

1
1

a
aln1

LKLK

>

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ε
+εα+α−

ε
+ε

=

ε
+εα+α−

∂
∂⋅

ε
+ε

=

oraz (analogicznie):

( )[ ]
( )

,0
a

1
1

1

a

lln

LK

d

>

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ε
+εα+α−

ε
+ε

=
∂

∂

co implikuje, iż im wyższa jest łączna produkcyjność czynników produkcji, tym
wyższy jest popyt monopolisty na każdy z analizowanych tu czynników produk-
cji18.

• Co więcej, ponieważ:
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18 Wnioski te są analogiczne do tych, które płyną z równań (2.43ab) w punkcie 2.4.1 skryptu.
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więc im wyższy jest popyt konsumentów zgłaszany przy cenie p = 1 (a więc im
wyższe jest γ), tym wyższy jest popyt analizowanego monopolisty na kapitał kd i
pracę ld.

• Jeśli konsumenci na rynku rozważanego monopolisty reagują bardzo silnie na
zmianę ceny (czyli elastyczność cenowa popytu ε → –∞), to z równań (3.96ab)
wynika, iż:
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Oznacza to, że przy bardzo wrażliwym popycie konsumentów na produkty ana-
lizowanego monopolisty popyt owego monopolisty na czynniki produkcji będzie
zbieżny z tym, który ma miejsce w warunkach konkurencji doskonałej (por.
równania (2.42ab) w punkcie 2.4.1 skryptu).

3.5.2. Model n-czynnikowy

W rozważaniach prowadzonych w podpunkcie 3.5.2 przyjmuje się następujące za-
łożenia dotyczące funkcjonowania monopolu:

1. Popyt konsumentów opisany jest przez funkcję popytu (3.81).
2. Monopolista charakteryzuje się n-czynnikową funkcją produkcji postaci:

y = f(x1, x2, …, xn) (3.97)

o właściwościach scharakteryzowanych w podpunkcie 1.4.2 skryptu.
3. Ceny czynników produkcji wynoszą w1, w2, ..., wn > 0.
4. Produkcja monopolisty y dopasowuje się do popytu yd zgłaszanego przy cenie p.
5. Celem działania monopolisty jest maksymalizacja funkcji zysku danej wzorem19:
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19 Funkcja p = p[f(x1, x2, ..., xn)] w funkcji zysku (3.98) zostanie niebawem wyprowadzona z funkcji

popytu (3.81) oraz z funkcji produkcji (3.97).
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Z warunku, że y = yd, funkcji produkcji (3.97) oraz funkcji popytu (3.81), dochodzi
się do związku:

f(x1, x2, …, xn) = γpε

a stąd:
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Równanie (3.99) wyznacza odwrotną funkcję popytu w rozważanym w tej części
skryptu modelu monopolu. Wstawiając tę funkcję do funkcji zysku, uzyskuje się zwią-
zek:
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Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (3.100) dane są wzorami:
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(3.101)

natomiast warunki dostateczne maksymalizacji owej funkcji sprowadzają się do tego,
by hesjan H(π) dany wzorem:
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(3.102)

był ujemnie określony w punkcie stacjonarnym funkcji (3.100).
Pierwsze i drugie pochodne funkcji zysku (3.100) dane są przez zależności:
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gdzie 
i

i x

f
mp

∂
∂≡  to krańcowy produkt i-tego czynnika produkcji (dla każdego

i = 1, 2, ..., n);
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oraz:
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Wstawiając związki (3.103bc) do hesjanu (3.102), hesjan ów można zapisać następują-
co:

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

.

1
p

1
p

1
p

1
p

1
p

1
p

1
p

1
p

1
p

H

2
n

2

n21

2
n

2n

2

n21

2n

1n

2

n21

1n

n2

2

n21

n2
2
2

2

n21

2
2

12

2

n21

12

n1

2

n21

n1

21

2

n21

21
2
1

2

n21

2
1

x

f
x,...,x,xf

x/f
xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

x

f
x,...,x,xf

x/f
xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

xx
f

x,...,x,xf
x/fx/f

x

f
x,...,x,xf

x/f

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ε
+ε

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

ε
+ε

=π

∂
∂

⋅ε
∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂
∂

⋅ε
∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂∂
∂

⋅ε
∂∂⋅∂∂

∂
∂

⋅ε
∂∂

�

����

�

�

Powyższy hesjan można również opisać wzorem:
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 (3.104)

Ponieważ wyrażenie 
ε
+ε 1

p  przyjmuje wartości dodatnie przy ε < –1, zatem hesjan

H(π), dany równaniem (3.104), będzie ujemnie określony wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz M postaci:
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będzie ujemnie określona. Oznacza to, iż jeśli macierz ta będzie ujemnie określona, to
spełnione będą warunki dostateczne (3.102) maksymalizacji funkcji zysku monopolisty
(3.100).

Natomiast z warunków (3.101) oraz równań (3.103a) wyciągnąć można wniosek, iż
warunki konieczne maksymalizacji zysku analizowanego monopolisty sprowadzają się
do tego, że:
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gdzie 
p

wi
i ≡ω  to realna cena i-tego czynnika produkcji (dla każdego i = 1, 2, ..., n).

Ponieważ równania (3.106) są rozszerzeniem równań (3.90ab), zatem ich interpretacja
ekonomiczna jest analogiczna do interpretacji owych równań. Interpretacji tej powinni
dokonać Czytelnicy samodzielnie.

Jeśli dodatkowo przyjmie się założenie, że funkcja produkcji (3.97) jest funkcją
Cobba-Douglasa (por. równanie (1.39) w rozdziale 1 skryptu) postaci:
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gdzie a > 0 oraz αi ∈ (0; 1) dla każdego i = 1, 2, ..., n, to funkcję zysku monopolisty
(3.100) można zapisać wzorem:
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Niech stała a
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 Wówczas funkcję zysku

(3.108a) sprowadzić można do związku:
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Pierwsze pochodne cząstkowe funkcji zysku dane są następującymi równaniami:
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Drugie pochodne owej funkcji opisują zaś związki:
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(3.109c)

Wstawiając zależności (3.109bc) do hesjanu (3.102), hesjan ten można zapisać wzo-
rem:
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Ponieważ przy x1, x2, ..., xn > 0 zachodzi: ( ) ,0y
1 /1/1 >⋅

ε
+ε⋅γ ε+εε−  zatem by powyż-

szy hesjan był ujemnie określony, potrzeba i wystarcza, by macierz M̂  opisana przez
równanie:
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była ujemnie określona. Minory główne mi (dla i = 1, 2, ..., n) macierzy (3.110) można
zapisać za pomocą następujących zależności:
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(3.111)

Wynika stąd, iż macierz (3.110) i hesjan H funkcji zysku π analizowanego monopolisty
będą ujemnie określone wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione będą następujące nierów-
ności:
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Po wyciągnięciu z każdej z kolumn minora głównego (3.111) ilorazu 
j

j

x

α
−  (dla

każdego j = 1, 2, ..., i) minor mi można zapisać następująco:
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Jeśli wyciągnie się z każdego z wierszy analizowanego wyznacznika wyrażenia 
jx
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(dla każdego j = 1, 2, ..., i), to:
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Dodając do pierwszego wiersza wyznacznika 
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wszystkie następne wiersze, okazuje się, że minor ( )M̂mi  opisuje związek:



149

( ) ( ) =

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

α
ε
+ε−α

ε
+ε−α

ε
+ε−

α
−=

∑∑∑

∏
===

=

1
1

11

11
1

1

1
1

1
1

1
1

x
1M̂m

iii

222

i

1j
j

i

1j
j

i

1j
j

i

1j
2
j

ji
i

�

����

�

�

( ) .

1
1

11

11
1

1
111

x

1
11

iii

222i

1j
2
j

j
i

1j
j

i

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−

ε
+εα−α

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
α

ε
+ε−−= ∏∑

==
�

����

�

�

Dodając teraz do drugiego, trzeciego, ..., i-tego wiersza wyznacznika
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 wiersz pierwszy przemnożony przez
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ε
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i , sprowadza się i-ty (dla każdego i = 1, 2, ..., n) minor

główny macierzy M̂  do związku:
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Z zależności (3.112–3.113) płynie wniosek, że hesjan funkcji zysku analizowanego
monopolisty będzie ujemnie określony (co implikuje, iż spełnione będą warunki do-
stateczne maksymalizacji jego zysku) wtedy i tylko wtedy, gdy:
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z której wynika związek:
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Płynie stąd wniosek, że warunki dostateczne maksymalizacji zysku rozważanego mo-

nopolisty sprowadzają się do tego, iż stopień jednorodności ∑
=
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1i
i  n-czynnikowej

funkcji produkcji Cobba-Douglasa musi być niższy od ilorazu ,
1+ε

ε
 którego wartość

wyznaczana jest przez elastyczność cenową popytu ε konsumentów na rynku, na któ-
rym funkcjonuje monopolista.

Warunki konieczne maksymalizacji funkcji zysku (3.108ab) monopolisty sprowa-

dzają się do tego, że każda z pochodnych cząstkowych ,
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 opisana przez równania

(3.109a), musi być równa zeru. Płynie stąd wniosek, że:
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Po zlogarytmowaniu każdej z powyższych zależności uzyskuje się następujący, linio-
wy względem ln(x1), ln(x2), ..., ln(xn), układ równań:
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 Jeśli spełniony będzie warunek dostateczny mak-

symalizacji zysku monopolisty ,
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 to rozwiązanie układu równań (3.114)

wyznaczać będzie taką strukturę zatrudnienia n rozważanych tu czynników produkcji,
która maksymalizuje funkcję zysku (3.108ab). Rozwiązanie to będzie więc wyznaczać
strukturę popytu analizowanego przedsiębiorstwa na rozważane tu czynniki produkcji
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(por. też układ równań (2.61) w podpunkcie 2.4.2 skryptu i jego rozwiązanie w warun-
kach konkurencji doskonałej).

Po odjęciu od i-tego równania (dla każdego i = 1, 2, ..., n – 1) ostatniego z równań
układu równań (3.114) dochodzi się do zależności:
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ln(x2) – ln(xn) = θ2 – θn ,
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ln(xn–1) – ln(xn) = θn–1 – θn ,

skąd wynika, że:
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Ponieważ ostatnie z równań układu (3.114) można zapisać następująco:
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więc stąd oraz ze związku (3.115) wynika, że zachodzi następująca zależność:
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Powyższy związek można również zapisać następująco:
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co implikuje zależność:
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Podstawiając związek (3.116) do równań (3.115), uzyskuje się zależności:
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a stąd i z równania (3.116) wynika, że:
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Wstawiając równania (3.118) do zależności (3.117), uzyskuje się związki:

( )

( ) ( )

=
α

ε
+ε−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
⋅

ε
+ε⋅

γ
α

ε
+ε+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α⋅
ε
+ε⋅

γ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
α

ε
+ε−

=

=∀

∑

∑∑

=

≠=
ε

ε+ε

ε

ε+ε

≠=

=

n

1j
j

n

ij;1j j

j
/1

/1

j
i

i
/1

/1n

ij;1j
j

i
n...,,2,1i

1
1

w

1a
ln

1

w

1a
ln

1
1

xln

( ) ( )

+
α

ε
+ε−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ε
+ε⋅

γ
α

ε
+ε+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ε
+ε⋅

γ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
α

ε
+ε−

=
∑

∑∑

=

≠=
ε

ε+ε

ε

ε+ε

≠=
n

1j
j

n

ij;1j
/1

/1

j/1

/1n

ij;1j
j

1
1

1a
ln

11a
ln

1
1

=
α

ε
+ε−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
α

ε
+ε+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
α

ε
+ε−

+
∑

∑∑

=

≠=≠=
n

1j
j

n

ij;1j j

j
j

i

i
n

ij;1j
j

1
1

w
ln

1

w
ln

1
1

( )

,
1

1

w
ln

1

w
ln

1
1

1a
ln

n

1j
j

n

ij;1j j

j
j

i

i
n

ij;1j
j/1

/1

∑

∑∑

=

≠=≠=
ε

ε+ε

α
ε
+ε−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ α
α

ε
+ε+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ α
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
α

ε
+ε−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ε
+ε⋅

γ
=



153

czyli:
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(3.119)

przy czym xd
i (dla każdego i = 1, 2, ..., n) jest wielkością popytu rozważanego mono-

polisty na i-ty czynnik produkcji.
Z zależności (3.119) wynika, co następuje:
• Popyt monopolisty na każdy z rozważanych tu czynników produkcji zależny jest

m.in. od łącznej produktywności czynników produkcji (a), popytu, który zgła-
szaliby konsumenci na rynku monopolisty przy cenie równej 1 (a zatem od
wartości parametru γ), ceny i-tego czynnika produkcji (wi) oraz cen pozostałych
czynników produkcji (wj dla j = 1, 2, ..., n przy j ≠ i).

• Różniczkując równanie (3.119) po a, okazuje się, że:
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1  są dodatnie. Oznacza to, że im wyższa jest łączna produktywność

czynników produkcji a, tym wyższy jest popyt xd
i analizowanego monopolisty

na każdy z wykorzystywanych przezeń czynników produkcji.



154

• Dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi:
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 Płynie stąd wniosek, iż im

wyższy popyt zgłaszać będą konsumenci na rynku monopolisty przy cenie p = 1,
tym wyższy jest popyt owego monopolisty na każdy z n wykorzystywanych
przezeń czynników produkcji.

• Licząc pochodną cząstkową równania (3.119) względem ceny i-tego czynnika
produkcji, okazuje się, że jest ona opisana przez związek:
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Z powyższej zależności wynika, iż im wyższa jest cena wi i-tego czynnika pro-
dukcji, tym niższy jest popyt xd

i na ten czynnik produkcji.
• Ponieważ pochodna cząstkowa xd

i po wj (dla każdego i, j = 1, 2, ..., n; j ≠ i)
określona jest przez związek:
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więc im wyższa jest cena wj j-tego czynnika produkcji, tym niższy popyt xd
i

zgłasza rozważany monopolista na i-ty czynnik produkcji.
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• Co więcej, licząc granicę z popytu xd
i, danego równaniem (3.119), przy ela-

styczności cenowej popytu ε → –∞, okazuje się, że dla każdego i = 1, 2, ..., n:
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Płynie stąd wniosek, iż popyt na czynniki produkcji w warunkach analizowane-
go monopolu, opisany przez związek (3.119), przy bardzo elastycznym popycie
konsumentów na wytwarzane przez monopolistę dobro lub usługę, jest zbliżony
do tego, który ma miejsce w warunkach konkurencji doskonałej (por. równanie
(2.64) w punkcie 2.4.2 skryptu).

3.6. PODSUMOWANIE

Prowadzone w rozdziale 3 rozważania można podsumować następująco:
I. W modelu czystego monopolu warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji

zysku monopolisty sprowadzają się do tego, że utarg krańcowy musi być równy
kosztowi krańcowemu (warunek konieczny maksymalizacji zysku) oraz nachy-
lenie krzywej kosztu krańcowego, względem wielkości produkcji, musi być
większe od nachylenia krzywej utargu krańcowego względem owej wielkości
(warunek dostateczny maksymalizacji funkcji zysku).

II. Przez dyskryminację cenową monopolu rozumie się sytuację, w której (po
pierwsze) monopolista działa na kilku rynkach charakteryzujących się różnymi
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elastycznościami cenowymi popytu konsumentów, (po drugie) produkty między
rynkami, na których działa monopolista, nie są odsprzedawalne oraz (po trzecie)
monopolista proponuje konsumentom na tych rynkach różne ceny na ten sam
wytwarzany przezeń produkt.

III. Warunki konieczne maksymalizacji zysku monopolisty stosującego dyskrymina-
cję cenową sprowadzają się to tego, że utargi krańcowe z każdego z rynków, na
którym działa ów monopolista, muszą być równe kosztom krańcowym związa-
nym z produkcją na wszystkie rynki. Natomiast warunki dostateczne maksyma-
lizacji funkcji zysku monopolisty oznaczają, że (po pierwsze) nachylenie funkcji
kosztu krańcowego (względem produkcji na wszystkie rynki, na których działa
monopolista) musi być wyższe od nachyleń funkcji utargów krańcowych z ryn-
ków, na których działa analizowane przedsiębiorstwo, oraz (po drugie) iż hesjan
funkcji zysku jest ujemnie określony.

IV. Jeśli rozpatruje się popyt monopolisty na czynniki produkcji, to okazuje się, że
popyt ten zależny jest od cen wykorzystywanych czynników produkcji oraz od
elastyczności cenowej popytu na rynku, na którym działa monopolista. Co wię-
cej, (po pierwsze) im wyższe są ceny każdego z czynników produkcji, tym niż-
szy jest popyt na każdy z czynników produkcji, oraz (po drugie) im silniej popyt
na rynku monopolisty reaguje na zmianę ceny, tym wyższy jest popyt na każdy
z rozważanych czynników produkcji.



Rozdzia ł  4

PODSTAWOWE MODELE DUOPOLU I OLIGOPOLU

4.1. WPROWADZENIE

Celem analiz prowadzonych w rozdziale 4 skryptu jest:
I. Klasyfikacja podstawowych modeli duopolu oraz oligopolu w teorii mikroeko-

nomicznej.
II. Wyznaczenie równowagi w modelach duopolu Cournota, Stackelberga i Ber-

tranda.
III. Wyznaczenie równowagi w modelach oligopolu Cournota, Stackelberga oraz

Bertranda,
IV. Porównanie wniosków, które płyną z analizowanych w rozdziale 4 modeli duo-

polu i oligopolu.
Jak już wspomniano w rozdziale 1 skryptu (punkt 1.2), duopol to taka struktura

rynku, na której działa dwóch producentów. Każdy z nich ma istotny, ale nie wyłączny
wpływ na cenę i wielkość produkcji, które kształtują się na tym rynku. Ponadto produ-
cenci w duopolu nie działają w zmowie kartelowej, gdyż każdy z nich dąży do maksy-
malizacji własnego zysku, nie maksymalizują zaś łącznego zysku obu producentów na
rynku. Natomiast jeśli na rynku działa kilku dużych producentów, z których każdy
dąży do maksymalizacji własnego zysku, to mamy do czynienia z oligopolem.

Podstawowe modele duopolu i oligopolu można podzielić na modele konkurencji
ilościowej oraz modele konkurencji cenowej. W modelach konkurencji ilościowej, do
których zaliczyć należy modele Cournota i Stackelberga, zakłada się, że producenci
wytwarzają dokładnie takie samo dobro lub usługę. Jeśli zaś przedsiębiorcy wytwa-
rzają doskonale jednorodny produkt, to muszą również ustalić taką samą cenę na wy-
twarzane przez siebie dobro lub usługę. Dlatego też nie mogą konkurować między sobą
ceną wytwarzanego produktu i (w związku z tym) konkurują wielkościami produkcji.
Natomiast w modelach konkurencji cenowej, do których należy model Bertranda,
przedsiębiorstwa wytwarzają produkty, które są bliskimi substytutami. Stąd też w mo-
delach konkurencji cenowej ceny owych substytutów nie muszą być sobie równe, co
implikuje możliwość występowania konkurencji cenowej między producentami
w duopolu lub oligopolu.

Struktura rozdziału 4 skryptu przedstawia się następująco. W kolejnych podpunk-
tach punktu 4.2 analizowane są modele duopolu Cournota, Stackelberga i Bertranda.
Analogiczne rozważania, dotyczące podstawowych modeli oligopolu, prowadzone są
w punkcie 4.3. Rozdział kończy punkt 4.4, w którym znajduje się podsumowanie pro-
wadzonych w nim rozważań.



160

4.2. PODSTAWOWE MODELE DUOPOLU

4.2.1. Równowaga Cournota

W modelu duopolu Cournota przyjmuje się następujące założenia:
1. Na rynku działa dwóch producentów, z których każdy charakteryzuje się funkcją

kosztów całkowitych opisaną przez równanie:

( ) ,fycytc iiiii
2,1i

+=∀
=

(4.1)

gdzie yi ≥ 0 to wielkość produkcji i-tego producenta (dla i = 1, 2), natomiast ci oraz fi

(podobnie jak np. w przypadku funkcji kosztów (3.20) w punkcie 3.2 skryptu) wyzna-
czają, odpowiednio, koszty krańcowe (równe przeciętnym kosztom zmiennym)
i koszty stałe i-tego producenta. Zakłada się ponadto, że dla i = 1, 2 koszty ci i fi są
dodatnie.

2. Konsumenci w duopolu Cournota zgłaszają popyt yd (zależny od ceny p > 0, któ-
rą ustalą na rynku producenci) opisany przez związek:

yd(p) = α – βp, (4.2)

gdzie α, β > 0 to, podobnie jak parametry α i β przy funkcji popytu (3.19), pojemność
rynku oraz wartość bezwzględna nachylenia popytu yd względem ceny p. Ponieważ
popyt yd musi przyjmować wartości nieujemne, zatem funkcja popytu (4.2) ma sens

ekonomiczny jedynie przy cenie p należącej do przedziału .;0 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

β
α

3. Łączna wielkość produkcji obu producentów, czyli y1 + y2, dopasowuje się do
popytu konsumentów yd przy cenie p, którą ustalają producenci. Założenie to można
zapisać za pomocą następującego równania:

y1 + y2 = yd(p). (4.3)

4. Pierwszy z producentów w duopolu Cournota szuka takiej wielkości produkcji
y1, która przy danej wielkości produkcji producenta drugiego y2 maksymalizuje zysk π1

producenta pierwszego. Podobnie, producent drugi maksymalizuje funkcję zysku π2

względem swojej wielkości produkcji y2 przy danej produkcji y1 producenta pierwsze-
go. Założenie to można również zapisać następująco1:

constyy1
2

1
max

=
⎯→⎯π (4.4a)

oraz:

.max
constyy2

1
2 =
⎯→⎯π (4.4b)

                                                          
1 Zależności (4.4ab) należy odczytywać w ten sposób, iż funkcja zysku π1 (π2) maksymalizowana jest

względem wielkości produkcji y1 (y2) przy stałej wielkości produkcji y2 (y1). Równania funkcji zysku π1

i π2 zostaną wyprowadzone w dalszej części skryptu.
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Wstawiając funkcję popytu (4.2) konsumentów w duopolu Cournota do równania
(4.3), uzyskuje się związek:

y1 + y2 = α – βp,

z którego wynika, że zachodzi zależność:

( ) ( )21
21 yy

1yy
p +

β
−

β
α=

β
+−α=

lub:
p(y1, y2) = a – b(y1 + y2), (4.5)

gdzie: 0a >
β
α=  oraz .0

1
b >

β
=  Równanie (4.5) wyznacza odwrotną funkcję popytu

w modelu duopolu Cournota. Funkcję tę interpretuje się ekonomicznie, analogicznie do
odwrotnej funkcji popytu (3.21b) w modelu monopolu z punktu 3.2 skryptu. Oznacza
to, iż jeśli obaj producenci zwiększą swą łączną wielkość produkcji o ζ jednostek, to

muszą oni obniżyć cenę wytwarzanego na rynek dobra lub usługi o ζ
β

=ζ 1
b  jedno-

stek. Co więcej, ponieważ z równania (4.5) wynika, iż ,
1

b
y
p

y
p

21 β
−=−=

∂
∂=

∂
∂

 zatem

bez względu na to, czy produkcję o ζ jednostkę zwiększy producent pierwszy, czy też
producent drugi, obaj producenci muszą obniżyć cenę o bζ jednostek.

Ponieważ zysk πi i-tego producenta (dla i = 1, 2) można zapisać jako różnicę po-
między jego utargiem ri = p ⋅ yi a kosztami całkowitymi tci(yi), więc stąd oraz z równa-
nia (4.1) wyciągnąć można wniosek, że:

( ) .fycypfycyp iiiiiiiii
2,1i

−−⋅=+−⋅=π∀
=

Wstawiając do powyższych zależności odwrotną funkcję popytu (4.5), uzyskuje się
funkcję zysku każdego z przedsiębiorstw w duopolu Cournota postaci:

π1(y1, y2) = [a – b(y1 + y2)]y1 – c1y1 – f1 = (a – c1)y1 – by1
2 – by1y2 – f1 (4.6a)

i analogicznie:

π2(y2, y1) = (a – c2)y2 – by2
2 – by2y1 – f2

 . (4.6b)

Zgodnie z założeniem 4 modelu duopolu Cournota producent pierwszy szuka takiej
wielkości produkcji y1, która przy danej produkcji y2 producenta drugiego maksymali-
zuje funkcję zysku π1(y1,y2) producenta pierwszego. Producent drugi zaś zachowuje się
analogicznie do producenta pierwszego. Płynie stąd wniosek, że warunki konieczny
i dostateczny maksymalizacji zysku przedsiębiorstwa pierwszego dane są przez zależ-
ności:

0
y

consty1

1

2

=
∂
π∂

=
(4.7a)
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i:

0
y

consty
2
1

1
2

2

<
∂
π∂

=

(4.7b)

w przypadku przedsiębiorstwa pierwszego oraz:

0
y

consty2

2

1

=
∂
π∂

=
(4.8a)

i:

0
y

consty
2
2

2
2

1

<
∂
π∂

=

(4.8b)

dla przedsiębiorstwa drugiego.
Licząc pierwsze i drugie pochodne funkcji zysku (4.6ab), otrzymujemy:

211
consty1

1 byby2ca
y

2

−−−=
∂
π∂

=
(4.9a)

i:

0b2
y
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∂
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(4.9b)

oraz:

122
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2 byby2ca
y

1

−−−=
∂
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=
(4.10a)

i:

.0b2
y

consty
2
2

2
2

1

<−=
∂
π∂

=

(4.10b)

Ze związków (4.9b) i (4.10b) wyciągnąć można wniosek, że spełnione są warunki
dostateczne (4.7b) oraz (4.8b) maksymalizacji zysków każdego z rozważanych w duo-
polu Cournota producentów.

Wstawiając pochodną (4.9a) do warunku koniecznego maksymalizacji funkcji zy-
sku (4.7a) producenta pierwszego, otrzymuje się równanie:

a – c1 – 2by1 – by2 = 0,

co oznacza, że:

2by1 = a – c1 – by2
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lub:

.
2

y

b2

ca
y:RC 21

11 −−= (4.11a)

Postępując analogicznie z zależnościami (4.8a) i (4.10a), dochodzi się do związku:

.
2

y

b2

ca
y:RC 12

22 −−= (4.11b)

Równania (4.11ab) wyznaczają linie reakcji każdego z producentów w duopolu Cour-
nota2. Równania te interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że wyznaczają one taką
wielkość produkcji producenta pierwszego (drugiego), która przy ustalonej produkcji
producenta drugiego (pierwszego) maksymalizuje zysk producenta pierwszego (dru-
giego).

Z równania linii reakcji RC1 wynika, że zachodzą zależności3:

,
b2

ca
y0y 1

RC12
1

−=⇒= (4.12a)

b
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oraz:
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Związki (4.12abc) można interpretować ekonomicznie następująco:
• Gdyby producenta drugiego nie było na rynku (y2 = 0), to producent pierwszy

będzie maksymalizować swój zysk π1 przy wielkości produkcji y1 równej

.
b2

ca 1−
 Wielkość ta odpowiada podaży producenta działającego w warunkach

czystego monopolu o analogicznej funkcji kosztu całkowitego i analogicznej
funkcji popytu konsumentów (por. równanie (3.26a) w modelu z punktu 3.2

skryptu). Strukturę produkcji 
b2

ca
y 1

1
−=  i y2 = 0 ilustruje punkt A1 na rysunku

4.1a.

                                                          
2 Linie opisane przez równania (4.11ab) nazywane są liniami reakcji z tego względu, że ilustrują one to,

w jaki sposób jeden z producentów w duopolu Cournota zareaguje swoją wielkością produkcji na zmianę
wielkości produkcji jego konkurenta. Podobnie rzecz się ma z liniami reakcji w modelach Stackelberga
i Bertranda, przy czym w modelu Bertranda mamy do czynienia z reakcją ceny jednego z producentów na
zmianę ceny jego konkurenta.

3 Związek (4.12a) ma sens ekonomiczny jedynie przy .ac1 β
α=<  Podobnie zależność (4.13a) jest inte-

resująca dla ekonomisty wyłącznie przy .ac2 β
α=<  Uzasadnienie tych faktów pozostawiamy Czytelni-

kom.
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• Gdyby producent drugi realizował wielkość produkcji ,
b

ca
y 1

2
−=  to produ-

cent pierwszy musiałby się wycofać z rozważanego tu rynku. Wynika to stąd, że

przy produkcji producenta drugiego 
b

ca
y 1

2
−=  producent pierwszy maksyma-

lizuje swój zysk przy zerowej wielkości produkcji. Strukturę produkcji y1 = 0

oraz 
b

ca
y 1

2
−=  ilustruje punkt B1 na rysunku 4.1a. Co więcej, ponieważ przy

c1 < a produkcja 
b2

ca
y 1

1
−=  (w punkcie A1) jest dwa razy mniejsza od produkcji

b

ca
y 1

2
−=  (w punkcie B1), zatem .B0A02 11 =⋅

• Z zależności (4.12c) wynika również, że jeśli producent drugi w duopolu Cour-
nota podnosi swą wielkość produkcji o ζ jednostek, to producent pierwszy, by
maksymalizować swój zysk, musi obniżyć swoją wielkość produkcji o ζ/2 jed-
nostek.

Z równania (4.11a) oraz związków (4.12abc) wynika, że linię reakcji producenta
pierwszego można zilustrować tak, jak ma to miejsce na rysunku 4.1a.

Rysunek 4.1a można interpretować ekonomicznie w ten sposób, że gdyby przedsię-
biorstwo drugie zdecydowało się na realizację wielkości produkcji równiej y2

0, to
przedsiębiorstwo pierwsze, by maksymalizować zysk π1, powinno wytwarzać y1

0 pro-
duktu. Natomiast gdyby przedsiębiorstwo drugie obniżyło (podniosło) wielkość swojej
produkcji do y2

1 (y2
2), to drugi z producentów, maksymalizując zysk, zwiększy (obni-

ży) swą produkcję do y1
1 (y1

2).

Rys. 4.1a. Linia reakcji RC1 producenta pierwszego w modelu duopolu Cournota
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2 y1
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Z równania linii reakcji RC2 wynika, że spełnione są zależności:

,
b2

ca
y0y 2
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−=⇒= (4.13a)
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Ponieważ zależności (4.13abc) są analogiczne do związków (4.12abc), zatem interpre-
tacja ekonomiczna owych zależności jest również analogiczna do podanej uprzednio
interpretacji związków (4.12abc). Linia reakcji producenta drugiego RC2, wynikająca
z zależności (4.13abc), zilustrowana jest na rysunku 4.1b. Linię tę interpretuje się eko-
nomicznie, analogicznie do linii reakcji producenta pierwszego RC1 na rysunku 4.1a.

Rys. 4.1b. Linia reakcji RC2 producenta drugiego w modelu duopolu Cournota

Na rysunku 4.2 zilustrowane są linie reakcji obu producentów oraz mechanizm do-
chodzenia owych producentów do równowagi Cournota, która ma miejsce w punkcie
przecięcia się linii reakcji (czyli w punkcie C na rysunku 4.2). Punkt A2 leży na rysun-
ku 4.2 poniżej punktu B1 z tego względu, że duopol Cournota jest modelem równo-
rzędnych partnerów. Jeśli tak jest, to koszty krańcowe obu producentów (czyli c1 oraz
c2) są wielkościami tego samego rzędu (w tym sensie, że c1 może być mniej-
sze/większe od c2 o co najwyżej kilkanaście procent). Oznacza to, że przy

b2

ca

b

ca 21 −>−
 punkt B1 leży nad punktem A2. Analogicznie, przy c1 zbliżonym do c2
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zachodzi nierówność ,
b2

ca

b

ca 12 −>−
 która oznacza, że punkt B2 leży na prawo od

punktu A1.

Rys. 4.2. Linie reakcji RC1 i RC2 oraz dochodzenie do równowagi duopolu Cournota

Analizując rysunek 4.2, można przyjąć założenie, iż chronologicznie jako pierwszy
pojawił się w duopolu Cournota producent, którego nazwaliśmy uprzednio producen-
tem pierwszym. Wówczas, przy produkcji producenta drugiego y2 = 0, producent

pierwszy decyduje się na realizację wielkości produkcji .
b2

ca
y 10

1
−=  Wynika to stąd,

że przy produkcji producenta drugiego w duopolu Cournota równej zeru producent

pierwszy maksymalizuje swój zysk właśnie przy wielkości produkcji równej .
b2

ca 1−

A zatem duopol Cournota znajduje się wówczas w punkcie A1 na rysunku 4.2. Jeśli
teraz na rynek Cournota wchodzi producent drugi, to zastaje on produkcję producenta

pierwszego równą .
b2

ca 1−
 Do produkcji tej dopasowuje się tak, by maksymalizować

swój zysk. Korzysta więc ze swojej linii reakcji RC2. Oznacza to, iż wybiera on wiel-
kość produkcji równą y2

0 na rysunku 4.2. A więc duopol Cournota przesuwa się po
trajektorii (oznaczonej strzałkami) wiodącej z punktu A1 do D1. Punkt D1 ∈ RC2 i nie
należy do RC1. Płynie stąd wniosek, iż struktura produkcji y1

0 i y2
0 leżąca w punkcie

D1 maksymalizuje zysk producenta drugiego, nie maksymalizuje natomiast zysku pro-
ducenta pierwszego. Innymi słowy, z istniejącego stanu rzeczy zadowolony jest produ-
cent drugi, nie jest zaś usatysfakcjonowany producent pierwszy. Dlatego też producent
pierwszy dopasowuje swoją wielkość produkcji do produkcji konkurenta y2

0, tak by
maksymalizować zysk π1. W tym celu wykorzystuje linię reakcji RC1 i wybiera pro-
dukcję równą y1

1. Duopol Cournota przesuwa się więc z punktu D1 do D2. D2 ∈ RC1

C

D2

D1y2
(C)

A1

B1
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y1
(C) y1

0
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y2
0

0 y1
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oraz D2 ∉ RC2. Dlatego też w punkcie D2 producent pierwszy maksymalizuje swój
zysk (gdyż D2 ∈ RC1), natomiast zysk producenta drugiego jest poniżej maksimum (bo
D2 ∉ RC2). Istniejący stan rzeczy zmienia więc producent drugi i duopol Cournota
zmierza w kierunku północno-zachodnim do punktu C. Jeśli duopol ów osiągnie punkt
C, to C ∈ RC1 oraz C ∈ RC2. Oznacza to, że w punkcie C każdy z producentów mak-
symalizuje swój zysk i żaden z nich nie jest zainteresowany zmianą istniejącego stanu
rzeczy. Punkt ten jest zatem punktem równowagi modelu duopolu Cournota (lub
punktem równowagi Cournota).

Gdyby na rynku pojawił się chronologicznie jako pierwszy producent drugi, to du-
opol ten poruszałby się po trajektorii wychodzącej z punktu A2 w kierunku południo-
wo-wschodnim. Wcześniej czy później dotarłby wówczas do punktu C, czego uzasad-
nienie pozostawiamy Czytelnikom.

Ponieważ punkt równowagi Cournota C jest punktem przecięcia linii reakcji RC1

i RC2, zatem w celu jego wyznaczenia należy rozwiązać układ równań złożony z rów-
nań linii reakcji (4.11ab). Układ ów można również zapisać następująco:
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Kolejne wyznaczniki Cramera układu równań (4.14) dane są wzorami:
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skąd wynika, iż podaż producenta pierwszego y1
(C) i drugiego y2

(C) w warunkach rów-
nowagi Cournota opisane są przez następujące związki:
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Z równań (4.15ab) płyną następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Zarówno podaż producenta pierwszego w modelu Cournota y1

(C), jak i podaż
producenta drugiego w warunkach równowagi Cournota zależne są od pojemno-
ści rynku α, siły, z jaką popyt konsumentów reaguje na zmianę ceny (opisanej
przez parametr β), kosztów krańcowych producenta pierwszego c1 oraz kosztów
krańcowych producenta drugiego c2.

• Różniczkując podaż producenta pierwszego y1
(C) i drugiego y2

(C) w równowadze
Cournota względem pojemności rynku α, okazuje się, iż:
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Płyną stąd trzy następujące wnioski. Po pierwsze, wzrost pojemności rynku α
prowadzi do wzrostu zarówno podaży producenta pierwszego y1

(C), jak i podaży
producenta drugiego y1

(C). Po drugie, oddziaływanie α na podaż każdego z pro-
ducentów w duopolu Cournota jest dokładnie takie samo (wniosek ten wynika
stąd, że obaj producenci w równowadze Cournota są partnerami równorzędny-
mi). Po trzecie, wpływ pojemności rynku α na podaż każdego z producentów
w duopolu Cournota jest słabsza niż w warunkach analogicznego modelu czy-
stego monopolu (por. równanie (3.26b) i wnioski zeń płynące, które implikują

m.in., że )
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>=
α∂

∂
.

• Po wyznaczeniu pochodnych cząstkowych y1
(C) oraz y2

(C) względem β dochodzi
się do zależności:
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Wynika stąd, że wspomniane tu pochodne cząstkowe mogą być dodatnie, równe
zeru  lub ujemne. Niemniej jednak jeśli zważy się na fakt, iż duopol Cournota
jest modelem z równorzędnymi partnerami, to należy przyjąć założenie, że

c1 ≈ c2. To zaś oznacza, że zarówno ,0
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cc2y 21
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∂
 jak
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∂
 czyli przy c1 ≈ c2, im silniej konsumenci w duopolu

Cournota reagują na zmianę ceny p, którą ustalają producenci na tym rynku, tym
niższa jest podaż każdego z producentów w równowadze Cournota.

• Ponieważ:
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zatem im wyższe są koszty krańcowe c1 producenta pierwszego, tym niższa jest
podaż przedsiębiorstwa pierwszego i wyższa jest podaż producenta drugiego. Co

więcej, ponieważ ,
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 więc zmiana kosztów krańcowych

pierwszego przedsiębiorstwa dwa razy silniej oddziałuje na jego podaż niż na

podaż przedsiębiorstwa drugiego. Podobnie 0
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co interpretuje się ekonomicznie, analogicznie do pochodnych cząstkowych po-
daży producenta pierwszego i drugiego po kosztach krańcowych producenta
pierwszego.

• Co więcej, gdyby każdy z producentów w duopolu Cournota charakteryzował
się takimi samymi kosztami krańcowymi (a więc c = c1 = c2), to – zgodnie
z równaniami (4.15ab) – podaż obu producentów byłaby równa
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β−α=−β−α==  Oznacza to, że przy takich samych kosz-

tach krańcowych producenci w duopolu Cournota dzieliliby się rynkiem w sto-
sunku 1:1.

Ponadto z równań (4.15ab) wynika, że łączną podaż duopolu Cournota
y(C) = y1

(C) + y2
(C) można zapisać następująco:
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Z równania (4.15c) wynika, co następuje:
• Łączna podaż duopolu Cournota, podobnie jak podaż każdego z producentów na

tym rynku, zależna jest od pojemności rynku α, wrażliwości, z jaką konsumenci
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w duopolu Cournota reagują na zmianę ceny (opisanej przez parametr β), oraz
od kosztów krańcowych c1 i c2 każdego z producentów w analizowanym tu mo-
delu duopolu.

• Po zróżniczkowaniu równania (4.15c) względem pojemności rynku α okazuje

się, że 
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 skąd płynie wniosek, iż jeśli pojem-

ność rynku w duopolu Cournota wzrośnie o ζ jednostek, to podaż owego duo-

polu wzrośnie o ζ
3

2
 jednostek. Oznacza to, że duopol Cournota silniej reaguje

na zmianę pojemności rynku niż czysty monopol o liniowych funkcjach kosztów
całkowitych i popytu, gdyż w takim modelu monopolu, zgodnie z równaniem

(3.26b), .
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• Ponieważ 
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 zatem im silniej kon-

sumenci w duopolu Cournota reagują na zmianę ceny, którą ustalają na rynku
producenci, tym niższa jest łączna podaż tegoż duopolu.

• Pochodne cząstkowe y(C) względem kosztów krańcowych producenta pierwsze-
go c1 i drugiego c2 określone są wzorami:
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Z powyższych zależności płyną dwa następujące wnioski. Po pierwsze, wzrost
kosztów krańcowych każdego z producentów w duopolu Cournota prowadzi do

spadku łącznej podaży owego duopolu. Po drugie, ponieważ ,
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więc koszty krańcowe każdego z producentów w duopolu Cournota w takim
samym stopniu oddziałują na podaż owego duopolu.

• Gdyby obaj producenci w duopolu Cournota charakteryzowali się takimi samy-
mi kosztami krańcowymi c = c1 = c2 > 0, to podaż tegoż duopolu byłaby dana
wzorem:
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Porównując podaż duopolu Cournota (4.15d) z podażą 
2

c
y* β−α=  analogicz-

nego czystego monopolu (por. równanie (3.26b)), okazuje się, iż łączna podaż
duopolu Cournota jest wyższa od podaży monopolu.
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Wstawiając podaż (4.15ab) każdego z producentów w duopolu Cournota do od-
wrotnej funkcji popytu (4.5), można wyznaczyć cenę równowagi Cournota (oznaczaną
dalej przez p(C)) określoną przez związek:
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lub, po uwzględnieniu tego, iż 
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Równanie (4.16) można interpretować ekonomicznie następująco:
• Cena w równowadze Cournota p(C), podobnie jak łączna podaż owego duopolu,

zależna jest od α, β, c1 oraz c2.
• Po policzeniu pochodnej cząstkowej ceny p(C) względem pojemności rynku α

okazuje się, że dana jest ona następującym wzorem:
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 Płyną stąd dwa wnioski. Po pierwsze, im

wyższa jest pojemność rynku, tym wyższa jest cena w równowadze duopolu
Cournota. Po drugie, ponieważ z równania ceny (3.27) w analogicznym modelu

czystego monopolu wynika, iż 0
2
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 (por. punkt 3.2 skryptu), zatem
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 co implikuje, że cena w duopolu Cournota słabiej re-

aguje na zmianę pojemności rynku od ceny w modelu czystego monopolu.
• Różniczkując cenę (4.16) po β, dochodzi się do związku:
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 Oznacza to, iż im silniej konsumenci

w duopolu Cournota reagują na zmianę ceny (a więc im wyższa jest wartość pa-
rametru β), tym niższą cenę ustalają działający na rynku producenci.
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więc jeśli koszty krańcowe producenta pierwszego (drugiego) wzrosną o ζ jed-
nostek, to cena w równowadze Cournota wzrośnie o ζ/3 jednostek.

4.2.2. Równowaga Stackelberga

Alternatywnym, w stosunku do modelu Cournota, jest model duopolu Stackelberga.
W modelu tym przyjmuje się następujące założenia:

1. Każdy z producentów w duopolu Stackelberga charakteryzuje się funkcją kosz-
tów całkowitych opisaną przez równanie (4.1).

2. Konsumenci w duopolu Stackelberga zgłaszają popyt, na dobra lub usługi wy-
twarzane przez konsumentów, opisany przez związek (4.2).

3. Relacje zachodzące pomiędzy łączną wielkością produkcji przedsiębiorstw
w duopolu Stackelberga, a więc y1 + y2, a popytem yd(p) zgłaszanym na analizowanym
rynku opisane są przez zależność (4.3)4.

4. W modelu duopolu Stackelberga, w przeciwieństwie do duopolu Cournota, wy-
stępuje przedsiębiorstwo dominujące oraz przedsiębiorstwo zdominowane. Przedsię-
biorstwo dominujące nazywane będzie w prowadzonych dalej rozważaniach liderem,
przedsiębiorstwo zdominowane zaś – naśladowcą. Co więcej, zakładać będziemy rów-
nież, że naśladowca dostosowuje swoje zachowania do zachowań lidera, lider zaś nie
dostosowuje się bezpośrednio do naśladowcy5. Formalnie można to zapisać następują-
co6:

max
1y1 ⎯→⎯π (4.16a)

w przypadku lidera oraz:

constyy2
1

2
max

=
⎯→⎯π (4.16b)

dla naśladowcy.
Odwrotna funkcja popytu konsumentów, analogicznie jak w modelu duopolu Cour-

nota, dana jest wzorem:

p(y1, y2) = a – b(y1 + y2), (4.17)

                                                          
4 Założenia 1–3 duopolu Stackelberga pokrywają się z analogicznymi założeniami modelu duopolu

Cournota.
5 Faktycznie lider pośrednio dostosowuje się do zachowań naśladowcy. Wynika to stąd, iż podaż naśla-

dowcy, poprzez funkcję reakcji RC2, wpływa na zysk lidera (4.22).
6 Jak się niebawem okaże, wartość funkcji zysku lidera π1, po uwzględnieniu równania linii reakcji na-

śladowcy RC2, zależy jedynie od wielkości produkcji lidera y1 (por. równanie (4.22)).
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gdzie: 0a >
β
α=  oraz .0

1
b >

β
=  Wstawiając odwrotną funkcję popytu (4.7) wraz

z funkcją kosztów całkowitych (4.1) naśladowcy do funkcji zysku π2 = p ⋅ y2 – tc2(y2)
owego producenta w duopolu Stackelberga, otrzymuje się następujący związek:

π2(y2, y1) = (a – c2)y2 – by2
2 – by2y1 – f2 . (4.18)

Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji funkcji zysku naśladowcy (4.18),
zgodnie z założeniem 4 duopolu Stackelberga, przedstawiają się następująco (por. też
równania (4.8ab)):
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(4.19b)

Różniczkując równanie (4.18) względem wielkości produkcji naśladowcy y2 (przy
stałej produkcji lidera y1), okazuje się, iż zachodzą zależności (por. też równania
(4.10ab)):

122
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oraz:

.0b2
y

consty
2
2

2
2

1

<−=
∂
π∂

=

(4.20b)

Ze związku (4.20b) wynika, iż spełniony jest warunek dostateczny (4.19b) maksy-
malizacji funkcji zysku naśladowcy (4.18). Natomiast wstawiając równanie (4.20a) do
warunku koniecznego (4.19a) maksymalizacji zysku owego producenta, otrzymuje się
zależność:

a – c2 – 2by2 – by1 = 0,

a stąd (por. też równanie (4.11b) w duopolu Cournota):

.
2

y

b2

ca
y:RC 12

22 −−= (4.21)

Równanie reakcji naśladowcy można objaśniać na dwa sposoby. Można je bowiem
interpretować zarówno z punktu widzenia naśladowcy (producenta drugiego), jak
i z punktu widzenia lidera (producenta pierwszego). Z punktu widzenia naśladowcy
równanie to wyznacza taką wielkość produkcji naśladowcy y2, która przy danej wiel-
kości produkcji lidera y1 maksymalizuje zysk π2 naśladowcy. Natomiast z punktu wi-
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dzenia lidera równanie reakcji (4.21) wyznacza taką część rynku ,
y

y
d
2  którą przy danej

podaży lidera y1 zabierze liderowi naśladowca.
Ponieważ funkcję zysku lidera π1 = p ⋅ y1 – tc1(y1), przy funkcji kosztu całkowitego

(4.1) oraz odwrotnej funkcji popytu (4.18), można zapisać następująco:

π1(y1, y2) = (a – c1)y1 – by1
2 – by2y1 – f1,

więc stąd i z równania linii reakcji naśladowcy (4.21) wynika, iż funkcja zysku lidera
dana jest wzorem:
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Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku lidera w duopolu Stackel-
berga, zgodnie z założeniem 4 owego modelu, określone są przez zależności:
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Licząc pierwszą i drugą pochodną funkcji zysku (4.22), dochodzi się do następujących
związków:
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Ponieważ b > 0, zatem z równania (4.24b) wynika, iż spełniony jest warunek dosta-
teczny maksymalizacji funkcji zysku lidera w duopolu Stackelberga. Natomiast z za-
leżności (4.23a) oraz (4.24a) wyciągnąć można wniosek, iż podaż y1

(S) producenta-
-lidera w owym duopolu jest rozwiązaniem równania:

0by
2

cc2a
1

21 =−+−

względem y1. Płynie stąd wniosek, że jest ona dana wzorem:
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gdyż 
β
α=a  oraz .

1
b

β
=

Z równania (4.25) wyciągnąć można m.in. następujące wnioski:
• Podaż lidera w duopolu Stackelberga, podobnie jak w przypadku podaży każde-

go z producentów w duopolu Cournota, zależna jest od pojemności analizowa-
nego rynku α, siły, z jaką konsumenci na owym rynku reagują na zmianę ceny
(siłę tę opisuje parametr β), kosztów krańcowych c1 lidera oraz od kosztów
krańcowych c2 naśladowcy.

• Różniczkując podaż y1
(S) po pojemności rynku α, okazuje się, iż zachodzi zwią-

zek: 
( )

.
2
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 Płynie stąd wniosek, iż wzrost pojem-

ności rynku duopolu Stackelberga o ζ jednostek przekłada się na wzrost podaży
lidera na owym rynku o ζ/2 jednostek.

• Ponieważ ,
y

3

1

2

1yy )C(
1

)S(
1

*

α∂
∂

=>=
α∂

∂
=

α∂
∂

 zatem siła oddziaływania pojemności

rynku α na podaż lidera y1
(S) w duopolu Stackelberga jest taka sama jak siła od-

działywania α na podaż y* monopolisty w analogicznym modelu czystego mo-
nopolu i wyższa od siły oddziaływania owej zmiennej na podaż y1

(C) producenta
pierwszego w duopolu Cournota.

• Z tego, że 
( )

,
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cc2y 2121
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 wyciągnąć można trzy na-

stępujące wnioski. Po pierwsze, jeśli ,
2

c
c 2

1 <  to ,0
2

cc2y 21
)S(

1 >−−=
β∂

∂
 i im

silniej konsumenci w duopolu Stackelberga reagują na zmianę ceny, czyli im
wyższą wartość przyjmuje parametr β, tym wyższa jest podaż lidera na analizo-

wanym tu rynku. Po drugie, przy 
2

c
c 2

1 =  pochodna cząstkowa

2

cc2y 21
)S(

1 −−=
β∂

∂
 równa jest zeru, co oznacza, iż wartość parametru β nie

wpływa wówczas na podaż lidera Stackelberga. Po trzecie, gdy 
2

c
c 2

1 > , to

rozważana tu pochodna cząstkowa przyjmuje wartości ujemne, skąd płynie
wniosek, że im silniej konsumenci w duopolu Stackelberga reagują na zmianę
ceny, tym niższa jest podaż lidera na analizowanym rynku.
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• Pochodna cząstkowa podaży lidera Stackelberga po jego kosztach krańcowych

określona jest przez związek: 
( )
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 A więc

im wyższe koszty krańcowe ponosi lider w duopolu Stackelberga, tym niższa

jest jego podaż na rynku. Co więcej, zestawiając β−=
∂
∂

1

)S(
1

c

y
 z analogiczną po-

chodną cząstkową w duopolu Cournota ,
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 Wynika stąd, że w warunkach duopolu Stackelberga

koszty krańcowe lidera silniej oddziałują na jego podaż niż koszty krańcowe
przedsiębiorstwa pierwszego w duopolu Cournota na podaż tegoż przedsiębior-
stwa.
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,

22

cc2

cc

y 21

22

)S(
1 β=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −β−α
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 skąd wynika, co następuje. Po pierwsze,

ponieważ 
2

β
 jest dodatnie, więc również ,0

c

y

2

)S(
1 >

∂
∂

 co oznacza, że wysokim

kosztom krańcowym c2 naśladowcy w duopolu Stackelberga odpowiada wysoka
podaż lidera na owym rynku. Po drugie, z tego, że pochodna cząstkowa

2c

y

2

)S(
1 β=

∂
∂

 jest mniejsza od ,
c

y

1

)S(
1 β=

∂
∂

 płynie wniosek, iż podaż lidera w duo-

polu Stackelberga silniej reaguje na zmianę kosztów krańcowych lidera niż na
zmianę kosztów krańcowych naśladowcy.

Wstawiając podaż lidera (4.25) do równania linii reakcji RC2 naśladowcy (4.21),
uzyskuje się podaż naśladowcy y2

(S) w duopolu Stackelberga daną wzorem:

,
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skąd wynika, iż:
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bo 
β
α=a  oraz .

1
b

β
=

Z równania (4.26) płyną następujące wnioski:
• Podaż naśladowcy y2

(S) w modelu duopolu Stackelberga zależna jest od tych
samych czynników, od których zależna jest podaż lidera y1

(S) w owym modelu.
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• Im wyższa jest pojemność rynku α w tym modelu duopolu, tym wyższa jest po-

daż naśladowcy. Wynika to stąd, że: 
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 Co

więcej, ponieważ ,
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1y )S(
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=<=
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∂
 zatem podaż naśladowcy w rozważa-

nym tu modelu duopolu dwa razy słabiej reaguje na zmianę pojemności rynku
od podaży lidera w owym modelu.

• Różniczkując równanie (4.26) względem parametru β, okazuje się, iż:
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 Z powyższego związku wynika,

że jeśli 12 c
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 jest dodatnia

(ujemna) i im silniej konsumenci w duopolu Stackelberga reagują na zmianę ce-
ny, tym wyższa (niższa) jest podaż naśladowcy w tym duopolu. Natomiast przy

12 c
3

2
c =  wartość parametru β nie wpływa na podaż naśladowcy Stackelberga,

gdyż wówczas .0
y )S(
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• Ponieważ 
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 więc im wyższe są koszty

krańcowe c2 naśladowcy, tym niższa jest jego podaż w warunkach równowagi
Stackelberga.

• Im wyższe są zaś koszty krańcowe c1 lidera w duopolu Stackelberga, tym wyż-
sza jest podaż naśladowcy w owym duopolu. Wynika to stąd, że
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 Co więcej, ponieważ zachodzi zwią-

zek: ,
c

y

2

1

4

3

c

y

1

)S(
2

2

)S(
2

∂
∂

=β>β=
∂
∂

 więc koszty krańcowe naśladowcy silniej od-

działują na podaż tego przedsiębiorstwa od kosztów krańcowych lidera.
Z równań (4.25) i (4.26) wynika, iż gdyby każdy z producentów w duopolu Stackel-

berga ponosił takie same koszty krańcowe (a zatem gdyby c = c1 = c2 > 0), to podaż
lidera byłaby dana wzorem:

,
2

c
y )S(

1
β−α= (4.27a)

podaż naśladowcy zaś określałby związek:

.
4

c
y )S(

2
β−α= (4.27b)
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Z równań (4.27ab) wyciągnąć można m.in. dwa następujące wnioski:
• Podaż lidera w warunkach duopolu Stackelberga jest dwa razy wyższa od poda-

ży naśladowcy. Oznacza to, iż w analizowanych tu warunkach producenci
w duopolu Stackelberga dzielą się rynkiem w stosunku 2:1 (w warunkach duo-
polu Cournota dzielili się w stosunku 1:1).

• Ponieważ ,
4

c
y

3

c
yy

2

c
y )S(

2
)C(

2
)C(

1
)S(

1
β−α=>β−α==>β−α=  zatem przy ta-

kich samych kosztach krańcowych obu producentów podaż lidera w duopolu
Stackelberga jest wyższa od podaży każdego z producentów w duopolu Cour-
nota, natomiast podaż każdego z producentów Cournota jest wyższa od podaży
naśladowcy Stackelberga.

Łączną podaż duopolu Stackelberga y(S) określa równanie:

y(S) = y1
(S) + y2

(S) .

Stąd zaś oraz z równań (4.25) i (4.26) wyciągnąć można wniosek, że wielkość tę opi-
suje związek:

( ) ( ) ( )
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Z zależności (4.28) płyną następujące wnioski:
• Łączna podaż duopolu Stackelberga zależna jest od tych samych czynników, od

których uzależniona jest podaż każdego z producentów w owym modelu duo-
polu.

• Różniczkując zależność (4.28) względem pojemności rynku α, uzyskuje się

związek: 
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 Oznacza to, że (po pierwsze) jeśli

pojemność rynku rośnie o ζ jednostek, to łączna podaż duopolu Stackelberga
rośnie o 3/4ζ jednostek, oraz (po drugie) łączna podaż duopolu Stackelberga sil-
niej reaguje na zmianę pojemności rynku, niż ma to miejsce w warunkach duo-

polu Cournota (gdyż tam )
3
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.

• Ponieważ 
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 zatem im silniej kon-

sumenci w duopolu Stackelberga reagują na zmianę ceny, tym niższa jest łączna
podaż analizowanego tu duopolu.

• Pochodne cząstkowe łącznej podaży duopolu Stackelberga po kosztach krańco-
wych każdego z producentów określają związki:
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 Płyną stąd trzy następujące wnioski.

Po pierwsze, zarówno wzrost kosztów krańcowych lidera c1, jak i wzrost kosz-
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tów krańcowych naśladowcy c2 prowadzi do spadku łącznej podaży duopolu

Stackelberga. Po drugie, ponieważ ,
c

y
42c
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∂

 zatem zmiana

kosztów krańcowych lidera dwa razy silniej oddziałuje na łączną podaż duopolu
Stackelberga od zmiany kosztów krańcowych naśladowcy. Po trzecie wreszcie,

z zależności ⎟
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 wyciągnąć można

wniosek, że siła oddziaływania kosztów krańcowych obu producentów w duo-
polu Cournota na łączną podaż tegoż duopolu znajduje się pomiędzy siłą od-
działywania kosztów krańcowych naśladowcy a siłą wpływu kosztów krańco-
wych lidera na podaż duopolu Stackelberga.

Gdyby zaś producenci w duopolu Stackelberga ponosili takie same koszty krańco-
we (równe c > 0), to podaż tegoż duopolu określałoby równanie:

( ).c
4

3
y )S( β−α= (4.29)

Z równania (4.29) oraz zależności (4.15d) i (3.26b) wynika, iż podaż duopolu Stackel-
berga jest wyższa od podaży duopolu Cournota, ta zaś jest większa od podaży analo-
gicznego czystego monopolu. Oznacza to, iż z punktu widzenia konsumentów najbar-
dziej korzystny (spośród trzech rozważanych w tym akapicie rodzajów rynków) jest
duopol Stackelberga, następnie duopol Cournota, najmniej korzystny zaś jest monopol.

Wstawiając podaż lidera (4.25) i podaż naśladowcy (4.26) w duopolu Stackelberga
do odwrotnej funkcji popytu (4.17), otrzymuje się cenę p(S) w warunkach równowagi
tego modelu postaci:
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lub po uwzględnieniu tego, że 
β
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Z równania (4.30) wyciągnąć można następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Cena równowagi w duopolu Stackelberga p(S) zależna jest, analogicznie jak ma

to miejsce w przypadku duopolu Cournota, od pojemności rynku α, parametru
β, który opisuje wpływ ceny w tym duopolu na wielkość popytu konsumentów,
kosztów krańcowych c1 producenta pierwszego (lidera) oraz c2 producenta dru-
giego (naśladowcy).



180

• Ponieważ ,0
4
1

4

cc2
p 21)S(

>
β

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ++
β
α

α∂
∂=

α∂
∂

 zatem im wyższa jest pojem-

ność rynku Stackelberga, tym wyższą cenę ustalają funkcjonujący nań produ-

cenci. Co więcej, porównując pochodną cząstkową 
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4
1p )S(

 w duopolu

Stackelberga z analogiczną pochodną cząstkową 
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 w warunkach du-

opolu Cournota, okazuje się, iż zachodzi nierówność: ,
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 co ozna-

cza, że pojemność rynku silniej oddziałuje na cenę równowagi Cournota niż na
cenę równowagi Stackelberga.

• Po policzeniu pochodnej cząstkowej p(S) po β okazuje się, iż jest ona opisana

przez związek: .0
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 Płyną stąd dwa nastę-

pujące wnioski. Po pierwsze, im silniej konsumenci w duopolu Stackelberga re-
agują na zmianę ceny (a zatem im wyższa jest wartość parametru β), tym niższą
cenę ustalają producenci w duopolu Stackelberga. Po drugie, zestawiając po-

chodną 
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 zatem cena du-

opolu Cournota silniej reaguje na wrażliwość popytu konsumentów na zmianę
ceny, niż ma to miejsce w warunkach duopolu Stackelberga.
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więc wzrost kosztów krańcowych lidera (naśladowcy) w duopolu Stackelberga
o ζ jednostek przekłada się na wzrost ceny równowagi Stackelberga o ζ/2 (ζ/4)

jednostek. Natomiast stąd, że ,
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 wyciągnąć można wniosek, iż

koszty krańcowe lidera c1 wpływają dwa razy silniej na cenę równowagi Stackel-
berga od kosztów krańcowych naśladowcy c2.
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• Zestawiając pochodne cząstkowe 
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 w duopolu Stackel-

berga z analogicznymi pochodnymi cząstkowymi w równowadze Cournota,
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 co

implikuje, iż koszty krańcowe naśladowcy w duopolu Stackelberga słabiej od-
działują na cenę równowagi duopolu od kosztów krańcowych każdego z produ-
centów w duopolu Cournota, te zaś słabiej od kosztów krańcowych lidera w du-
opolu Stackelberga.

4.2.3. Równowaga Bertranda

Model duopolu Bertranda jest modelem, w którym producenci wytwarzają dobra
lub usługi będące bliskimi substytutami. Dlatego też w modelu tym zakłada się m.in.,
iż na wielkość popytu na produkt pierwszego (drugiego) producenta wpływa nie tylko
cena pierwszego (drugiego) dobra lub usługi, ale również cena drugiego (pierwszego)
dobra lub usługi. Stąd też producenci w duopolu Bertranda, w przeciwieństwie do mo-
deli duopolu Cournota i Stackelberga, konkurują między sobą ceną wytwarzanego
dobra lub usługi.

W modelu duopolu Bertranda czyni się następujące założenia:
1. Producenci charakteryzują się funkcjami kosztów całkowitych postaci:

( ) ,fycytc iiiii
2,1i

+=∀
=

(4.31)

gdzie ci oraz fi, przy czym ci, fi > 0 dla i = 1, 2, interpretuje się tak, jak ma to miejsce
w analizowanych uprzednio modelach duopolu Cournota i Stackelberga.

2. Popyt na produkt wytwarzany przez pierwszego producenta opisany jest przez
funkcję:

y1
d(p1, p2) = α1 – β1p1 + γ1p2 , (4.32a)

gdzie α1, β1, γ1 > 0. Z równania (4.32a) wynika, że popyt na produkt pierwszego pro-
ducenta zależny jest od ceny p1 wytwarzanego przez tego producenta dobra lub usługi
oraz od ceny p2 dobra lub usługi, które wytwarza drugi z producentów w duopolu Ber-
tranda. Parametr α1 jest stałą, która nie ma bezpośredniej interpretacji ekonomicznej.
β1 mierzy zaś siłę wpływu zmiany ceny produktu pierwszego na popyt na produkt

pierwszy, co wynika stąd, iż .
p

y
1

1

d
1 β−=

∂
∂

 Parametr ów można również interpretować

ekonomicznie w ten sposób, że jeśli cena pierwszego dobra lub usługi wzrośnie o ζ
jednostek, to popyt na to dobro lub usługę spadnie o ζβ1 jednostek. Natomiast γ1 mie-
rzy siłę wpływu zmiany ceny drugiego produktu na popyt na pierwszy produkt, gdyż

.
p

y
1

2

d
1 γ=

∂
∂

 Oznacza to, że jeśli cena drugiego dobra lub usługi wzrośnie o ζ jednostek,

to popyt na pierwsze dobro lub usługę wytwarzane w duopolu Bertranda wzrośnie
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o ζγ1 jednostek. Co więcej, ponieważ zazwyczaj popyt na dane dobro lub usługę re-
aguje silniej na zmianę ceny tego dobra lub usługi niż na zmianę ceny dobra lub usługi
doń substytucyjnego, zatem przyjmujemy również dodatkowe założenie, że β1 > γ1.

3. Analogicznie popyt na produkt wytwarzany przez drugie przedsiębiorstwo w du-
opolu Bertranda opisany jest przez związek:

y2
d(p2, p1) = α2 – β2p2 + γ2p1 , (4.32b)

gdzie α2, β2, γ2 > 0 oraz β2 > γ2. Parametry funkcji popytu (4.32b) interpretuje się eko-
nomicznie analogicznie do odpowiednich parametrów funkcji (4.32a).

4. Produkcja yi i-tego producenta (dla i = 1, 2) dopasowuje się do popytu yi
d zgła-

szanego przez konsumentów przy danej strukturze cen (p1; p2). Oznacza to, że:

y1 = y1
d(p1, p2), (4.33a)

y2 = y2
d(p2, p1). (4.33b)

5. Producent pierwszy szuka takiej ceny p1, która przy danej cenie p2 producenta
drugiego maksymalizuje zysk π1 producenta pierwszego. Analogicznie zachowuje się
producent drugi. Założenie to można formalnie zapisać następująco:

constpp1
2

1
max

=
⎯→⎯π (4.34a)

oraz:

constpp2
1

2
max

=
⎯→⎯π (4.34b)

Z równań (4.32ab) oraz (4.33ab) wynika, że spełnione są związki:

y1 = α1 – β1p1 + γ1p2 (4.35a)
i:

y2 = α2 – β2p2 + γ2p1 . (4.35b)

Ponieważ utarg ri i-tego producenta (dla i = 1, 2) jest iloczynem ceny pi oraz produkcji
yi, więc stąd i z równań (4.35ab) wynika, że utarg pierwszego producenta w duopolu
Bertranda opisuje związek:

r1(p1, p2) = p1 ⋅ y1 = p1(α1 – β1p1 + γ1p2) = α1p1 – β1p1
2 + γ1p1p2 , (4.36a)

natomiast utarg producenta drugiego dany jest równaniem:

r2(p2, p1) = p2 ⋅ y2 = p2(α2 – β2p2 + γ2p1) = α2p2 –β2p2
2 + γ2p1p2 . (4.36b)

Wstawiając równania (4.35ab) do funkcji kosztów (4.31), okazuje się, iż funkcje te
można zapisać następująco:

tc1(p1, p2) = c1(α1 – β1p1 + γ1p2) + f1 = α1c1 + f1 – β1c1p1 + γ1c1p2 (4.37a)
oraz:

tc2(p2, p1) = c2(α2 – β2p2 + γ2p1) + f2 = α2c2 + f2 – β2c2p2 + γ2c2p1 . (4.37b)

Ze związków (4.36ab) oraz (4.37ab) wynika zaś, że zysk producentów w duopolu Ber-
tranda opisują następujące funkcje:
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( ) ( ) ( )
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(4.38a)

i (analogicznie):

( ) ( ) ( ) .pcppppcfcp,p 122212
2
222222222122 γ−γ+β−β+α++α−=π (4.38b)

Na mocy założenia 5 modelu duopolu Bertranda warunki konieczny i dostateczny
maksymalizacji funkcji zysku (4.38a) producenta pierwszego w owym duopolu można
zapisać następująco:

0
p

constp1
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2

=
∂
π∂

=
(4.39a)

oraz:
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=

(4.39b)

Licząc pierwszą i drugą pochodną funkcji zysku π1 producenta pierwszego, okazuje
się, iż są one dane wzorami:

( ) ( )( )
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1constp1
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π∂
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(4.40b)

Z zależności (4.40b) wynika, iż spełniony jest warunek dostateczny (4.39b) maksyma-
lizacji zysku π1 pierwszego z producentów w duopolu Bertranda. Natomiast ze związ-
ków (4.39a) i (4.40a) wynika, że cena p1 maksymalizująca zysk owego producenta jest
rozwiązaniem następującego równania:

α1 + β1c1 – 2β1p1 + γ1p2 = 0
lub:

.p
22

c
p:RC 2

1

1

1

111
11 β

γ+
β
β+α= (4.41)

Równanie (4.41) wyznacza linię reakcji producenta pierwszego w duopolu Bertran-
da. Równanie to interpretuje się ekonomicznie w znacznej mierze analogicznie do
równania linii reakcji producenta pierwszego w duopolu Cournota. Pozwala ono bo-
wiem na wyznaczenie takiej ceny p1 produktu wytwarzanego przez producenta pierw-
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szego, która przy danej cenie p2 producenta drugiego maksymalizuje zysk π1 produ-
centa pierwszego.

Z równania linii reakcji (4.41) wynika, że:

,
2

c
p0p

1

111
RC12

1 β
β+α=⇒= (4.42a)
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β
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β
β+α= (4.42b)

Z zależności (4.42ab) płyną dwa następujące wnioski. Po pierwsze, gdyby produ-
cent drugi ustalił zerową cenę na wytwarzane przez siebie dobro lub usługę, to produ-

cent pierwszy maksymalizowałby zysk przy cenie p1 równej .
2

c

1

111

β
β+α

 Po drugie,

linia reakcji RC1 jest dodatnio nachylona, co implikuje, że jeśli producent drugi obniża
(podnosi) swą cenę, to producent pierwszy, by maksymalizować swój zysk π1, również
musi obniżyć (podnieść) cenę wytwarzanego przez siebie dobra lub usługi.

Linia reakcji producenta pierwszego wynikająca z równania (4.41) oraz ze związ-
ków (4.42ab) zilustrowana jest na rysunku 4.3a.

Rys. 4.3a. Linia reakcji RC1 producenta pierwszego w modelu duopolu Bertranda

Rysunek 4.3a interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, że jeśli producent drugi
wyznaczy cenę, na wytwarzane przez siebie dobro lub usługę, wynoszącą p2

0, to pro-
ducent pierwszy, by maksymalizować swój zysk π1, powinien ustalić cenę równą p1

0.
Gdyby zaś producent drugi podniósł (obniżył) cenę p2 do p2

2 (p2
1), to producent pierw-

szy powinien podnieść (obniżyć) cenę wytwarzanego produktu do p1
2 (p1

1).
Warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku naśladowcy można zapisać

następująco:

p1
1 p1

0 p1
2

RC1
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111
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(4.43a)

oraz:
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(4.43b)

Pierwsze dwie pochodne cząstkowe funkcji zysku π2 po cenie p2 dane są wzorami:
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(4.44b)

Z zależności (4.44b) wyciągnąć można wniosek, że spełniony jest warunek dostateczny
maksymalizacji zysku producenta drugiego w modelu duopolu Bertranda. Natomiast
z równania (4.44a) i warunku koniecznego (4.43a) wynika, że zachodzi związek:

α2 + β2c2 – 2β2p2 + γ2p1 = 0,

który implikuje równanie linii reakcji drugiego producenta postaci:
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p:RC 1
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222
22 β
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β
β+α= (4.45)

Równanie linii reakcji (4.45) producenta drugiego w modelu duopolu Bertranda inter-
pretuje się analogicznie do równania linii reakcji (4.41) producenta pierwszego. Ozna-
cza to, iż równanie to wyznacza taką cenę p2 producenta drugiego, która przy danej
cenie p1 producenta pierwszego maksymalizuje zysk π2 producenta drugiego. Z równa-
nia tego wynika również, że:
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Ponieważ związki (4.46ab) są analogiczne do zależności (4.42ab), zatem ich interpre-
tacja ekonomiczna jest analogiczna do interpretacji owych zależności.

Linia reakcji drugiego producenta w duopolu Bertranda wynikająca z równania
(4.45) oraz związków (4.45ab) przedstawiona jest na rysunku 4.3b. Linię reakcji RC2

interpretuje się ekonomicznie, analogicznie do linii reakcji RC1.
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Rys. 4.3b. Linia reakcji RC2 producenta drugiego w modelu duopolu Bertranda

Dochodzenie do równowagi duopolu Bertranda zilustrowane jest na rysunku 4.4.
Jeśli założymy, że duopol Bertranda znajduje się w punkcie D1, to punkt ten należy do
linii reakcji RC1 producenta pierwszego, nie należy zaś do RC2. Oznacza to, iż do za-
proponowanej przez producenta pierwszego ceny p1 (odpowiadającej punktowi D1)
producent drugi dobiera cenę p2, korzystając ze swojej linii reakcji RC2. Wybiera więc
cenę p2 odpowiadającą punktowi D2. W punkcie D2 producent drugi maksymalizuje
swój zysk, gdyż punkt ten należy do jego linii reakcji, producent pierwszy zaś nie mak-
symalizuje zysku, bo D2 ∉ RC1. Dlatego też teraz producent pierwszy zmienia cenę,
wykorzystując swą linię reakcji RC1. Struktura cen w duopolu Bertranda przesuwa się
z punktu D2 do D3 itd.

Rys. 4.4. Linie reakcji RC1 i RC2 oraz dochodzenie do równowagi duopolu Bertranda
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Z prowadzonych tu rozważań wynika więc, że duopol Bertranda zmierza do punktu
przecięcia linii reakcji – punktu B na rysunku 4.4. Gdy duopol ów osiągnie punkt B,
żaden z producentów nie będzie zainteresowany zmianą ceny, gdyż zarówno B ∈ RC1,
jak i B ∈ RC2, co oznacza, że obaj producenci maksymalizują swoje zyski. Dlatego też
punkt B jest punktem równowagi modelu duopolu Bertranda (lub punktem równowagi
Bertranda).

Struktura cen odpowiadająca punktowi równowagi modelu duopolu Bertranda jest,
matematycznie rzecz biorąc, rozwiązaniem układu równań złożonych z równań linii
reakcji (4.41) i (4.45). Układ ten można zapisać następująco:
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lub w postaci macierzowej:
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Kolejne wyznaczniki układu równań (4.47) dane są wzorami:
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(gdyż β1 > γ1 > 0 oraz β2 > γ2 > 0),

( ) ( )22211112
2222

1111
1 cc2

2c

c
W β+αγ+β+αβ=

ββ+α
γ−β+α

=

i:

( ) ( ).cc2
c

c2
W 11122221

2222

1111
2 β+αγ+β+αβ=

β+αγ−
β+αβ

=

Wynika stąd, że strukturę cen producentów w modelu duopolu Bertranda opisują wzo-
ry:
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1 4
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β+αγ+β+αβ== (4.48a)

oraz:

( ) ( )
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p
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111222212)B(
2 γγ−ββ

β+αγ+β+αβ== (4.48b)

Z równań (4.48b) wyciągnąć można następujące wnioski7:

                                                          
7 Wniosków tych nie można odnosić do wniosków płynących z modeli duopolu Cournota i Stackelber-

ga, gdyż we wspomnianych modelach wytwarzane jest jednorodne dobro lub usługa i (co za tym idzie)
producenci ustalają taką samą cenę na swój produkt.
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• Cena każdego z producentów w warunkach równowagi duopolu Bertranda za-
leżna jest od jego kosztów krańcowych, kosztów krańcowych jego konkurenta
oraz od wrażliwości, z jaką popyt konsumentów na produkty wytwarzane w du-
opolu Bertranda reaguje zarówno na cenę danego dobra lub usługi, jak i na cenę
dobra doń substytucyjnego.

• Im wyższe są koszty krańcowe c1 producenta pierwszego w duopolu Bertranda,
tym wyższe są ceny p1

(B) oraz p2
(B), które ustalają obaj producenci w warunkach

równowagi tego modelu. Wynika to stąd, iż zarówno pochodna cząstkowa
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 jak i pochodna
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 przyjmują warto-

ści dodatnie. Co więcej, ponieważ przy β2 > γ2, zachodzi zależność:
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 zatem zmiana kosztów krańco-

wych c1 producenta pierwszego silniej oddziałuje na cenę p1
(B), którą on ustala

na rynku, niż na cenę p2
(B), którą ustala jego konkurent.

• Rozumując analogicznie, okazuje się, że: ,0
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co implikuje, że wzrost kosztów krańcowych c2 drugiego z producentów w duo-
polu Bertranda (po pierwsze) prowadzi do wzrostu cen, które ustalają obaj pro-
ducenci funkcjonujący w owym duopolu, i (po drugie) koszty krańcowe drugie-
go producenta silniej oddziałują na jego cenę (czyli p2

(B)) niż na cenę p1
(B) usta-

laną przez jego konkurenta.
• Ponieważ:
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zatem im silniej popyt na dobro pierwsze reaguje na zmianę ceny dobra pierw-
szego (czyli im wyższą wartość przyjmuje parametr β1), tym niższą cenę ustala
producent pierwszy w duopolu Bertranda. Analogicznie, z tego, że:
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płynie wniosek, iż im silniej konsumenci reagują na zmianę ceny drugiego pro-
duktu, tym niższą cenę ustali producent owego produktu w równowadze Ber-
tranda.

• Różniczkując p1
(B) względem β2, okazuje się, że:
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i (analogicznie):
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Z powyższych zależności płynie wniosek, że im silniej popyt na dobro lub usłu-
gę drugiego (pierwszego) producenta reaguje na zmianę ceny tego dobra lub
usługi, tym niższa jest cena ustalona przez pierwszego (drugiego) producenta
w duopolu Bertranda.
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• Ponieważ:
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oraz (analogicznie):
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zatem im silniej popyt na pierwszy (drugi) produkt wytwarzany w duopolu Bertran-
da reaguje na zmianę ceny produktu drugiego (pierwszego), tym wyższą cenę ustala
na tym rynku producent pierwszy (drugi).
Z równań (4.35ab) wynika, że produkcję producenta pierwszego y1

(B) oraz drugiego
y2

(B) w równowadze Bertranda można zapisać wzorami:

y1
(B) = α1 – β1p1

(B) + γ1p2
(B), (4.49a)

y2
(B) = α2 – β2p2

(B) + γ2p1
(B), (4.49b)

gdzie ceny p1
(B) i p2

(B) opisane są przez równania (4.48ab). Ponieważ ze związków
(4.48ab) wynika m.in., że ceny w równowadze Bertranda są funkcjami kosztów krań-
cowych (c1 i c2) każdego z producentów w tym modelu duopolu, zatem również wiel-
kości produkcji w modelu Bertranda, opisane równaniami (4.49ab), zależne są od
owych kosztów.

Co więcej, różniczkując równanie (4.49a) względem kosztów krańcowych c1 pro-
ducenta pierwszego, okazuje się, że:
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Ponieważ β1 > γ1 > 0 oraz, zgodnie z prowadzonymi uprzednio rozważaniami,
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β  co implikuje, iż pochodna cząstkowa
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c
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 opisana przez równanie (4.50a) przyjmuje wartości ujemne. Płynie stąd wnio-

sek, że (podobnie jak ma to miejsce w modelach duopolu Cournota i Stackelberga) im
wyższe koszty krańcowe ponosi producent pierwszy, tym niższa jest jego podaż
w warunkach równowagi Bertranda.
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Różniczkując zaś związek (4.49a) względem kosztów krańcowych producenta dru-
giego (czyli c2), dochodzi się do zależności:
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Ze związku (4.50c) wynika, że im wyższe są koszty krańcowe c2 drugiego z producentów
w duopolu Bertranda, tym wyższa jest podaż producenta pierwszego. Wniosek ten jest
podobny do odpowiednich wniosków płynących z modeli Cournota i Stackelberga.

Korzystając z zależności (4.49b) oraz rozumując analogicznie jak uprzednio, można
pokazać, że:
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oraz:
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Ponieważ związki (4.51abc) są analogiczne do zależności (4.50abc), zatem ich wypro-
wadzenie oraz interpretację ekonomiczną pozostawiamy Czytelnikom.

4.3. PODSTAWOWE MODELE OLIGOPOLU8

4.3.1. Oligopol Cournota*

W modelu oligopolu Cournota przyjmuje się następujące założenia:
1. Na rynku funkcjonuje skończona liczba n producentów.

                                                          
8 Modele prezentowane w podpunktach 4.3.1–4.3.3 zaczerpnięte są z artykułu Tokarskiego i Kuchar-

skiego (1994).
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2. Koszty całkowite każdego z działających w oligopolu producentów opisane są
przez równania:

( ) ,fycytc 1iiii
n...,,2,1i

+=∀
=

(4.52)

gdzie ci, fi > 0 (dla każdego i = 1, 2, ..., n) to, podobnie jak w przypadku funkcji kosz-
tów całkowitych (4.1), koszty krańcowe (równe przeciętnym kosztom zmiennym) oraz
koszty stałe i-tego producenta.

3. Konsumenci w oligopolu Cournota zgłaszają popyt opisany przez związek (4.2).
4. Łączna wielkość produkcji wszystkich przedsiębiorstw w oligopolu Cournota

(równa )y
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i∑

=
 dopasowuje się do popytu yd(p) zgłaszanego przez konsumentów przy

cenie p. Stąd oraz z równania (4.2) płynie wniosek, że:
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5. Każdy z producentów na analizowanym tu rynku szuka takiej wielkości produk-
cji yi, która przy danej strukturze produkcji pozostałych producentów maksymalizuje
jego zysk πi. Założenie to można formalnie zapisać następująco:
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Z równania (4.53) wynika, iż zachodzi związek:
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gdzie ,0a >
β
α=  natomiast .0

1
b >

β
=  Równanie (4.55) wyznacza odwrotną funkcję

popytu w analizowanym tu modelu oligopolu. Funkcja ta jest rozszerzeniem odwrotnej
funkcji popytu (4.5) z modelu duopolu Cournota. Z odwrotnej funkcji popytu (4.55)
płynie wniosek, że:
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co interpretuje się ekonomicznie w ten sposób, iż jeśli któryś z producentów zwiększy
swą wielkość produkcji yi o ζ jednostek, to wszyscy producenci w oligopolu Cournota
muszą obniżyć cenę p, wytwarzanego dobra lub usługi, o ζb jednostek.
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Zysk πi każdego z producentów w oligopolu Cournota można zapisać następująco:
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Wstawiając do powyższego równania funkcję kosztów (4.52) oraz odwrotną funkcję
popytu (4.55), dochodzi się do funkcji zysku i-tego producenta postaci:
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Ponieważ z zależności (4.54) wynika, że każdy z producentów w oligopolu Cour-
nota szuka takiej wielkości produkcji yi, która przy danej strukturze produkcji y1, y2, ...,
yi–1, yi+1, ..., yn jego konkurentów maksymalizuje zysk πi (dla każdego i = 1, 2, ..., n),
zatem warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zysku i-tego producenta dane
są wzorami:
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Wyznaczając pierwsze dwie pochodne funkcji zysku (4.56), otrzymujemy:
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Z zależności (4.58b) wyciągnąć można wniosek, że spełniony jest warunek dostateczny
(4.57b) maksymalizacji zysku i-tego producenta (dla każdego i = 1, 2, ..., n) w modelu
oligopolu Cournota. Natomiast z równań (4.57a) oraz (4.58a) wynika, iż warunek do-
stateczny maksymalizacji zysku owego producenta można sprowadzić do zależności:

0ybby2ca
n

ij,1j
jii =−−− ∑

≠=

lub:

,ybcaby2
n

ij,1j
jii ∑

≠=
−−=

co prowadzi do równania n – 1 wymiarowej przestrzeni reakcji i-tego producenta po-
staci9:
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Równania przestrzeni reakcji (4.59) w modelu oligopolu Cournota stanowią rozszerze-
nie równań linii reakcji (4.11ab) w duopolu Cournota. Oznacza to, iż wnioski z nich
płynące są analogiczne do wniosków z równań (4.11ab). Dlatego też10:
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skąd wynika, co następuje:
• Gdyby wszyscy konkurenci i-tego producenta w oligopolu Cournota wycofali

się z rynku (a więc ich wielkości produkcji y1, y2, ..., yi–1, yi+1, ..., yn równe by
były zeru), to producent ten maksymalizowałby zysk przy produkcji wynoszącej

b2

ca i−
 (dla każdego i = 1, 2, ..., n).

• Jeśli j-ty producent (dla każdego j ≠ i) w oligopolu Cournota zwiększy swą pro-
dukcję yj o ζ jednostek, to i-ty producent, by maksymalizować zysk πi, musi
ograniczyć produkcję yi o ζ/2 jednostek.

Równania przestrzeni reakcji (4.59) producentów w modelu oligopolu Cournota
można również zapisać jako następujący układ równań (względem wielkości produkcji
y1, y2, ..., yn):

                                                          
9 Równanie (4.59) nazywane jest równaniem n – 1 wymiarowej przestrzeni reakcji lub (po prostu) prze-

strzeni reakcji z tego względu, że (matematycznie rzecz biorąc) wyznacza ono n – 1 wymiarową przestrzeń.
10 Aby związek (4.60a) był interpretowalny ekonomicznie, należy przyjąć dodatkowe założenie, że dla

każdego i = 1, 2, ..., n spełniona jest nierówność: ci < a.
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Rozumując analogicznie, jak w przypadku duopolu Cournota, można postawić tezę, iż
jeśli istnieje punkt równowagi modelu oligopolu Cournota, to jest on rozwiązaniem
układu równań złożonego z równań przestrzeni reakcji producentów. Dlatego też, by
wyznaczyć podaż każdego z producentów w oligopolu Cournota, należy rozwiązać
układ równań (4.61).

Sumując kolejne równania układu równań (4.61), okazuje się, że:
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Ponieważ każde z równań układu równań (4.61) można zapisać następująco:
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więc:

b

ca
yy i

n

1j
ji

n...,,2,1i

−=+∀ ∑
==

lub:

.y
b

ca
y

n

1j
j

i
i

n...,,2,1i
∑
==

−−=∀

Wstawiając do powyższego równania związek (4.62) oraz oznaczając przez yi
(C) podaż

i-tego producenta w równowadze oligopolu Cournota, okazuje się, iż podaż ta dana jest
wzorem:
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gdyż: 0a >
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β
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Z równania (4.63) płyną następujące wnioski (por. też równania (4.15ab) i wnioski,
które one implikują):

• Podaż każdego z producentów w równowadze modelu oligopolu Cournota, po-
dobnie jak ma to miejsce w warunkach równowagi duopolu Cournota, zależna
jest m.in. od pojemności rynku α, wrażliwości, z jaką konsumenci reagują na
zmianę ceny (opisanej przez parametr β), kosztów krańcowych ci i-tego produ-
centa oraz kosztów krańcowych cj każdego z jego konkurentów.

• Ponieważ:
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zatem im wyższa jest pojemność rynku w oligopolu Cournota, tym wyższa jest
podaż każdego z producentów na tym rynku. Co więcej, ponieważ
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 zatem zmiana pojemności rynku α w takim sa-

mym stopniu wpływa na podaż każdego z producentów w modelu oligopolu
Cournota.

• Pochodna yi
(C) względem β dana jest wzorem:
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Z powyższego równania płyną dwa następujące wnioski. Po pierwsze, jeśli

koszty krańcowe i-tego producenta ci są mniejsze (większe) od ,
n

c
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≠=  to po-

chodna cząstkowa 
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∂ )C(
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 jest dodatnia (ujemna), i im silniej konsumenci w oli-

gopolu Cournota reagują na zmianę ceny, tym wyższa (niższa) jest podaż i-tego

producenta w owym oligopolu. Po drugie, jeśli zaś ,
n
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 równa jest zero i wówczas zmiana wartości parametru β nie

wpływa na podaż i-tego producenta w oligopolu Cournota.
• Różniczkując podaż i-tego producenta względem jego kosztów krańcowych ci ,

okazuje się, iż dla każdego i = 1, 2, ..., n zachodzi:
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Z powyższego związku płynie wniosek, że im wyższe są koszty krańcowe i-tego
producenta, tym niższa jest jego podaż w oligopolu Cournota.

• Im wyższe są zaś koszty krańcowe j-tego producenta, tym wyższa jest podaż
i-tego producenta (dla każdego i, j = 1, 2, ..., n przy j ≠ i), co wynika stąd, że:
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 okazuje się, że zmiana kosz-

tów krańcowych ci i-tego producenta n-krotnie silniej wpływa na podaż tegoż
producenta od zmiany kosztów krańcowych cj każdego z jego konkurentów.

Gdyby zaś zdarzyło się tak, że każdy z producentów w oligopolu Cournota charak-
teryzuje się takimi samymi kosztami krańcowymi, to – zgodnie z zależnością (4.63) –
podaż każdego z producentów byłaby dana następującym wzorem:
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gdzie c = c1 = c2 = ... = cn > 0. Ze powyższego związku płynie wniosek, że jeśli wszy-
scy producenci w modelu oligopolu Cournota charakteryzują się takimi samymi kosz-
tami krańcowymi, to podaż każdego z nich jest taka sama.

Oznaczając przez y(C)
(n) łączną podaż analizowanego oligopolu przy n producen-

tach, podaż tę można zapisać następująco:
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Wstawiając do powyższej zależności związek (4.63), okazuje się, że:
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Z równania (4.64) wynika, co następuje:
• Podaż oligopolu Cournota, podobnie jak podaż każdego z producentów w owym

duopolu, zależna jest od pojemności rynku α, siły, z jaką konsumenci w tym
oligopolu reagują na zmianę ceny producentów (czyli β), oraz kosztów krańco-
wych ci (dla każdego i = 1, 2, ..., n) producentów w oligopolu Cournota.
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• Ponieważ:
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zatem im wyższa jest pojemność oligopolu Cournota, tym wyższa jest podaż
owego oligopolu. Co więcej, ponieważ z powyższej zależności wynika, iż:
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więc im większa jest liczba producentów w analizowanym tu oligopolu, tym sil-
niej podaż tegoż oligopolu y(C)

(n) reaguje na zmianę pojemności rynku α.
• Różniczkując podaż y(C)

(n) daną wzorem (4.64) względem β, okazuje się, że:
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Płynie stąd wniosek, że im silniej konsumenci w modelu oligopolu Cournota re-
agują na zmianę ceny wyznaczonej przez producentów, a więc im wyższa jest
wartość parametru β, tym mniejsza jest łączna podaż analizowanego tu oligo-
polu.

• Im wyższe są zaś koszty krańcowe ci (dla każdego i = 1, 2, ..., n) producentów
w rozważanym tu modelu oligopolu, tym mniejsza jest jego podaż. Wynika to
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β=  co implikuje, że im mniejsza jest liczba producentów

w modelu Cournota, tym wyższy jest wpływ kosztów krańcowych każdego
z nich na łączną wielkość produkcji tegoż oligopolu.
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Gdyby zaś wszyscy producenci w oligopolu Cournota mieli taki sam poziom kosz-
tów krańcowych (c = c1 = c2 = ... = cn > 0), to łączna podaż owego oligopolu dana była-
by wzorem:

( ).c
1n

n

1n

cn

y

n

1i)C(
)n( β−α

+
=

+

β−α⋅
=

∑
= (4.65)

Z równania (4.65) wynika, że11:
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(4.66a)

oraz:
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Z zależności (4.66ab) wynika, że przy takich samych kosztach krańcowych każdego
z producentów w oligopolu Cournota:

• im wyższa jest liczba producentów w owym oligopolu, tym wyższa jest jego
podaż

oraz
• jeżeli liczba producentów jest bardzo duża (n → +∞), to podaż oligopolu dąży

od dołu do wielkości równej α – βc > 0.
Ponieważ równanie (4.64) można również zapisać jako:
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11 Zależności (4.66ab) rozważane są przy kosztach krańcowych .c
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α<  Wynika to stąd, że gdyby

koszty te były wyższe od ,
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 to związek (4.65) traciłby sens ekonomiczny.
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Jeśli przez p(C)
(n) oznaczy się cenę równowagi w modelu oligopolu Cournota przy n

producentach, to z odwrotnej funkcji popytu (4.55) wynika, iż cena ta dana jest wzo-
rem:
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Stąd oraz ze związku (4.67) płynie wniosek, iż cenę tę można również zapisać nastę-
pująco:
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Ze związku (4.68) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Cena w równowadze oligopolu Cournota p(C)

(n) uzależniona jest od pojemności
analizowanego rynku α, wrażliwości konsumentów na owym rynku na zmianę
ceny (opisanej przez parametr β) oraz kosztów krańcowych ci każdego z produ-
centów w oligopolu Cournota.

• Różniczkując równanie (4.68) po pojemności rynku α, okazuje się, iż:
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co implikuje, że im większa jest pojemność rozważanego tu rynku, tym wyższą
cenę ustalają funkcjonujący nań producenci.

• Ponieważ:
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zatem im silniej konsumenci w analizowanym oligopolu reagują na zmianę ce-
ny, tym niższą cenę ustalają oni w warunkach równowagi Cournota.

• Co więcej, im wyższe są koszty krańcowe ci każdego z producentów w równo-
wadze oligopolu Cournota, tym wyższą cenę ustalają funkcjonujący tam produ-
cenci. Wynika to stąd, że:
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Gdyby zaś wszyscy producenci w oligopolu Cournota charakteryzowali się takimi
samymi kosztami krańcowym (a więc w sytuacji, w której c = c1 = c2 = ... = cn > 0) cena
p(C)

(n) byłaby dana wzorem:
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Z równania (4.69) wyciągnąć można dwa następujące wnioski:
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zatem dla każdego n = 2, 3, ..., ,pp )C(
)n(
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)1n( <+  co implikuje, że im większa jest

liczba producentów funkcjonujących w oligopolu Cournota, tym niższa cena
kształtuje się w warunkach równowagi owego modelu.

• Licząc granicę przy n → ∞ z ceny p(C)
(n), danej równaniem (4.69), okazuje się,

że:
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skąd wynika, że jeśli liczba producentów w oligopolu Cournota jest bardzo duża
(czyli n → ∞), to cena na owym rynku jest zbieżna z kosztami krańcowymi każ-
dego z producentów na rozważanym tu rynku. Oznacza to również, że wówczas
cena w oligopolu Cournota zbieżna jest z ceną, która ukształtowałaby się w wa-
runkach konkurencji doskonałej (por. rozważania z rozdziału 2 skryptu).

4.3.2. Oligopol Stackelberga*

Model oligopolu Stackelberga stanowi rozszerzenie analizowanego w podpunkcie
4.2.2 skryptu modelu duopolu. W modelu tym czyni się następujące założenia:

1. W oligopolu Stackelberga funkcjonuje n producentów, z których pierwszy jest li-
derem (przedsiębiorstwem dominującym), natomiast kolejnych n – 1 producentów to
naśladowcy (przedsiębiorstwa zdominowane).

2. Koszty całkowite każdego z producentów, podobnie jak ma to miejsce w warun-
kach oligopolu Cournota, opisane są przez równania (4.52).

3. Popyt konsumentów opisany jest równaniem (4.2).

4. Łączna wielkość produkcji oligopolu Stackelberga ∑
=

n

1i
iy  dopasowuje się do po-

pytu yd(p), który zgłaszają konsumenci przy cenie p ustalonej przez producentów.
Zgodnie z równaniem (4.2) oznacza to, że:

( ) ,ppyy d
n

1i
i β−α==∑

=

co, podobnie jak w modelu oligopolu Cournota, prowadzi do odwrotnej funkcji popytu
danej następującym wzorem:

( ) ,ybay
1

y...,,y,yp
n

1i
i

n

1i
in21 ∑∑

==
−=⋅

β
−

β
α= (4.70)
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gdzie 0a >
β
α=  oraz .0

1
b >

β
=  Odwrotną funkcję popytu (4.70) interpretuje się eko-

nomicznie tak samo jak funkcję (4.55) w modelu oligopolu Cournota.
5. Każdy z naśladowców w oligopolu Stackelberga dostosowuje swą wielkość pro-

dukcji yi (dla i = 2, 3, ..., n) zarówno do produkcji lidera y1, jak i do wielkości produk-
cji yj wszystkich innych naśladowców (dla każdego j = 2, 3, ..., n, j ≠ i). Kryterium
owego dostosowania wielkości produkcji yi jest maksymalizacja zysku πi i-tego naśla-
dowcy. Oznacza to, iż:

.max
consty...,,y,y...,,y,yyi

n...,,3,2i n1i1i21
i == +−

⎯→⎯π∀ (4.71)

6. Lider maksymalizuje swój zysk π1, nie dostosowując się do produkcji naśladow-
ców. Płynie stąd wniosek, że:

.max
1y1 ⎯→⎯π (4.72)

Ponieważ zysk πi każdego z producentów w oligopolu Stackelberga można zapisać
wzorem:

( ),ytcyp iiii
n...,,2,1i

−⋅=π∀
=

więc stąd oraz z równań (4.52) i (4.70) wynika, że:
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⎛
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co prowadzi do zależności:

( ) ( ) .fybybyycay...,,y,y i
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ij;1j
ji

2
iiin21i

n...,,2,1i
−−−−=π∀ ∑

≠==
(4.73)

Z zależności (4.71) wyciągnąć można wniosek, że warunki konieczny i dostateczny
maksymalizacji zysku każdego z naśladowców w oligopolu Stackelberga można zapi-
sać następująco:

0
y

consty...,,y,y...,,y,yi
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(4.74a)

oraz:

.0
y

consty...,,y,y...,,y,y
2
i

i
2

n...,,3,2i
n1i1i21

<
∂
π∂∀

=
=

+−

(4.74b)

Pierwsze dwie pochodne funkcji zysku każdego z naśladowców w analizowanym tu
modelu oligopolu, względem ich wielkości produkcji, dane są wzorami:
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oraz:
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Związki (4.75b) implikują, iż spełnione są warunki dostateczne (4.74b) maksymalizacji
zysków każdego z naśladowców w modelu oligopolu Stackelberga. Natomiast z rów-
nań (4.74a) i (4.75a) wynika, że warunki konieczne maksymalizacji zysków owych
producentów dane są wzorami:
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skąd wynika, że:
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(4.76)

Związki (4.76) opisują przestrzenie reakcji każdego z naśladowców w oligopolu Stackel-
berga. Równania te wyznaczają taką wielkość produkcji yi owego naśladowcy, która
przy danej produkcji lidera y1 oraz pozostałych naśladowców yj (dla j = 2, 3, ..., n;
j ≠ i) maksymalizuje zysk πi tegoż naśladowcy.

Układ równań złożony z równań przestrzeni reakcji naśladowców można również
zapisać następująco:
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12 Aby równania (4.76) były interpretowalne ekonomicznie, dla każdego i = 2, 3, ..., n musi być speł-

niona nierówność: ci < a. Uzasadnienie tego pozostawiamy Czytelnikom.
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a stąd:
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(4.77)

Rozwiązując układ równań (4.77) względem wielkości produkcji y2, y3, ..., yn, uzależni
się produkcję każdego z naśladowców w oligopolu Stackelberga od wielkości produk-
cji lidera y1. Dodając do siebie kolejne n – 1 równań układu równań (4.77), dochodzi
się do równania:
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Z równania (4.76) wynika, że:
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czyli:
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Po podstawieniu do powyższego związku zależności (4.78) dochodzi się do równania:
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Sumując wielkości produkcji yi naśladowców w modelu oligopolu Stackelberga,
dane równaniami (4.79), uzyskuje się zależność:
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z której wynika, że:
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Zgodnie z równaniem (4.73) funkcję zysku lidera w oligopolu Stackelberga można
zapisać wzorem:
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a stąd i z równania (4.80) wyciągnąć można wniosek, iż funkcję tę sprowadza się do
funkcji jednej zmiennej postaci:
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Zgodnie ze związkiem (4.72) warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji funkcji
zysku (4.81) lidera w modelu oligopolu Stackelberga sprowadzają się do tego, że:

0
dy

d

1

1 =π
(4.82a)
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oraz:
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Ponieważ:
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zatem zależność (4.83b) gwarantuje, że spełniony jest warunek dostateczny (4.82b)
maksymalizacji zysku lidera w modelu oligopolu Stackelberga. Dlatego też z równań
(4.82a) i (4.83a) wyznaczyć można wielkość produkcji y1 lidera w rozważanym mo-
delu oligopolu, która maksymalizuje jego funkcję zysku π1(y1). Wielkość ta jest roz-
wiązaniem następującego równania:
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Z powyższego równania wynika, że podaż lidera w modelu oligopolu Stackelberga,
oznaczana przez y1

(S), dana jest wzorem:
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gdyż 
β
α=a  i .

1
b

β
=

Z równania (4.84) wyciągnąć można następujące wnioski:
• Podaż lidera w oligopolu Stackelberga zdeterminowana jest przez pojemność

rynku α, siłę, z jaką konsumenci na owym rynku reagują na zmianę ceny (siła ta
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opisana jest przez parametr β), koszty krańcowe c1 lidera oraz koszty krańcowe
ci każdego z naśladowców na analizowanym rynku.

• Ponieważ:
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zatem wzrost pojemności rynku o ζ jednostek prowadzi do wzrostu podaży lide-
ra w oligopolu Stackelberga o ζ/2 jednostek. Porównując zaś policzoną tu po-
chodną cząstkową z analogicznymi pochodnymi cząstkowymi w równowadze

duopolu Stackelberga (gdzie, zgodnie z równaniem (4.25), )
2

1y )S(
1 =
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 oraz oli-

gopolu Cournota 
1n
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, co wynika z równania (4.63)), okazuje się, iż

(po pierwsze) zmiana pojemności rynku w takim samym stopniu wpływa na po-
daż lidera w duopolu, jak i lidera w oligopolu Stackelberga oraz (po drugie)
znacznie silniej wpływa na podaż lidera w oligopolu Stackelberga niż na podaż
producenta pierwszego w oligopolu Cournota.

• Różniczkując równanie (4.84) względem parametru β, uzyskuje się związek:
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Z powyższego równania wynika, co następuje. Po pierwsze, jeśli koszty krań-

cowe c1 lidera w oligopolu Stackelberga są wyższe (niższe) od ,
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 jest ujemna (dodatnia), co implikuje, że im silniej kon-

sumenci w oligopolu Stackelberga reagują na zmianę ceny oferowanej przez
producentów, tym niższa (wyższa) jest podaż lidera w tym oligopolu. Pod dru-

gie, w przypadku, w którym ,
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równa jest zeru i wartość parametru β nie oddziałuje na podaż lidera Stackelber-
ga.
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• Im wyższe są koszty krańcowe lidera w rozważanym tu modelu oligopolu, tym
niższa jest jego podaż w warunkach równowagi Stackelberga. Wynika to stąd,
że:
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• Porównując wpływ kosztów krańcowych c1 lidera na jego podaż w równowadze

modelu oligopolu Stackelberga (opisany przez pochodną )
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 okazuje się, że koszty

krańcowe c1 
2

n
-krotnie (dla n = 2, 3, ...) silniej oddziałują na podaż lidera

w oligopolu Stackelberga w stosunku do duopolu Stackelberga, te zaś niewiele
silniej oddziałują na podaż lidera w duopolu Stackelberga niż na podaż przed-
siębiorstwa pierwszego w warunkach równowagi oligopolu Cournota (gdyż dla

każdego n = 2, 3, ... spełniona jest nierówność .)
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• Co więcej, ponieważ ,
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 zatem im większa liczba producentów

funkcjonuje w oligopolu Stackelberga, tym wyższy jest wpływ kosztów krań-
cowych lidera Stackelberga na jego podaż.

• Różniczkując podaż (4.84) lidera w oligopolu Stackelberga względem kosztów
krańcowych ci i-tego naśladowcy (dla każdego i = 2, 3, ..., n) okazuje się, że:
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Płyną stąd trzy następujące wnioski. Po pierwsze, im wyższe są koszty krańco-
we ci każdego z naśladowców w oligopolu Stackelberga, tym wyższa jest podaż
y1

(S) lidera w równowadze owego oligopolu. Po drugie, koszty krańcowe naśla-
dowcy w duopolu Stackelberga z taką samą siłą oddziałują na podaż lidera
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w tym modelu jak koszty krańcowe każdego z naśladowców w oligopolu Stackel-
berga. Po trzecie, wpływ kosztów krańcowych naśladowców w oligopolu Stac-
kelberga na podaż lidera jest znacznie wyższy od wpływu kosztów krańcowych
każdego z konkurentów producenta pierwszego w oligopolu Cournota na jego

podaż (gdyż dla n = 3, 4, ... .)
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Wstawiając podaż lidera w równowadze Stackelberga, daną równaniem (4.84), do
zależności (4.79), uzyskuje się podaż każdego z naśladowców w równowadze owego
oligopolu daną wzorem:
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Z równania (4.85) płyną następujące wnioski:
• Podaż każdego z naśladowców w modelu oligopolu Stackelberga zależna jest od

pojemności rynku, na którym działają owi naśladowcy (α), siły, z jaką popyt
konsumentów na rynku Stackelberga reaguje na zmianę ceny (czyli od wartości
parametru β), kosztów krańcowych ci i-tego naśladowcy, kosztów krańcowych
c1 lidera w analizowanym tu oligopolu oraz od kosztów krańcowych cj każdego
z pozostałych naśladowców na tym rynku.

• Im wyższa jest pojemność rynku α, tym wyższa jest podaż yi
(S) każdego z naśla-

dowców w rozważanym tu modelu oligopolu. Wynika to stąd, iż:
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Co więcej, ponieważ dla każdego i = 2, 3, ..., n zachodzi związek:
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zatem zmiana pojemności rynku n-krotnie silniej oddziałuje na podaż lidera niż
na podaż każdego z naśladowców w warunkach równowagi modelu oligopolu
Stackelberga.

• Różniczkując yi
(S) względem parametru β, okazuje się, że dla każdego

i = 2, 3, ..., n zachodzi związek:
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Z powyższego równania wynika, że jeśli koszty krańcowe ci i-tego naśladowcy

są wyższe (niższe) od ,
1n2
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≠=  to pochodna cząstkowa 

β∂
∂ )S(

iy
 przyjmuje

wartości ujemne (dodatnie), co implikuje, że wówczas im silniej popyt konsu-
mentów w oligopolu Stackelberga reaguje na zmianę ceny, tym niższa (wyższa)
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jest podaż i-tego naśladowcy. Natomiast przy 
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tu pochodna cząstkowa jest równa zeru i wartość parametru β nie oddziałuje na
yi

(S).
• Ponieważ:
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zatem im wyższe są koszty krańcowe ci i-tego naśladowcy, tym niższa jest jego
podaż.

• Natomiast wysokim kosztom krańcowym c1 lidera w oligopolu Stackelberga
odpowiada wysoka podaż każdego z naśladowców w owym modelu oligopolu.
Wynika to stąd, że:
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• Porównując wartość bezwzględną pochodnej cząstkowej β−=
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 dochodzimy do wniosku, iż dla każdego

n = 2, 3, ... spełniona jest nierówność: ,
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 Oznacza to, iż koszty krańcowe ci i-tego naśladowcy silniej od-

działują na jego podaż od kosztów krańcowych c1 lidera w oligopolu Stackel-
berga.
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• Z tego, że:
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wynika, iż im wyższe są koszty krańcowe j-tego naśladowcy (dla każdego j ≠ i),
tym wyższa jest podaż i-tego naśladowcy w równowadze oligopolu Stackelber-
ga.

• Co więcej, ponieważ ,
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 zatem koszty krańcowe

cj j-tego naśladowcy oddziałują na podaż i-tego naśladowcy słabiej od kosztów
krańcowych c1 lidera, te zaś słabiej od kosztów krańcowych ci i-tego naśladow-
cy.

Gdyby zaś koszty krańcowe wszystkich producentów w modelu oligopolu Stackel-
berga były sobie równe (a więc c = c1 = c2 = ... = cn > 0), to (zgodnie z równaniem
(4.84)) podaż lidera w tym oligopolu dana byłaby wzorem:
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natomiast, na mocy związku (4.85), podaż każdego z naśladowców wyznaczałoby
równanie:
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Z równań (4.86–4.87) wyciągnąć można wniosek, że gdyby w oligopolu Stackelberga

lider miał takie same koszty krańcowe jak każdy z naśladowców oraz ,c
β
α<  to podaż

lidera w owym oligopolu byłaby n-krotnie większa od podaży każdego z naśladowców
w rozważanym tu modelu oligopolu.

Oznaczając przez y(S)
(n) podaż oligopolu Stackelberga przy n producentach, okazuje

się, iż:
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Wstawiając zaś do powyższego równania podaż lidera (4.84) oraz podaż każdego
z naśladowców (4.85), dochodzimy do tego, że podaż oligopolu Stackelberga opisuje
równanie:
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Z równania (4.88) płyną następujące wnioski:
• Łączna podaż oligopolu Stackelberga, podobnie jak podaż lidera i podaż naśla-

dowców w tym modelu, uzależniona jest od pojemności rynku, siły, z jaką popyt
konsumentów reaguje na zmianę ceny, kosztów krańcowych lidera Stackelberga
oraz kosztów krańcowych naśladowców.

• Różniczkując związek (4.88) względem pojemności rynku, okazuje się, iż:
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co oznacza, że im wyższa jest pojemność rynku w oligopolu Stackelberga, tym
wyższa jest łączna podaż owego oligopolu.

• Porównując wartości pochodnej cząstkowej 
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 z wartościami, wy-

nikającej z równania (4.64), pochodnej cząstkowej ,
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że dla każdego n = 2, 3, ... zachodzi związek:
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 Wynika stąd, że pojemność rynku

α silniej oddziałuje na łączną podaż oligopolu Stackelberga y(S)
(n) niż na łączną

podaż oligopolu Cournota y(C)
(n).

• Ponieważ:
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więc im wyższe są koszty krańcowe lidera w oligopolu Stackelberga, tym niższa
jest łączna podaż owego oligopolu.

• Podobnie, z tego, że:
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płynie wniosek, iż im wyższe są koszty krańcowe każdego z naśladowców
w oligopolu Stackelberga, tym wyższa jest łączna podaż tegoż oligopolu.

• Porównując zaś pochodne cząstkowe ,
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 Z powyższych nierówności płyną dwa następujące
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wnioski. Po pierwsze, koszty krańcowe naśladowców w oligopolu Stackelberga
oddziałują słabiej na łączną podaż tego oligopolu niż koszty krańcowe każdego
z producentów w oligopolu Cournota na łączną podaż w równowadze Cournota.
Po drugie, koszty krańcowe ci producentów w oligopolu Cournota wpływają
słabiej na podaż tego oligopolu od kosztów krańcowych lidera w modelu Stackel-
berga na podaż oligopolu Stackelberga.

Gdyby zaś wszyscy producenci w oligopolu Stackelberga charakteryzowali się ta-
kimi samymi kosztami krańcowymi (czyli c = c1 = c2 = ... = cn > 0), to łączna podaż
owego oligopolu – zgodnie z równaniem (4.88) – byłaby dana wzorem:
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Z równania (4.89) wyciągnąć można m.in. dwa następujące wnioski:

• Po pierwsze, ponieważ przy ,c
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)1n( >+  co oznacza, iż im większa jest liczba producentów w oli-

gopolu Stackelberga, tym wyższa jest łączna podaż owego oligopolu.
• Po drugie, licząc granicę (przy n → +∞) z łącznej podaży oligopolu Stackelber-

ga danej równaniem (4.89), okazuje się, że:
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skąd płynie wniosek, iż przy bardzo dużej (dążącej do ∞) liczbie producentów
w oligopolu Stackelberga łączna podaż tego oligopolu równa jest podaży analo-
gicznego oligopolu Cournota (por. równanie (4.66b)).

Oznaczając przez p(S)
(n) cenę równowagi oligopolu Stackelberga przy n producen-

tach (dla każdego n = 2, 3, ...) oraz wykorzystując odwrotną funkcję popytu (4.70)
w analizowanym tu modelu oligopolu, okazuje się, iż cenę tę można zapisać wzorem:
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Stąd zaś oraz z równania (4.88) wynika, iż cenę p(S)
(n) opisuje równanie:
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Z równania (4.90) wyciągnąć można następujące wnioski natury ekonomicznej:
• Cena równowagi w modelu oligopolu Stackelberga zależna jest od pojemności

rynku (α), wrażliwości, z jaką popyt konsumentów reaguje na zmianę ceny (opi-
sanej przez parametr β), kosztów krańcowych c1 lidera Stackelberga oraz kosz-
tów krańcowych ci każdego z naśladowców w rozważanym tu modelu oligopo-
lu.

• Ponieważ:

,0
n2

1

n2

ccn
p

n

2i
i1)S(

)n( >
β

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+⋅+

β
α

α∂
∂=

α∂

∂ ∑
=

więc im wyższa jest pojemność oligopolu Stackelberga, tym wyższą cenę usta-
lają funkcjonujący tam producenci.

• Różniczkując cenę (4.90) względem parametru β, okazuje się, że:
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co implikuje, iż im silniej konsumenci w oligopolu reagują na zmianę ceny
(ustalanej przez producentów), tym niższą cenę wyznaczą funkcjonujący tam
producenci.

• Wzrostowi kosztów krańcowych c1 lidera w analizowanym tu modelu oligopolu
o ζ jednostek powoduje wzrost ceny p(S)

(n) o ζ/2 jednostek. Wynika to stąd, że:
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• Natomiast z tego, iż:
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płynie wniosek, iż jeśli koszty krańcowe i-tego naśladowcy (dla każdego
i = 2, 3, ..., n) wzrosną o ζ jednostek, to cena w równowadze modelu oligopolu

Stackelberga wzrośnie o 
n2

ζ
 jednostek.

• Dwa powyższe wnioski implikują również, że zmiana kosztów krańcowych lide-
ra z oligopolu Stackelberga n-krotnie silniej oddziałuje na cenę równowagi
w owym modelu od zmiany kosztów krańcowych naśladowcy.

Natomiast w przypadku, w którym wszyscy producenci w oligopolu Stackelberga
charakteryzowaliby się takimi samymi kosztami krańcowymi (c = c1 = c2 = ... = cn > 0),
cena równowagi w tym modelu byłaby dana wzorem:
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Z równania (4.91) wynika, co następuje:
• Ponieważ dla każdego n = 2, 3, ... zachodzi:
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)1n( <+  To zaś prowadzi do wniosku, że im większa jest liczba pro-

ducentów w oligopolu Stackelberga, tym niższą cenę ustalają oni na analizowa-
nym tu rynku.

• Licząc granicę przy n → ∞ z ceny (4.91), okazuje się, iż:

( )
,c

n2

1
1limc

n2

1n2
limc

n

1
lim

2n2

c1n2
limplim

nnnn

)S(
)n(

n
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅=+⋅+⋅
β
α=

++
β
α

=
∞→∞→∞→∞→∞→

skąd płynie wniosek, że przy bardzo dużej liczbie producentów w oligopolu
Stackelberga (podobnie jak ma to miejsce w warunkach równowagi analogicz-
nego oligopolu Cournota) cena równowagi owego oligopolu zbieżna jest do
kosztów krańcowych, a więc do ceny, która ukształtowałaby się w warunkach
konkurencji doskonałej (por. rozważania prowadzone w rozdziale 2 skryptu).

4.3.3. Oligopol Bertranda*

Rozszerzeniem modelu duopolu Bertranda, analizowanego z podpunkcie 4.2.3
skryptu, jest model oligopolu Bertranda. W modelu tym przyjmuje się następujące
założenia:

1. Na rynku funkcjonuje skończona liczba n producentów, którzy wytwarzają bli-
skie substytuty.

2. Popyt konsumentów, na każdy z wytwarzanych w oligopolu Bertranda substytu-
tów, opisany jest przez funkcję popytu daną wzorem13:

( ) ( ) ,pyp...,,p,pyy d
in21

d
i

d
i

n...,,2,1i
==∀

=
(4.92)

gdzie p1, p2, ..., pn > 0 to (odpowiednio) cena dobra pierwszego, drugiego, ..., n-tego,
natomiast p = [p1, p2, ..., pn] jest wektorem cen produktów w modelu oligopolu Ber-
tranda. Ponadto zakłada się, iż:

                                                          
13 O funkcjach popytu (4.92) postaci ( )n21

d
i

d
i p...,,p,pyy = , dla każdego i = 1, 2, ..., n, implicite zakła-

da się, iż są odpowiednią ilość razy różniczkowalne względem p1, p2, ..., pn > 0.
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oraz:
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(4.93b)

Z nierówności (4.93ab) płyną dwa następujące wnioski natury ekonomicznej. Po
pierwsze, jeśli rośnie cena pi i-tego produktu, to spada popyt yi

d na ów produkt. Po
drugie, w przypadku, w którym rośnie cena pj j-tego produktu (substytucyjnego w sto-
sunku do i-tego produktu), popyt na i-ty produkt rośnie.

3. Produkcja yi i-tego dobra lub usługi (wytwarzanego przez i-te przedsiębiorstwo
w modelu oligopolu Bertranda) dopasowuje się do popytu konsumentów yi

d na owo
dobro lub usługę. Oznacza to, że:
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ii

n...,,2,1i
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=
(4.94)

4. Koszty całkowite każdego z działających w oligopolu Bertranda producentów
opisane są przez funkcje:
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(4.95)

gdzie ( ) 0
dy
tcd

ymc
i

i
ii >≡  to koszty krańcowe i-tego producenta (dla każdego

i = 1, 2, ..., n).
5. Każdy z producentów w oligopolu Bertranda, który podobnie jak duopol Ber-

tranda jest modelem równorzędnych partnerów, szuka takiej ceny pi, która przy danej
strukturze cen konkurentów p1, p2, ..., pi–1, pi+1, ..., pn > 0 maksymalizuje zysk πi owego
producenta. Założenie to można formalnie zapisać następująco:
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Z równań (4.92) i (4.94) płynie wniosek, że:
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Równania (4.97) wyznaczają odwrotne funkcje popytu na produkty każdego z przed-
siębiorstw w oligopolu Bertranda. Funkcje te interpretuje się ekonomicznie, analogicz-
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nie do odwrotnych funkcji popytu rozważanych uprzednio. Natomiast zależności (4.97)
i (4.98ab) prowadzą do trzech następujących wniosków:

• Po pierwsze, produkcja yi każdego z przedsiębiorstw w oligopolu Bertranda za-
leżna jest od struktury ceny (opisanej przez wektor p), która kształtuje się na
analizowanym tu rynku.

• Po drugie, jeśli cena pi i-tego produktu, wytwarzanego w oligopolu Bertranda,
rośnie, to wielkość produkcji yi tegoż dobra lub usługi powinna spadać.

• Po trzecie, wzrost ceny pj j-tego produktu (dla każdego j ≠ i) prowadzi do
wzrostu popytu na i-ty produkt oraz wzrostu wielkości produkcji tegoż dobra
lub usługi.

Zysk πi i-tego producenta w modelu oligopolu Bertranda można zapisać następują-
co:

,tcyp iiii
n...,,2,1i

−⋅=π∀
=

a stąd oraz z równań (4.95) i (4.97) wynika, iż funkcje zysku każdego z producentów
w owym modelu oligopolu dane są wzorami:
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(4.99)

Z równania (4.99) płynie wniosek, iż zysk każdego z producentów w modelu oligopolu
Bertranda zależny jest od struktury cen, która kształtuje się na owym rynku, opisanej
przez wektor [ ]n21 pppp �= .

Ze związku (4.96) wynika, że warunki konieczny i dostateczny maksymalizacji zy-
sku każdego z producentów w oligopolu Bertranda można zapisać następująco:
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Licząc pierwsze dwie pochodne cząstkowe funkcji zysku (4.99), okazuje się, iż opi-
sują je następujące równania:

( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ,
p

y
pymc

p

y
ppy

p

y

dy

tcd

p

y
ppy

pytcpyp
pp

i

i
ii

i

i
ii

i

i

i

i

i

i
ii

iiii
iconstp...,,p,p...,,p,pi

i

n...,,2,1i
n1i1i21

∂
∂⋅−

∂
∂+=

∂
∂⋅−

∂
∂+=

=−⋅
∂
∂=

∂
π∂∀

==
+− (4.101a)

gdyż ( ) ,
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i
ii ≡  oraz:
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(4.101b)

Z zależności (4.100b) i (4.101b) wynika, że warunki dostateczne maksymalizacji funk-
cji zysku każdego z producentów w modelu oligopolu Bertranda spełnione będą wtedy
i tylko wtedy, gdy spełnione będą nierówności14:
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Z równań (4.100a) i (4.101a) wynika, że jeśli spełnione będą nierówności (4.102),
to producenci w oligopolu Bertranda będą maksymalizowali zysk wówczas, gdy za-
chodzić będą równania:
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∂+=φ  (dla każdego i = 1, 2, ..., n) to pewne

funkcje pomocnicze, które będą użyteczne przy definiowaniu jakobianu J układu rów-
nań (4.103). Wektor cen p(B), który rozwiązuje układ równań (4.103), wyznacza taką
strukturę cen p1

(B), p2
(B), ..., pn

(B), która maksymalizuje zysk każdego z producentów
w modelu oligopolu Bertranda. Aby układ równań (4.103) miał rozwiązanie, jakobian J
dany wzorem:
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musi być różny od zera.

                                                          
14 Nierówności (4.102) nie mają bezpośredniej interpretacji ekonomicznej.
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Jeśli spełnione będą nierówności (4.102) oraz jakobian (4.104) będzie różny od ze-
ra, to – jak już wspomniano – rozwiązanie układu równań (4.103) wyznaczać będzie
strukturę cen w równowadze oligopolu Bertranda. Przekształcając każde z równań
układu (4.103), okazuje się, że:
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bądź, po podstawieniu 
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∂≡ε  (dla każdego i = 1, 2, ..., n, gdzie εi

(n) to ela-

styczność cenowa popytu na produkty i-tego producenta w oligopolu Bertranda przy n
producentach na owym rynku):
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co z kolei prowadzi do równania15:
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(4.105)

gdzie pi
(B) jest ceną i-tego producenta w warunkach równowagi Bertranda. Z równania

(4.105) wyciągnąć można wniosek, iż przy εi
(n) < –1 cena pi

(B) zależna jest, podobnie
jak ma to miejsce w modelach monopolu analizowanych w rozdziale 3 skryptu, od
elastyczności cenowej popytu εi

(n) na dobro lub usługę wytwarzane przez i-tego produ-
centa oraz od kosztów krańcowych mci owego producenta. Co więcej, ponieważ:

                                                          
15 Aby równania (4.105) były interpretowalne ekonomicznie, dla każdego i = 1, 2, ..., n muszą być speł-

nione nierówności: εi
(n) < –1. Uzasadnienie tego, przez analogię do rozważań prowadzonych w rozdziale 3

skryptu, pozostawiamy Czytelnikom.
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zatem im wyższe są koszty krańcowe mci i-tego producenta w równowadze Bertranda
lub elastyczność cenowa popytu εi

(n) na produkty owego producenta, tym wyższa jest
cena, którą producent ten ustala na rynku Bertranda.

Załóżmy też, że:
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Z zależności (4.106ab) wynika, iż przyjmujemy dwa dodatkowe założenia dotyczące
funkcjonowania oligopolu Bertranda. Po pierwsze, ze związku (4.106a) płynie wnio-
sek, że zakładamy, iż im większa jest liczba producentów w owym oligopolu, tym
silniej konsumenci reagują na zmianę ceny i-tego dobra lub usługi (gdyż wówczas,

zgodnie z nierównością (4.106a), ))1n(
i

)n(
i

+ε<ε . Po drugie, przyjmujemy również, że

jeśli liczba przedsiębiorstw w oligopolu Bertranda jest bardzo duża (n → ∞), to popyt
na każdy z wytwarzanych tam substytutów bardzo silnie reaguje na zmianę ceny (bo
dla każdego i = 1, 2, ..., n: εi

(n) → –∞).
Jeśli zaś spełnione są związki (4.106ab), to:
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Ze związków (4.107ab) oraz równania (4.105) można wyciągnąć dwa następujące
wnioski:

• Im większa jest liczba producentów w oligopolu Bertranda, tym niższą cenę na
wytwarzane przez siebie dobro lub usługę wyznacza każdy z funkcjonujących
tam producentów.

• Jeśli liczba producentów w modelu oligopolu Bertranda jest bardzo duża
(n→∞), to każdy z tych producentów, podobnie jak ma to miejsce w modelach
oligopolu Cournota i Stackelberga, ustala cenę zbieżną z jego kosztami krańco-
wymi mci. Oznacza to również, iż przy n→∞ równowaga modelu oligopolu
Bertranda zbieżna jest z równowagą rozważanej w rozdziale 2 skryptu konku-
rencji doskonałej.

4.4. PODSUMOWANIE

Prowadzone w rozdziale 4 skryptu analizy można podsumować następująco:
I. Modele duopolu i oligopolu można podzielić na modele konkurencji ilościowej

oraz modele konkurencji cenowej. W modelach konkurencji ilościowej zakłada
się, iż funkcjonujący tam producenci wytwarzają dokładnie takie samo dobro lub
usługę i, tym samym, nie mogą konkurować między sobą ceną realizowanego
produktu, a jedynie wielkością produkcji tegoż dobra lub usługi. Natomiast
w modelach konkurencji cenowej przyjmuje się założenie, że konkurenci wy-
twarzają produkty będące bliskimi substytutami, co implikuje, że konkurencja
między tymi producentami ma w głównej mierze charakter konkurencji cenowej,
a nie ilościowej.

II. Do modeli konkurencji ilościowej zalicza się modele duopolu i oligopolu Cour-
nota oraz Stackelberga. Natomiast modelami konkurencji cenowej są modele
duopolu i oligopolu Bertranda.

III. O ile modele typu Cournota są modelami równorzędnych partnerów, o tyle mo-
dele Stackelberga są modelami z przedsiębiorstwem dominującym (nazywanym
liderem) oraz z przedsiębiorstwem (lub przedsiębiorstwami) zdominowanymi
(nazywanymi naśladowcą lub naśladowcami).

IV. Zarówno w modelach Cournota, jak i Stackelberga wielkości produkcji każdego
z przedsiębiorstw w warunkach równowagi owych modeli zależne są od pojem-
ności analizowanych rynków, siły, z jaką popyt konsumentów reaguje na zmianę
ceny, oraz kosztów krańcowych funkcjonujących na nich producentów. Te same
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czynniki determinują również ceny w równowadze modeli Cournota i Stackel-
berga.

V. Im wyższa jest pojemność rynku w modelach Cournota i Stackelberga, tym wyż-
sza jest wielkość produkcji wszystkich funkcjonujących tam producentów. Im
wyższe są zaś koszty krańcowe każdego z występujących w modelach Cournota
i Stackelberga przedsiębiorstw, tym niższa jest ich podaż oraz wyższa jest podaż
każdego z ich konkurentów. Natomiast oddziaływanie siły, z jaką popyt konsu-
mentów w owych modelach duopolu i oligopolu reaguje na zmianę ceny, na po-
daż każdego z producentów zależne jest od relacji zachodzących pomiędzy
kosztami krańcowymi analizowanych producentów.

VI. Ceny w równowadze Cournota i Stackelberga są tym wyższe, im wyższa jest
pojemność analizowanych rynków oraz im wyższe są koszty krańcowe każdego
z występujących na rynkach producentów. Natomiast im silniej popyt konsu-
mentów na rynku Cournota lub Stackelberga reaguje na zmianę ceny, tym niższa
jest cena równowagi owych modeli oligopolu.

VII. O ile w modelach duopolu i oligopolu Cournota producenci dzielą się rynkiem
proporcjonalnie do ich kosztów krańcowych, o tyle w duopolu i oligopolu
Stackelberga udział w rynku lidera jest znacznie wyższy od tego, który wynikał-
by z relacji jego kosztów krańcowych w stosunku do kosztów krańcowych na-
śladowców.

VIII. Rozważając równowagę oligopolu typu Cournota i Stackelberga przy bardzo
dużej (zbieżnej do nieskończoności) liczbie producentów, okazuje się, że rów-
nowagi Cournota i Stackelberga zbieżne są z równowagą konkurencji doskona-
łej. Wynika to stąd, iż wówczas cena w tych modelach oligopolu zbieżna jest
z kosztami krańcowymi producentów.

IX. Z modelu duopolu Bertranda wynika m.in., że im wyższe są koszty krańcowe
każdego z producentów w owym duopolu, tym wyższe są ceny wytwarzanych
tam dóbr lub usług. Co więcej, wysokie koszty krańcowe i (idące w ślad za nimi)
wysokie ceny produktów implikują niski popyt konsumentów i niską podaż
funkcjonujących w modelu duopolu Bertranda producentów.

X. Natomiast z modelu oligopolu Bertranda wyciągnąć można wniosek, iż ceny
każdego z producentów w równowadze owego modelu zależne są (podobnie jak
ma to miejsce w analizowanych w rozdziale 3 skryptu modelach monopolu) od
elastyczności cenowych popytu oraz kosztów krańcowych funkcjonujących tam
producentów. Im wyższe są owe elastyczności cenowe popytu lub koszty krań-
cowe producentów, tym wyższe są ceny ustalane przez producentów.

XI. Jeśli zaś liczba producentów w oligopolu Bertranda jest bardzo duża (zbieżna do
nieskończoności), to ceny każdego z producentów zbieżne są do kosztów krań-
cowych tych producentów. Oznacza to, że również równowaga modelu oligo-
polu Bertranda (przy n → ∞) zbieżna jest z równowagą konkurencji doskonałej.
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