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Wprowadzenie

Praca przedstawia koncepcje hierarchicznego klasyfikatora HCOC (ang. Hierar-
chical Classifier with Overlapping Clusters) zbudowanego przy uzyciu nowego pa-
radygmatu automatycznego podziatu na podproblemy. Wykorzystuje on przybli-
zong klasyfikacje przez juz utworzony klasyfikator bazowy w wezle, implemen-
towany przez prosty klasyfikator, dla podziatu zadania na podproblemy. Praca
przedstawia zalozenia teoretyczne proponowanego modelu, jego definicje, opis
podstawowych zagadnien zwigzanych z budowa. W kolejnych rozdziatach zawar-
te sg propozycje zastosowanych algorytméw wraz z uzasadnieniem teoretycznym
i doswiadczeniami wykazujgcymi ich przydatnosé i poprawnosé. Przedstawio-
ne sg teoretyczne uzasadnienia poprawnosci modelu pokazujace jego zbieznos¢
i przewage nad modelami monolitycznymi.

Czeé¢ z zawartego materiatu ukazata si¢ wezeséniej w czasopismach informa-
tycznych o zasiegu miedzynarodowym, czeé¢ prezentowana byla na konferen-
cjach i opublikowana w zwiazanych z nimi wydawnictwach.

Praca jest czgSciowo finansowana przez grant Narodowego Centrum Nauki,
nr NCN 6458 /T02/2011/40.






Wstep

Jednym z podstawowych probleméw w nauczaniu maszynowym (ang. Machine
Learning, ML) jest problem klasyfikacji. Zadanie polega na przypisaniu podanego
za pomocg wektora atrybutow obiektu do jednej ze zdefiniowanych wczesniej klas.
Wektor atrybutéw ma zwykle skoriczong, ustalong z gory, stala dtugosc; liczba
klas jest takze skoriczona i ustalona.

W ramach ML zaproponowanych zostalo wiele algorytmoéw, ktére rozwigzu-
ja ten problem przez nauczanie nadzorowane, polegajace na przedstawieniu staty-
stycznemu algorytmowi uczgcemu wielu przykladéw z przypisang prawidiowa kla-
sg. Nauczanie tworzy model, ktéry, z pewng dokladnoscig, potrafi rozpoznawac
przyklady przedstawione wczesniej w trakcie nauczania oraz rozpoznawac czes$é
z tych, ktére nie zostaly wczeéniej pokazane. Oczywiécie mozliwe jest skonstru-
owanie takiego algorytmu, ktéry (chociazby przez zapamiegtanie wszystkich przy-
ktadéw w tabeli) bedzie poprawnie rozpoznawaé wszystkie przyktady przedsta-
wione w procesie nauczania. Pocigga to jednak za sobg stabsze rozpoznawanie
przykladéw nieprzedstawionych, czyli stabsza generalizacje.

Celem ML jest znalezienie algorytmu (albo rodziny algorytmoéw), ktéry bedzie
osiggal wysoki stopieni generalizacji (tzn. bedq prawidlowo rozpoznawa¢ przykia-
dy, ktére nie byly uwzglednione w zbiorze uczacym). Istotne jest, aby znaleziony
algorytm byt jednoczesnie stosunkowo prosty w uzyciu, nie wymagat dodatko-
wej wiedzy eksperckiej, dlugiego czasu préb przy wyszukiwaniu suboptymalne-
go modelu, byl maksymalnie prosty itd. Istnieje wiele podejs¢, takich jak systemy
ekspertowe, klasyfikatory Bayesowskie, r6zne zastosowania logiki rozmytej, drze-
wa decyzyjne, algorytmy typu EM, sieci neuronowe i inne. Z ich pomoca mozliwe
jest budowanie podstawowych monolitycznych modeli, tzn. opartych na jednym
podejsciu, w odréznieniu od modeli hybrydowych taczacych kilka réznych podejsé
do utworzenia jednego modelu.

Jednym z podstawowych problemoéw jest to, ze znalezienie optymalnego, a ra-
czej najlepszego mozliwego do znalezienia, modelu jest zwykle bardzo czaso-
chtonne, wymaga wiedzy specjalistycznej, zalezy od reprezentatywnosci dostep-
nego zbioru uczacego. Czesto tez, aby osiggnaé wystarczajaco duzg skutecznosé,
szukany model wymaga bardzo wielu parametréw, co wigze si¢ ze stabym pozio-
mem generalizacji.



2 WSTEP

Alternatywnym podejSciem jest tworzenie rozwigzan ztozonych z wielu pro-
stych modeli o niskiej skutecznosci, jednak tatwych do zbudowania, ktérych kon-
cowe klasyfikacje sa taczone. Moze to polega¢ na podziale zbioru uczacego na
szereg podprzestrzeni tworzacych podproblemy. Takimi podejéciami s, miedzy
innymi, bagging, mixture of experts, usrednianie, stacking, bumping iinne (Hastie et al.,
2001; Bishop, 2006). Wazna ich cecha jest préba podejscia do czeSciowego rozwig-
zania problemu bias—variance.

Indywidualne modele mogg by¢ budowane niezaleznie (poprzez podziat prze-
strzeni wejsciowej) albo sekwencyjnie. Sekwencyjne podejcie jest szczegdlnie wy-
dajne, jesli k + 1 model uwzglednia wyniki dziatania i skutecznoé¢ poprzednie-
go, k-tego modelu, a stad, posrednio, wszystkich innych wczesniej zbudowanych.
Budowany model skupia si¢ na rozwigzaniu dla tych elementéw przestrzeni pro-
blemu, ktére wczeéniej okazaly sie trudne do rozwigzania. Takie podejscie lezy
u podstaw boostingu, w ktérym budowana jest sekwencja stabych, bardzo prostych,
modeli. Ich odpowiednie ztoZenie okazuje si¢ juz modelem silnym. Schapire wy-
kazat réwnowaznoé¢ takiego stabego nauczania z nauczaniem silnym (Schapire,
1990). Z modelu Schapire’a pochodzi, miedzy innymi, model AdaBoost.

Modele typu AdaBoost (od ang. Adaptive Boosting) dziela wejéciowa przestrzen
atrybutéw. Robig to w sposéb migkki przez ustanowienie rozktadu prawdopo-
dobieristwa losowania przykltadéw w trakcie nauczania. Dzieki temu niektére
z modeli skfadowych uwzgledniaja w wigkszym stopniu pewne czesci przestrze-
ni wejéciowej (przestrzeni problemu), inne skupiaja si¢ na czeéciach, dla ktérych te
pierwsze dajg stabsze wyniki. Oznacza to podzial przestrzeni wejsciowej problemu.
Takie podejscie pozwala na sukcesywne poprawianie rozwigzania (koricowej hipo-
tezy) poprzez dodawanie nowych, prostych, klasyfikatoréw i odpowiednie usred-
nianie wyniku.

W tej pracy proponowany jest model, w ktérym dzielona jest nie przestrzen
wejSciowa, lecz przestrzeri wyjsciowa klas. Podziat polega na wyrdznieniu grup
klas, ktére w naturalny sposob tworza podproblemy, a nastepnie rozwigzywanie
tych podproblemoéw z osobna. Podejscie to bierze swéj poczatek z obserwacji, ze
dla zbioru uczgcego, w ktérym przyktady réznych klas nie sg zréwnowazone,
proste (stabe) klasyfikatory wykazuja naturalng sktonnosé¢ do grupowania wyni-
kéw wokot klas przewazajacych w zbiorze (Podolak, 2008; Podolak, Roman, 2012).
Wynika to z faktu, ze niektére klasy sg bardziej do siebie podobne, a stad mode-
le generujg podobne wzorce aktywagji. Stad rozréznienie, a wigc i prawidiowa
klasyfikacja, przykltadéw z klas podobnych do siebie bedzie trudniejsza niz kla-
syfikacja przykladéw z klas réznigcych sie.

Poza klasyfikacjg, mozliwe jest takze zastosowanie podejscia HCOC w pro-
blemach aproksymacji, co zostato pokazane w pracy (Brodowski, Podolak, 2011).
W tej pracy skupimy sie jednak nad samym aspektem klasyfikacji.



WSTEP 3

Klasyfikator hierarchiczny HCOC

Celem zaproponowanego modelu Hierarchicznego Klasyfikatora z Nakfadajgcy-
mi sie Grupami Klas (ang. Hierarchical Classifier with Overlapping Clusters, HCOC)
jest wladnie te, wspomniane wyzej, zaleznosci wykorzystaé¢. HCOC ma strukture
drzewa stabych klasyfikatoréw, z ktérych kazdy stara sie rozwigza¢ problem na
swoim poziomie, i albo podaje koficowy wynik, albo tez wskazuje na mozliwos¢
podziatu aktualnego problemu na podproblemy. Kazdy podproblem skfada si¢
z podzbioru klas problemu nadrzednego, przy czym rézne podproblemy jedne-
go problemu nie musza by¢ roztaczne. Jest to cecha wyrézniajgca zaproponowane
tu podejécie HCOC.

Klasyfikowany wektor atrybutéw jest przedstawiany klasyfikatorowi w korze-
niu, ktéry podaje najbardziej prawdopodobng odpowiedz. Poniewaz klasyfikator
jest z zatozenia staby, nie mozna tej odpowiedzi catkowicie zaufa¢. Mozna jednak
zatozy¢, ze klasyfikator wskaze wlasciwy podproblem (lub kilka z nich), gdzie,
z duzym prawdopodobieristwem, znajduje sie prawdziwa klasa danego przykia-
du. Dzieje si¢ tak ze wzgledu na, wspomniang wyzej, wtasnoé¢ skupiania si¢
sie podprobleméw wokét dominujacych klas. Jesli wiec klasyfikator w korzeniu
wskaze i-tq klase jako najbardziej prawdopodobng, nalezy sprawdzié, czy nie jest
to inna klasa, ktéra nalezy do tego samego podproblemu. Kluczowa bedzie zdol-
no$¢ HCOC do budowy poprawnych podprobleméw. Mozna pokazad, ze tak jak
doktadnos¢ stabego klasyfikatora pod wzgledem wskazywania poprawnej klasy
jestniska, tak jego doktadno$é pod wzgledem wskazywania poprawnego podpro-
blemu jest wysoka. Ta wtasnoé¢ lezy u podstaw poprawnego dziatania HCOC (Po-
dolak, 2008; Podolak et al., 2006).

Klasyfikator w korzeniu rozwigzuje w sposéb przyblizony caty problem, two-
rzac podproblemy pierwszego rzedu. Algorytm uczgcy HCOC sktada si¢ zdwdéch
sktadowych: algorytmu nauczajgcego staby klasyfikator umieszczony w korze-
niu drzewa oraz algorytmu formujacego podproblemy. Klasyfikatory w korzeniu
moga by¢ wlasciwie dowolnego typu; jedynym wymaganiem jest, aby jako wynik
zwracaly one wektor prawdopodobienstw przynaleznosci do klas P(C|x). Z dru-
giej strony, algorytm tworzacy podproblemy skiadajgce sie z podzbioréw klas (be-
dziemy je nazywali klastrami) bierze pod uwage wyniki nauczania klasyfikatora.
Na ich podstawie znajduje statystyczne zaleznosci méwigce o tym, ktére klasy sq
do siebie podobne, a stad czesto mylone, i powinny znalez¢ si¢ razem w jednym
klastrze. Ta operacja jest powtarzana na kazdym poziomie drzewa az do osiggnie-
cia wystarczajgco niskiego poziomu btedu.

HCOC, w trakcie klasyfikacji przyktadu, znajduje dla kazdego klasyfikatora
w wezle potomnym jego oczekiwang skuteczno$é dla podanego wektora atrybu-
tow. Uzyskiwana jest w ten sposéb miara ,, kompetencji” (odpowiedniosci) klasy-
fikatorow w weztach do klasyfikacji tego wtasnie przyktadu. Im jest wyzsza, tym
bardziej prawdopodobne, ze podany przykiad nalezy do rozpoznawanego przez
klasyfikator podproblemu. Odpowiadajgce wagi pozwolg na sktadanie wynikoéw,
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ktére bierze pod uwage sam klasyfikowany przyklad. Wiele innych modeli klasy-
fikatoréw zlozonych ma te wagi ustalone na state. Nie s3 one obliczane osobno dla
kazdego klasyfikowanego przyktadu i sktadanie wynikéw nastepuje przez proste
glosowanie czy usérednianie.

Zadania i plan pracy

W pracy, przed wilasciwg definicjg klasyfikatora typu HCOC, pokazane bedzie,
ze mozliwe jest tworzenie podproblemoéw przez wybér klas, a takze, na podsta-
wie wynikéw nauczania klasyfikatora nadrzednego, oszacowanie prawdopodob-
nej wysokoéci bfedu dla jego podprobleméw, a nawet ich symulacja. Pozwoli to
oceni¢, czy dany problem wraz z aktualnym jego modelem, tzn. zbudowanym dla
niego klasyfikatorem, nadaje sie do dalszego podzialu w sensie HCOC, przed jego
rzeczywistym wykonaniem. Dzieki temu mozliwe bedzie oszacowanie, czy warto
jest dzieli¢ aktualny problem z jego obecnym modelem, czy tez nalezy go przebu-
dowa¢. Taka procedura jest sprawniejsza niz budowanie modelu monolitycznego
wraz z pracochfonnym poszukiwaniem optymalnych parametréw.

Dodatkowq zaletg takiego podejécia jest fakt, ze kolejno tworzone problemy
sg coraz mniejsze, a wobec tego prostsze, poniewaz zawierajag mniej wyjsciowych
klas. Pozwala to na ich uproszczenie i, prawdopodobnie, lepsza generalizacje. Po-
kazane bedzie jak rozdzielenie problemu na osobne grupy klas wptywa na ich en-
tropie. Jednoczesnie klasyfikator nadrzedny moze dany przyktad przypisaé nie-
poprawnie do ktérejé z klas. Jesli bedzie ona naleze¢ do jednego podproblemu
z klasg prawdziwg, to mozliwe bedzie poprawienie pomytki. Stad bardzo waz-
nym elementem calego algorytmu nauczania jest algorytm klastrujacy, ktéry bu-
duje podproblemy. Przy dodatkowym wysitku mozliwe jest zredukowanie wyko-
rzystywanej w podproblemach przestrzeni atrybutéw, gdyz nie wszystkie bedg
istotne dla aktualnego podproblemu (Frank et al., 2003; Hastie et al., 2001).

W nastepnym rozdziale przedstawiona bedzie definicja modelu HCOC wraz
z odniesieniami do teorii stabego nauczania. Poniewaz HCOC z zatozZenia jest kla-
syfikatorem przydatnym dla rozpoznawania probleméw, w ktérych wystepuje
wiele klas, potrzebna byta modyfikacja definicji stabego nauczania i stabego kla-
syfikatora (ang. weak) dla takiego problemu. Dotychczas znane definicje nie byty
catkiem prawidiowe, a w kazdym razie nie uwzglednialy waznych elementéw
klasyfikacji polegajacych na wyborze klasy wygrywajacej. Nowa definicja bierze
pod uwage prawdopodobienistwo, ze wartos¢ aktywacji odpowiadajgca prawidto-
wej klasie bedzie najwieksza w wektorze odpowiedzi [P(Cy|x), ..., P(Ck|x)] kla-
syfikatora.

Nastepnie zademonstrowane zostang zalozenia budowy wszystkich skladni-
kéw modelu HCOC. Zaproponowane beda rézne modele nauczania poszczegél-
nych skladnikéw, niektére z nich jako adaptacje innych algorytméw nauczania
maszynowego, inne catkowicie nowe. Bedzie to miato zastosowanie w szczego6l-
nodci do zadan klastrowania i problemu tworzenia wag. Pokazane bedzie, kie-
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dy i dlaczego oczekiwana warto$¢ funkgji kosztu proponowanego HCOC male-
je wraz z liczbg dodawanych pozioméw. Dowody beda sie odnosi¢ do zalozen
o budowie klasyfikatoréw bazowych, w szczegélnosci do wymagania, aby kazdy
z nich byl co najmniej staby.

W konicu zaprezentowane zostang rézne doswiadczenia wykonane na ogoél-
nie dostepnych danych. Opisane zostang réwniez zastosowania do szczegdlnych
probleméw, takich jak rozpoznawanie twarzy, rozpoznawanie obrazéw i tekstur,
problemoéw z teorii automatéw.

Pokrewne do HCOC podejscia

Wielu autoréw zwraca uwage, ze w problemach klasyfikacji wieloklasowej, za-

miast budowaé duze monolityczne modele, lepiejjest sktadac szereg modeli prost-

szych, nawet binarnych (Kumar et al., 1999; Giacinto, Roli, 2001; Duda et al., 2000;

Kittler et al., 1997; Cesa-Bianchi et al., 2006). Kazdy z lokalnych modeli ma wtedy

za zadanie rozwigzywaé swoje wlasne zadanie, ktore jest podproblemem cate-

go zadania. Podstawowymi kwestiami pozostajacymi do rozwigzania sg pytania:

w jaki sposéb generowa¢ podproblemy?, czy robi¢ to przez podziat przestrzeni

atrybutéw?, czy tez moze przez podzial przestrzeni klas?, czy podproblemy po-

winny by¢ roztaczne?, czy budowane modele powinny miec z sobg zwigzek?, czy
podziat ma stuzy¢ tylko do znalezienia jednego najbardziej wlasciwego lokalne-
go modelu czy tez znalezienia ich grupy?, w jaki sposéb sktada¢ wyniki?, i wiele
innych. Tymi problemami zajmuje si¢ ponizsza praca o podejsciu Klasyfikatora

Hierarchicznego HCOC.

Wielu autoréw proponuje réznego rodzaju podzial problemu, chociaz jest to
zwykle podzial przestrzeni atrybutéw. Ponizej przedstawione sg niektére z tych
podejsé, ktére s w pewien sposéb pokrewne do HCOC. W dodatku A.5 zapre-
zentowane sg inne algorytmy klasyfikatoréw ztozonych.

AdaBoost (m.in. Schapire, 1990; Schapire, Singer, 1999; Eibl, Pfeiffer, 2005) jest
najbardziej znanym modelem boostingu, a wiec modelu polegajacego na
budowaniu kolejnych klasyfikatoréw bazowych tak, aby kazdy kolejny zy-
skiwatl na wlasnosciach poprzednich. Przyktadom uczacym x przypisywa-
ne jest prawdopodobieristwo, zgodnie z ktérym losowane sg do nauczania
kolejnych klasyfikatoréw bazowych CI(7). Po nauczeniu k-tego klasyfikato-
ra Cl(k) sprawdzana jest poprawno$¢ klasyfikacji dla poszczeg6lnych przy-
ktadéw i te, ktére sg rozpoznawane gorzej, beda czesciej wybierane przy
nauczaniu kolejnego klasyfikatora CI(k + 1). Koricowa klasyfikacja przykla-
déw tworzona jest jako suma wazona klasyfikacji przez poszczegdélne Cl (k).
Dzigki temu klasyfikator CI(k 4 1) skupia sie w wiekszym stopniu na przy-
ktadach niepoprawnie rozpoznawanych przez Cl(k), a poszczegélne klasy-
fikatory mogg by¢ stabe. Proponowany algorytm HCOC tez poprawia dotad
uzyskang klasyfikacje, jednak skupiajac si¢ na podproblemach definiowa-
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nych jako grupy klas. Dzieki temu kolejne klasyfikatory rozpoznajq proble-
my prostsze.

Feature-Subspace Aggregating (Feating) to model, ktéry, na podstawie niekté-

rych sposdréd atrybutéw wejsciowych, dzieli oryginalny problem poprzez
enumeratywne generowanie rozdzielnych podprzestrzeni cech. Algorytm
Feating tworzy drzewo wszystkich mozliwych podzialéw przestrzeni wej-
Sciowej, a dla kazdej podprzestrzeni buduje w lisciu lokalny model. Podob-
nie jak HCOC, podejécie Feating kieruje si¢ zasada, ze kazdy taki lokalny
model bedzie zwykle doktadniejszy niz model globalny zbudowany z wy-
korzystaniem wszystkich przyktadéw. Dodatkowo, w wielu wygenerowa-
nych podprzestrzeniach, niektére atrybuty majg tylko niewiele wartosci, co
redukuje ich liczbe przy budowie lokalnego modelu (Ting et al., 2010).
Poza przestrzeniami o bardzo matej liczbie atrybutéw, liczba podprzestrze-
ni jest bardzo wysoka. Autorzy proponuja wiec losowe generowanie ustalo-
nej liczby podprzestrzeni i budowe lokalnych modeli. W trakcie klasyfikacji
danego przykladu algorytm ewaluuje wszystkie modele opisujace podprze-
strzenie, do ktérych przyktad nalezy, a nastepnie wybiera klasyfikacje przez
glosowanie. Wydaje si¢, na co zwracajg uwage autorzy, ze przydatne byto-
by wazenie wybranych klasyfikatoréw, jednak nie wiadomo, na jakiej pod-
stawie miatyby by¢ wybierane wagi. Najprostszym wyborem bylaby ogdlna
skutecznoé¢ kazdego z klasyfikatoréw, tak jak to sie dzieje w podejsciach
typu boosting (Schapire, Singer, 1999). W modelu HCOC wagi zaleza od kla-
syfikacji aktualnie rozpatrywanego przykladu przez modele w wyzszych
wezlach.
Inaczej niz w HCOC, w algorytmie Feating nastepuje podzial przestrzeni
atrybutéw bez wykorzystania etykietowania przykltadéw. Ma to taka zalete,
ze jest szybkie, jednak nie bierze pod uwage wtasnosci algorytmoéw wyko-
rzystywanych do budowy samych modeli, jak to si¢ dzieje w HCOC.

Algorytm opisany w (Casasent, Wang, 2005) przypomina w niektérych zatoze-
niach HCOC. Autorzy wskazuja na konieczno$¢ podziatu zadania w proble-
mach klasyfikacji wieloklasowej réwniez dlatego, ze mniejsze problemy sa
zwykle prostsze do rozwigzania. Zaproponowany algorytm buduje binarne
drzewo poprzez podzial zadania w kazdym wezle na rozlgczne grupy klas
o tej samej licznosci. Pozwala to na budowe drzewa o minimalnej glteboko-
ci. W kazdym wezle wykorzystany jest algorytm SVRDM (Wang, Casasent,
2008), rozszerzenie algorytmu SVM, pozwalajacy na oddzielenie grupy klas
W przestrzeni cech.

Podejscie to jest w pewnym stopniu podobne do proponowanego w tej pracy
modelu HCOC, ze wzgledu na to, ze buduje hierarchiczny model podzia-
16w, stosujac algorytmy dziatajgce w kazdym wezle na podzbiorach przykia-
doéw nalezacych do znalezionej grupy klas. Grupy klas ustalane s przy uzy-
ciu algorytmu klastrowania, podobnie jak w HCOC. W modelu HCOC kla-
strowana jest jednak przestrzerh wyjsciowych klasyfikacji klasyfikatora ojca.
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Takie podejscie algorytmu HCOC modeluje przestrzen klasyfikacji oraz nie-
doktadnosci popetniane przez klasyfikator w wezZle nadrzednym.
Algorytm Wanga i Casasenta wyszukuje grupy klas, wykorzystujac klastro-
wanie przez podzial, a nastepnie w kazdym wezle modeluje je przy wyko-
rzystaniu modelu SVM. Model HCOC czyni to odwrotnie: najpierw usituje
znalez¢ przyblizenie rozktadu wieloklasowego, po czym dzieli przestrzer
rezultatow klasyfikacji przy wykorzystaniu klastrowania. Grupy klas (ma-
kroklasy w nomenklaturze Wanga i Casasenta, klastry w HCOC) sa w opisa-
nym podejéciu rozlaczne, podczas gdy w HCOC, dla zwigkszenia dokfad-
noéci, klastry majg wiele cze$ci wspdlnych. Z tego wzgledu model HCOC
wykorzystuje w koricowej klasyfikagji liniowg kombinacje klasyfikacji wie-
lu klasyfikatoréw, a opisany model autoréw idzie doktadnie jedng Sciezka
drzewa. W nowszej pracy Wang, Casasent (2009) opisuja rozmyte rozszerze-
nie tego algorytmu ewaluujace wszystkie Sciezki drzewa, w dalszym ciggu
jednak roztagcznych podprobleméw.

Map/Reduce jest modelem wzorowanym na rozwigzaniach pochodzacych z je-
zyka Lisp. Jego celem jest maksymalnie fatwy podziat zadania na wiele za-
dan prostszych w taki sposéb, aby byto mozliwe rozproszenie ich rozwiazy-
wania. Operacja map dla kazdego rekordu danych wejsciowych oblicza poje-
dynczy klucz, tzw. posredni. Nastepnie operacja reduce wykorzystuje jedng
(lub kilka bardzo zblizonych) warto$¢ klucza posredniego i wszystkie zwia-
zane z ta wartoscig rekordy, redukujac zadanie do znacznie mniejszego. Dla
kazdej takiej grupy reduce oblicza warto$¢ funkgji koricowej (bedzie to zwy-
kle co najwyzej jedna wartos¢). Te wartosci s nastepnie scalane (Ibrahim
et al., 2009; Dean, Ghemawat, 2008; Nguyen et al., 2010; Panda et al., 2012).
Dla uréwnoleglenia operacje na grupach danych o tych samych wartosciach
klucza wykonywane sg na wielu niezaleznych komputerach. Jest kilka zna-
nych implementacji modelu, np. MapReduce (Google) i HaDoop (Apache).
Podejscie MapReduce pozwala na znaczne przyspieszenie przetwarzania
dzieki bardzo gtebokiemu podziatowi i sprawnemu rozproszeniu. Z jed-
nej strony model sprawdza si¢ szczegdlnie dobrze, gdy zadanie wymaga
przegladniecia bardzo duzej liczby danych przy jednokrotnym wykonaniu
prostej operacji na kazdym rekordzie. Z drugiej jednak strony problem jest
od poczatku do korica rozwigzywany na poziomie pojedynczych rekordéw.
Rekordy zlgczone przez identyczng warto$¢ klucza posredniego nie tworza
w rzeczywistosci nowego podproblemu. Jednoczesnie efektywny podziat
na grupy rekordéw jest w duzym stopniu uzalezniony od zdefiniowanego
przez projektanta wyrazenia dla klucza posredniego. Potrzebna jest wiec
wiedza o oryginalnym problemie. Klasyfikator HCOC stara si¢ natomiast
podzieli¢ zadanie na podproblemy, ktére majg podobny wplyw na rozwig-
zanie.

Drzewa slabych klasyfikatoréw dla dopasowywania wzorcéw ksztattow (Tsa-
panos et al., 2011) zapamietujg w liSciach wzorce ksztattéw, wykorzystujac
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w kazdym wezle wewnetrznym, przypominajacy perceptron, staby klasyfi-
kator (podobnie jak HCOC). Decyduje on, czy w poszukiwaniu klasyfikacji
nalezy przejé¢ do lewego czy prawego poddrzewa. Dla kazdego wezta two-
rzone s, w procesie nauczania gradientowego, macierze sterujace procesem
decyzyjnym. Niepoprawna decyzja w jednym z weztéw moze spowodowac
bledne dopasowanie. Poniewaz klasyfikatory sg stabe, istnieje duze praw-
dopodobiernistwo bledu. Z tego powodu proces rozpoznawania jest powta-
rzany wielokrotnie z odwracaniem decyzji w wezltach, w ktérych przewa-
ga jednego poddrzewa byta niewielka. To rozwigzanie bardziej przypomina
drzewa decyzyjne.
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Podzial zadania klasyfikacji

Wiele probleméw moze by¢ skutecznie podzielonych na mniejsze czesci, stano-
wigcych problemy tej samej klasy. Kolejne podzialy tworzg podproblemy coraz
prostsze do rozwigzania. Pozwala to na znalezienie rozwigzania dla kazdej z cze-
§ci, a nastepnie ztozenie tych rozwigzan, dajac skuteczniejszy model (Hastie ef al.,
2001; Bishop, 2006). Mozliwe sa dwa podstawowe podejscia:

e podzial przestrzeni wejSciowej atrybutéw, odpowiedni podziat zbioru ucza-
cego, a nastepnie niezalezne nauczanie na kazdym z podzbioréw, tworzac
czastkowe hipotezy, na koricu ztozone wedtug ustalonej procedury,

e podziat zbioru wyjéciowych klas na podzbiory, podzial zbioru uczacego tak,
aby w kazdym byly przyktady z danego podzbioru klas, nauczanie dla kaz-
dego z tych podzbioréw uczacych, tworzac hipotezy, w kornicu skfadanie
tych hipotez wedlug ustalonej procedury.

Kazde z tych podejs¢ ma wiele mozliwych wariantéw. Rezultatem ich dziafa-
nia bedzie jednak zawsze pewien klasyfikator ztozony, poniewaz rozwigzanie za-
dania bedzie si¢ dzieli¢ na cze$ci: znalezienie podzbioréw, nauczanie dla kazdego
z nich, a nastepnie taczenie wynikéw. Kazdy z nich moze mie¢ wiele poziomoéw.

Koricowy wynik nauczania bedzie zalezat od skutecznosci algorytmu naucza-
nia tworzgcego poszczegodlne klasyfikatory oraz zwigzane z nimi hipotezy, a takze
od sposobu ich sktadania. Przede wszystkim jednak od algorytmu, wedtug ktére-
go podproblemy beda tworzone. Mozliwe jest podejscie, w ktérym podproblemy
sg znane przed rozpoczeciem nauczania, np. dzieki udziatlowi eksperta w proce-
sie nauczania. Jednak ekspert zwykle nie jest dostepny, nie ma tez pewnosci co do
jego nieomylnoséci i umiejetnosci utworzenia skutecznego podziatu. W wiekszoséci
przypadkoéw konieczny bedzie automatyczny proces tworzenia podprobleméw.

Podstawowym celem systeméw hierarchicznych jest podziat catego zadania na
podproblemy. W modelu HME (patrz dodatek A.5) przyktady uczace do poszcze-
golnych sieci eksperckich sg losowane z obszaréw przestrzeni wejsciowej okreslo-
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nych przy wykorzystaniu zatozonego modelu, np. modeli gausowskich (wzoro-
wane na podobieristwo modelu Expectation-Maximization). W HCOC tworze-
nie podprobleméw nastepuje nie przez Iaczenie obszaréw, lecz przez podzial,
przy czym nie jest on oparty na zalozonym a priori modelu probabilistycznym,
ale na wlasnosciach samego problemu. Te wtasnoéci model HCOC znajduje po-
przez prébe przyblizonego rozwigzania caloéci zadania, a nastepnie wyszukania
podobienstw.

1.1. Klasyfikator

Definicja1.1. Niech D = {(x;,¢;) f\i 1 bedzie skoriczonym zbiorem uczgcym skta-
dajgcym si¢ z N par takich, ze x € X jest wektorem atrybutéw, ac; € C =
{C1,...,Ck} jest prawidlowg klasa pochodzacg ze skoriczonego zbioru. Klasyfi-
kator CI jest ztozeniem S o CI takim, ze

(1.1) cl : x—[0,1)K,
(1.2) s . [0,1f —c.

Taka definicja pozwala na wyrazne oddzielenie procesu nauczania CI, ktére-
go bezposrednim wynikiem jest wektor prawdopodobienistw przynaleznosci do
klas, od procesu selekcji koricowej klasy realizowanej przez funkcje S. Najczest-
szym wyborem S jest reguta arg max, polegajgca na wyborze klasy C; o najwigk-
szym prawdopodobiefistwie przynaleznosci, co jest zgodne z reguty klasyfikatora
Bayesa zadajaca, aby wybrac klase najbardziej prawdopodobng. Oznacza to, ze od-
powiedz Cl(x) w definicji 1.1 traktujemy jako wektor prawdopodobienstw przy-
naleznosci do klas.

Rozdzielenie w definicji 1.1 na klasyfikator C! i selektor S jest szczegdlnie istot-
ne dla klasyfikatora HCOC, w ktérym poszczegélne klasyfikatory skladowe nie
potrzebuja wybiera¢ koricowej klasyfikacji. Analiza wynikéw samego CI pozwoli
na ekstrakcje grup klas, ktére bedg tworzy¢ podproblemy.

1.2. Podzial przestrzeni klas

Alternatywnym do podzialu przestrzeni atrybutéw uzytym w HCOC podejéciem
jest podziat przestrzeni wyjSciowej. Wybér ten mozna uzasadnié heurezg, ze w za-
daniu (reprezentowanym przez zbidr uczacy) wyrdznione sa klasy i zachodzi po-
miedzy nimi podobiernistwo.

Definicja 1.2. Klasy sg ,podobne”, jesli podobne (w sensie zdefiniowanej odle-
glosci w przestrzeni aktywacji) s wzorce klasyfikacji obliczane przez dany kla-
syfikator (bedzie tak zwykle, gdy wektory atrybutéw opisujgce przyktady z tych
klas s tez podobne).
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W zwiazku z tym dobrym sposobem moze by¢ grupowanie klas podobnych
w podproblemy. Pozostaje pytanie, w jaki sposéb to robié i jak mozna okresli¢, bez
testowania, na ile trudne do rozwigzania sg poszczegdlne podproblemy. Jako miare
ztozono$ci mozna wzigé oszacowanie miary ryzyka klasyfikatora rozwigzujacego
ten podproblem.

Hipoteza 1.3. Niech A € A bedzie algorytmem nauczania maszynowego z klasy A.
Niech A buduje model dla K-klasowego problemu klasyfikacji danego przez zbior uczg-
cy D. A jest rodzing algorytmow o takiej samej lub zblizonej zlozonosci obliczeniowej
i pamigciowey.

A tworzy hipotezg h : X — C, gdzie C = {Cy, ..., Ck}. Niech I bedzie podproble-
mem, bedgcym zadaniem znalezienia hipotezy hr : X — Cz, gdzie Cz C C.

Problem znalezienia hipotezy hr jest prostszy od znalezienia hipotezy h.

Dowéd. Niech D = {(x;,¢;),x; € X,c; € C} | bedzie skoficzonym zbiorem da-
nych uczacych. Niech F bedzie prawdziwg funkcja

(1.3) F: X 35x— ¢(x),
gdzie rozktad
(14) Dist(¢(x)) = (&1(x), -, ¢k (x)) € [0,1]°

jest wektorem przynaleznoéci x do klas C;dlai = 1,..., K.V x YK & (x) = 1.
Zmienna losowa §(x) przyjmuje wartosci w zbiorze etykiet C. Zadanie modelo-
wania funkcji F mozna zamieni¢ na zadanie modelowania funkgji F takiej, ze

(1.5) F: X 3 x — Dist(é(x)) = (&1(x),...,Ex(x)) € [0,1]K.

Zadaniem algorytmu A € A jest zbudowanie hipotezy (modelu)  bedacej
modelem funkgji F

(1.6) h:X>x— h(x) €[0,1]%

Niech Hp(X') bedzie entropig ukiadu (problemu) F dla przestrzeni X

(1.7) Hp(X) = [ He(x)p(x)dx,
K

(1.8) Hp(x) = —kZlOgK k()8 (x).
=1

Prawdziwy rozklad p(x) nie jest znany, trzeba go wobec tego estymowac ze zbioru
uczacego D

(1.9) p(x) = % Z Kp(x — x;),
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gdzie Kp jest jadrowym estymatorem gestosci dla pasma o szerokosci B. Empi-
ryczna warto§é H ma wobec tego postaé

(1.10) —ZH
xeX
(1.11) Zpk )logy Pr(x),

Z(xi,ci)ED:c,-:Ck KB( i x)
Y(x,e)ep Kp(xi — x)

Miara entropii (1.10), przy wykorzystaniu (1.11) i ewaluacji gestosci za pomo-
ca jadrowego estymatora gestosci klas, bedzie dla podproblemu sktadajacego sie
z podzbioru klas oryginalnego problemu mniejsza niz dla oryginalnego proble-
mu. Miara entropii, tak jak moze postuzy¢ do oceny istotnosci atrybutéw (Duch
et al., 2004a), tak tez mozna jej uzy¢ do oceny réznicy w zlozonosci probleméw
przy ich redukcji o poszczegdlne klasy. W (1.10) wartos¢ liczby klas K przy po-
miarze dla calego problemu i podproblemu musi by¢ identyczna, aby wartosci
byly poréwnywalne. Podstawa logarytmu w definicji entropii moze by¢ dowolng
warto$cig wiekszg od 1. Pozostawienie tej samej podstawy K odpowiada teore-
tycznej sytuacji, w ktérej klasyfikator rozwigzuje problem o takiej samej liczbie
klas, jednak dla czesci z nich nie sg podane przyktady. Odpowiada to wyboro-
wi grupy klas i rozwigzywania tego jak oryginalnego problemu. Intuicyjnie taki
wlasnie problem jest prostszy, co jest zgodne z jego mniejsza entropig.

Alternatywnie do entropii krzyzowej (1.11) mozna wykorzystaé, na przyktad,
indeks Giniego G(x) = Y& ; px(1 — px) albo nawet blad potencjalnej klasyfikacji
1 — pk. Miary (1.11) i indeks Giniego sg rézniczkowalne i lepiej oddaja zmiany
klasyfikacji (Hastie et al., 2001).

Na rysunku 1.1 pokazany jest przykladowy zbiér danych oraz mapy entro-
pii. Caly zbiér danych sktada si¢ z 750 przyktadéw z klasy 1, 250 przykiadéw
z klasy 2, 500 z klasy 3 i 250 z klasy 4. Dane zostaly wylosowane z 7 chmur gau-
sowskich, odpowiednio trzech, jednej, dwéch i jednej po 250 punktéw kazda, dla
kolejnych klas. Z wykorzystaniem jadrowego estymatora gestosci ewaluowane zo-
staly gestosci prawdopodobienstwa dla kazdej z klas i warto$¢ zdefiniowanej en-
tropii z wzoru (1.10). Przyblizone wartosci wynosily odpowiednio: dla wszyst-
kich czterech klas F (X1 ,34) = 0.565, dla klas 3i4: H(X34) = 0.127, dlaklas 113
H(Xy3) = 0.349.

Rysunek dla klas 3 (zielone punkty) i 4 (niebieskie) wyraznie obrazuje, ze ten
problem jest stosunkowo prosty i klasy dzielg ptaszczyzne na dwie czesci. Rysu-
nek dla klas 1 (czerwone) i 3 (zielone) demonstruje problem, gdzie klasy prze-
cinajq sie, i najwiekszy problem pojawia sie wlasnie w miejscu przeciecia. Mapa
entropii dla wszystkich klas wyraznie pokazuje, gdzie problem decyzyjny jest naj-
wigkszy: jest to miejsce, gdzie przecinajg si¢ przyktady z wszystkich klas w oko-
licach punktu (0.4,0.6). Warto$¢ entropii ma tam maksimum. O

(1.12) pr(x) =
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dane Entropiadlaklas 1,2,3i4

0.00014

0.00012

0.00010

0.00008

0.00006

0.00004

0.00002

0.00000

0.00016 0.00016

0.00014 0.00014
0.00012 0.00012
0.00010

0.00010

000008 5 0.00008

0.00006 0.00006

0.00004 0.00004
0.00002 0.00002

0.00000 0.00000

Rysunek 1.1. Empiryczne mapy entropii dla zbioru danych. Od lewej do prawe;j:
dane, entropia dla wszystkich klas, dla klas 3 (zielone punkty na rysunku z dany-
mi) i 4 (niebieskie), dla klas 1 (czerwone) i 3 (zielone). Obszary zielone odpowia-
daja najnizszej, a biale najwyzszej lokalnej entropii

Teoretycznie mozna wykorzystaé zaproponowang miare dla oceny ztozonosci
podprobleméw. Nie bedzie to jednak efektywne, gdyz sama posta¢ entropii nie
daje wskazowek, ktore z klas nalezy usungg¢, aby osiggna¢ najwiekszy jej spadek.
Podobne rozumowanie i procedura wykorzystywane sg przy budowie drzew de-
cyzyjnych dla znalezienia podziatu problemu na dwa rozdzielne podproblemy.
Tam jednak analizowane sg testy pojedynczych atrybutéw i nie ma mowy o wiek-
szej liczbie naktadajgcych si¢ podprobleméw.

W proponowanym w pracy klasyfikatorze HCOC nauczanie dziala naprze-
miennie z zadaniem podziatu na podzadania. Przeptyw danych w uproszczonym
HCOC pokazany jest na rysunku 1.2.



14 PODZIAYL ZADANIA KLASYFIKAC]I

IO

7P

Rysunek 1.2. Przeptyw danych w maksymalnie uproszczonym HCOC

Przyktad reprezentowany przez wektor atrybutéw x jest podawany na wejsciu
klasyfikatora CI° w korzeniu modelu HCOC. CI° z zalozenia rozpoznaje wszyst-
kie klasy w calym problemie (grupa klas oznaczona jako Q°), czyni to jednak
w sposéb przyblizony — jest klasyfikatorem stabym (ang. weak). Jak to jest poka-
zane w dyskusji w rozdziale 2.1, w klasyfikatorach stabych przyktady beda sie
grupowaé wokot przykladéw reprezentujacych czesto wystepujace klasy (Podo-
lak, Roman, 2011a, 2012). W zwigzku z tym istnieje duze prawdopodobieristwo, ze
jesli nawet odpowiedz CI° bedzie nieprawidtowa, to wektor wejsciowy x zaliczo-
ny bedzie do grupy zawierajgcej prawidiowa odpowiedz. Model HCOC budowa-
ny jest w dwoch przeplatajacych sie cyklach: budowy klasyfikatoréw bazowych
i podziatu na grupy odpowiadajgce podproblemom. Podzial bedzie wykonywa-
ny tak, aby maksymalizowa¢ prawdopodobienistwo, Ze klasyfikowany x zostanie
przekazany do grupy zawierajgcej prawdziwg klase.

W takiej sytuacji mozliwe jest oszacowanie prawdopodobienistwa, ze prawi-
dtowa klasa znajduje si¢ w grupach klas (zwanych dalej klastrami) Q' badz Q2,
ktére sg podproblemami Q, osobno rozwiazywanymi przez klasyfikatory, odpo-
wiednio, CI' i CI?. W koricu wyniki beda zlaczone, biorac pod uwage prawdopo-
dobieristwa klastréw.

Zadanie podziatu oryginalnego problemu Q na podproblemy zostanie w mo-
delu HCOC wykonane przy wykorzystaniu innych narzedzi do klastrowania da-
nych, przy czym potrzebna bedzie ocena, ktéry z podzialéw bedzie dawacé lepsze
wyniki. Najprostszym podejéciem bedzie zbudowanie HCOC i zmierzenie warto-
Sci ryzyka Remp[HCOC] dla kazdego podzialu. To rozwigzanie jest w oczywisty
spos6b kosztowne. Ponizsza hipoteza uzasadnia wykorzystanie wynikéw znane-
go algorytmu nauczania do oszacowania wartosci ryzyka dla podproblemu.

Hipoteza 1.4. Niech A bedzie algorytmem nauczania maszynowego, za pomocq ktérego
budowany jest model K-klasowego problemu klasyfikacji. A tworzy hipoteze h : X — C,
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gdzie X jest przestrzenig atrybutéw, a C = {Cy, ..., Ck} jest zbiorem etykiet dla K klas.
Niech 1L bedzie podproblemem, bedgcym zadaniem znalezienia hipotezy hr : X1 — Cr,
gdzie C1 C C.

Jesli do zbudowania hr dla podproblemu wykorzystany bedzie ten sam algorytm A, to
na podstawie ryzyka R[h] mozna oszacowaé ryzyko R[Hz).

W kolejnych podrozdziatach zawarte jest uzasadnienie tej hipotezy.

Wykorzystujac te hipoteze, mozemy wybraé wiele podproblemoéw, oszacowaé
ich ryzyko, wyszukujac te, ktére pozwola na zbudowanie najlepszego klasyfika-
tora HCOC. Utatwi i przyspieszy to budowe catego modelu.

1.2.1. Losowa symulacja klasyfikatora dla podproblemu

Jesli algorytm nauczania z rodziny algorytmoéw A jest wykorzystywany do two-
rzenia obydwu hipotez &() oraz hz(), w szczegélnosci takich, ze Cz C C, to oby-
dwie hipotezy beda mialy wspélne cechy. W szczeg6lnosci, obydwie hipotezy po-
winny dawac¢ zblizone wyniki klasyfikacji w obszarze wystepowania klas z Cz,
przy czym hz bedzie dokladniejsza w tym obszarze, poniewaz jej blad poza nim
jest z definicji réwny 0. Algorytm A, budujac /7 (), nie potrzebuje wiec minima-
lizowa¢ bledu poza Cz, a stad hz() jest w Cz co najmniej tak dobra jak hipoteza
h(). Z drugiej strony, jesli x nie nalezy do Cz, to zadna z tych hipotez nie podaje
prawidtowej odpowiedzi w ramach podproblemu Z.

Niech klasyfikator CI realizuje hipoteze h. Dla przyktadéw z Cz odpowiedz
klasyfikatora Cl7 bedzie zblizona do odpowiedzi CI. Niech CI bedzie znany. Moz-
na zaproponowac implementacje hipotezy hz(), w ktérej metoda wykorzystuje
odpowiedz ClI, jesli nalezy ona do Cz; w przeciwnym wypadku wybierana jest
losowa klasa z tego podproblemu. Takie rozwigzanie opisane jest na rysunku 1.3.

Input: x € Cz — wektor atrybutéw do klasyfikacji

Input: C/ — algorytm klasyfikacji rozwigzujgcy problemy dla C 2 Cr
Output: klasyfikacja x

j «— argmax Cl;(x)

1
if j € Z then
‘ return j
else
| return random(Z)
end

Rysunek 1.3. Budowa hipotezy dla podproblemu przez losowy wyboér
odpowiedzi
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Wszystkie przyklady prawidiowo zaklasyfikowane przez Cl sg w dalszym cig-
gu klasyfikowane poprawnie. Te Zle klasyfikowane majg prawdopodobieristwo
1/|Z| prawidlowej klasyfikacji. Jest to zobrazowane na rysunku 1.4.

Rysunek 1.4. Przypisanie do klas w Z = {Cy,...,Cjz|}. Przyklady zaklasyfiko-
wane przez Cl do réznych klas w catym problemie mogg by¢ przypisane do klasy
C;, nalezacej do podproblemu Z (dolne strzatki), badz tez rézne przyktady przy-
pisane przez Cl do C; mogg by¢ przez algorytm przeniesione do réznych klas
wewnatrz Z. Dla czytelnosci klasy z podproblemu Z sg indeksowane od 1 do |Z|

Definicja 1.5. Niech CI bedzie klasyfikatorem dla K-klasowego problemu. Ma-
cierz M = {mij}zl‘szl nazywamy macierza niepoprawnych klasyfikacji (pomy-
tek, ang. misclassification lub confusion matrix (Parker, 2001)), jesli m;; = P(pr =
Ciltr = C;,Cl), tzn. odpowiada prawdopodobieristwu, ze CI zaklasyfikuje ele-
ment x z prawdziwej (tr jak true) klasy C; jako nalezacy do klasy C; (pr jak predic-
ted).

Macierz M jest przyblizeniem warto$ci ryzyka (ang. risk), w szczegdlnosSci
K
(1.13) R[CI] =1 -} pimi;,
i=1

co przenosi ewaluacje R[CI] ze zorientowanej na przyklady na zorientowang na
klasy przyktadéw. Zaktadamy, ze macierz M jest stochastyczna.
Mozna dla Clz skonstruowaé macierz niepoprawnych klasyfikacji M

(1.14) i = Mg+ Y mjj,

j€T
gdzie mijj s elementami macierzy dla CIl. Macierz M opisuje dziatanie algoryt-
mu 1.3.
Wiasnosé 1.6. Macierz M jest stochastyczna.
Dowéd. Dla dowolnegoi € 7
. 1
(115) Zmik: Zmlk+—22m1]: Zmlk+2ml]:1
IZ|

kez kez k€T j¢T ke i1

Cate M sumuije sie wiec do |Z|. O
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1.2.2. Symulacja z wykorzystaniem prawa Bayesa

W zatozeniach HCOC lezy fakt, iz bledna klasyfikacja tez niesie z sobg informacje.
Jesli przyktad z prawdziwej klasy C; zostat blednie zaklasyfikowany jako C;, wtedy
prawdopodobiefistwo P(tr = Ci|pr = C;) powinno to odzwierciedla¢. Nalezy
wigc przy konstrukgji klasyfikatora Clz uwzgledni¢ zaréwno klasyfikacje Cl; dla
j € Z,jak i prawdopodobienistwa P(tr = Ci|pr = Cj), ktére mozna wyliczy¢,
korzystajac z prawa Bayesa

My (Ck)
Zt 1My P(C )

gdzie P(Cy) jest prawdopodobienistwem a priori wystgpienia przykladu z klasy
Ck. To podejscie pokazane jest na rysunku 1.5. Widac¢ to takZe na rysunku 1.4: na
konicowy wybor klasy C; (dolne strzatki) wplywa zaréwno wybér przez CI klasy
Cj, jak tez prawdopodobienistwa wyboru innych klas. Jaki jest ten wplyw, wyni-
ka ze zwigzku C; z innymi klasami, a ten zwigzek bedzie mozliwy do okreslenia
przez analize macierzy niepoprawnych klasyfikacji M. Analiza ta nie wymaga do-
datkowego nauczania. Rozklad wartoéci w M pokazuje nie tylko zwigzki miedzy
klasami, ale takze wplyw, jaki majg one na aktualnie uzywany klasyfikator.

(1.16) P(tr = Cx|pr =C;) =

Input: x € C7 — wektor atrybutéw do klasyfikacji

Input: C/ — algorytm klasyfikacji rozwigzujacy problemy dla C 2 Cr
Output: klasyfikacja x

j «— argmax Cl;(x)

1
if j € 7 then
‘ return j
else
‘ return arg maxP(tr = C;|pr = C;)
il
end

Rysunek 1.5. Ewaluacja klasyfikatora dla podproblemu z wykorzystaniem
prawdopodobieristwa a posteriori i prawa Bayesa

Odpowiadajaca algorytmowi z 1.5 macierz M bedzie miata posta¢

K K mkP(Ck)
(117) ﬁk:mk_i_zmp(tr:k‘pr:]) :mk+z ]—
1 1 = 1] 1 o l]Zt 1mt] (Ct)

M nie jest stochastyczna, poniewaz wzor (1. 17) dla dowolnego j ¢ Z wykorzy-
stuje tylko elementy k € Z oraz P(tr = C¢|pr = C;), w zwigzku z czym wiersze
M nie sumuija sie do jednosci.
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Prawidlowa postaci jest odpowiednio przeskalowana macierz M

- P(tr = Cilpr =)
1.18 mj = mj, + mj; ~.
s = 2 M Bl — [ = 7

Wiasnoéé 1.7. M jest stochastyczna.

Dowéd. Dla dowolnegoi € 7

Y i = Y Y Y )

ke keZ keZ j¢1 IJZIGIP( /)
P(klj)
(1.19) =Y gt Yoy Y =)
Lt L L F o P

O

Majac nauczony klasyfikator CI, mozemy wyliczy¢ ryzyko dla podproblemu
7 jako

P(C;)
. 7] =1-Y il
(1.20) RiClz] =1 = ez P(Cr)

Wystarczy wyliczy¢ z wzoru (1.18) elementy lezace na przekatnej M. Jedyna ucia-
zliwoscig jest konieczno$¢ znalezienia wartosci prawdopodobieristwa a priori dla
klas w Z. Poniewaz nie ma innej informacji poza zbiorem uczacym, trzeba te war-
tosci oszacowac wlasnie ze zbioru D, zakladajac, ze jest reprezentatywny dla pro-
blemu.

Doswiadczenie 1.8. Dla doswiadczalnego poréwnania nauczone zostaty proste klasy-
fikatory dla znanych probleméw vowel i primary tumor (Newman et al., 1998; Zwitter,
Sokolic, 1988). Problem vowel ma 990 przykiadow dla 11 klas wyjsciowych, doktadnie po
90 przyktadéw dla kazdej klasy. Natomiast problem primary tumor ma 339 przyktadéw
dla 21 nieréwnolicznych klas'. Problem primary tumor jest bardziej ztozony réwniez ze
wzgledu na nieréwnomiernosé dostepnosci przyktadéw dla réznych klas. Dodatkowe testy
wykonane zostaty dla innych popularnych zbioréw audiology i arrhythmia.

W doswiadczeniu nauczonych zostato po 10 klasyfikatoréw rozwigzujgcych caly pro-
blem, a nastepnie generowane byly wszystkie podproblemy o licznosci od 2 do K — 1, gdzie
K jest liczbg klas?. Dla kazdego podproblemu ewaluowane bylo ryzyko hipotezy, wykorzy-
stujgc wzory (1.18) oraz (1.20) i wykorzystujgc wyniki nauczania 10 klasyfikatoréw ba-
zowych, co dawato przedziat wartosci R[Clz| ewaluowanych z réznych nauczonych sieci.
Szerokos¢ tego interwatu w duzym stopniu zalezy od stopnia ztoZonosci aktualnie rozwig-
zywanego podproblemu i uzytej w tym celu sieci.

W oryginalnym zbiorze uczacym s 22 klasy, jednak dla jednej z nich nie ma zadnego przyktadu.
2Poniewaz w problemie primary tumor byta bardzo duza liczba podprobleméw, dla kazdej wiel-
kosci podprobleméw losowanych byto 5000 przyktadéw dla wykonania testow.
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Nastepnie, dla kazdego podproblemu nauczone byto osobnych 5 (dla pewnego unie-
zaleznienia si¢ od wartosci poczgtkowych) klasyfikatoréw. To dato mozliwosé poréwnania
ewaluacji z wartodciami rzeczywistymi. Do symulacji wykorzystane zostaly sieci neuro-
nowe osobno dla dwéch i trzech neuronéw w warstwie ukrytej. Sieci neuronowe pozwalajg
w prosty sposob sterowac poprzez wielkos¢ warstwy ukrytej ztozonoscig danego modelu.

Whykresy korelacji wyliczonych wartosci ryzyka dla podproblemu z wartoéciami znale-
zionymi z eksperymentow sq pokazane na rysunkach 1.6 i 1.7. Dla czytelnosci wyniki zo-
staly posortowane wedtug wartosci ewaluacyi funkcji ryzyka. Rzeczywiste wartosci funkcji
ryzyka zostaly pokazane jako drobne punkty. Wartodci ryzyka, pochodzgce z usrednienia
pieciu sieci neuronowych, sg w duzym stopniu uzaleznione od losowania poczgtkowych
wartosci wag, stgd dla wszystkich ewaluacji ryzyka podproblemu jest ona wartoscig pesy-
mistyczng. Wazna jest wysoka korelacja migdzy ewaluacjq a rzeczywistq wartoscig R[Clz]
potwierdzajgca wiarygodnos¢ tych ewaluacji. Korelacje pomiedzy wartosciami funkcji ry-
zyka ewaluowanymi z niezaleznie nauczonych dla kazdego podproblemu 20 sieci a ewalu-
acjami na podstawie wzoru (1.20) pokazane sq w tabeli 1.1.

Wartosci korelacji zalezq takze od rozmiaréw podproblemow, co obrazuje tabela 1.2.

Tabela 1.1. Korelacja p Spearmana pomiedzy warto$ciami ryzyka dla podproble-
moéw wyliczonymi z symulacji a warto$ciami obliczonymi z wzoru (1.20) dla nie-
ktérych probleméw. Kolejne kolumny odpowiadajg réznym liczbom neuronéw
ukrytych uzytych w sieciach

Problem 2  blad 3 blad 5 blad
Vowel 0.934 0.001 0960 0.009 0.958 0.016
Tumor 0.852 0.024 0.844 0.035 0.845 0.032
Audiology 0.922 0.011 0.893 0.007 0.873 0.020
Arrhythmia 0.992 0.001 0986 0.001 0.967 0.002

1.2.3. Wykorzystanie ewaluacji ryzyka w rzeczywistym
problemie

W modelu HCOC konieczne jest nauczenie klasyfikatora bazowego dla oryginal-
nego problemu danego przez D, a nastepnie podzielenie go na podproblemy od-
powiadajace réznym podzbiorom klas 7;, | = 1,..., L. Nauczanie wykorzystuje
przyjety algorytm uczacy, ktéry jest oparty na minimalizacji oczekiwanej warto$ci
funkgji ryzyka R[CI]. Po tym etapie wykorzystywany jest inny algorytm dokonu-
jacy podziatu (Podolak, 2008; Podolak, Roman, 2011a) (algorytmy klastrowania sa
oméwione szczegétowo w rozdziale 2.6).

Algorytm klastrujgcy powinien mie¢ mozliwo$¢ oceny skutecznosci danego
podziatu, tak aby mozna byto wybra¢ najlepszy. W zasadzie jest to mozliwe jedy-
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Tabela 1.2. Korelacje p Spearmana dla bledéw podprobleméw problemu tumor
iich ewaluacji. Pokazane sg wszystkie rozmiary podprobleméw od 2 do 20 (spo-
$rod 21 klas). Korelacja dla wszystkich przykltadéw wynosita p = 0.852. W do-
$wiadczeniu uzyto sieci warstwowych z 2 neuronami ukrytymi

Rozmiar Y Btad Rozmiar 1Y Btad
2 0.174 0.0367 12 0.623  0.0103
3 0.580 0.0577 13 0.587  0.0083
4 0.649 0.0632 14 0.576  0.0060
5 0.676  0.0557 15 0.535  0.0044
6 0.671  0.0490 16 0.585  0.0030
7 0.673  0.0401 17 0.547  0.0020
8 0.662 0.0321 18 0.606 0.0013
9 0.670  0.0245 19 0.681  0.0007
10 0.638 0.0194 20 0.788  0.0003
11 0.648 0.0144

evaluateditrue risk scatterplot for vowel (2 hidden neurons) evaluateditrue risk scatterplot for vowel (3 hidden neurans)
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Rysunek 1.6. Ewaluacja wartosci funkcji ryzyka podprobleméw problemu vowel.
Jakonadrzednego klasyfikatora uzyto sieci neuronowej o 2 (lewy rysunek) i 3 neu-
ronach ukrytych (prawy rysunek). Wiecej ukrytych neuronéw daje mniejszy prze-
dzial ewaluagji

nie przez nauczenie wynikajacych z tego klasyfikatoréw ztozonych, co jest oczy-
wiécie bardzo kosztowne. O wiele mniej kosztownym (ale i mniej doktadnym)
rozwigzaniem moze by¢ ewaluacja wartoéci ryzyka, wykorzystujac przedstawio-
ne podejscie poprzez ewaluacje macierzy M i wybor najlepszego klastrowania.



PODZIAL PRZESTRZENI KLAS 21

evaluateditrue risk scatterplot for tumor (2 hidden neurons) evaluated/true risk scatterplot for tumor (3 hidden neurons)
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Rysunek 1.7. Ewaluacja warto$ci funkgcji ryzyka podprobleméw problemu vowel.
Jako nadrzednego klasyfikatora uzyto sieci neuronowej o dwéch (lewy rysunek)
i trzech neuronach ukrytych (prawy rysunek)

Przyklad 1.9. Wykorzystujgc funkcje kosztu £(x, Cyp (), Cl(x)) = 1 — Clyy(y (x), gdzie
tr(x) jest indeksem poprawnej klasy, Cy.y poprawng klasg, a Cly, () (x) wartoscig akty-
wacji dla poprawnej klasy przyktadu x, mozna oszacowaé z gory ryzyko dla dwupoziomo-
wego klasyfikatora typu HCOC (dokladne wyliczenia w rozdziale 2.7.1) jako

K L K
(1.21) R[HCOC] =1— ————— amlm
et BB

gdzie m?k sq elementami macierzy pomylek (misclassification) dla klasyfikatora CI° w ko-
rzeniu, fi sq elementami zero-jedynkowej macierzy klastrowania F o wymiarach K x L
(K jest liczbg oryginalnych klas, a L liczbg podprobleméw), p; sq prawdopodobieristwami
a priori kias.

W tym wzorze wystepujg takze m”, ktére sq elementami przekgtnych macierzy M' dla
nienauczonych jeszcze klasyfikatoréw w kolejnym poziomie. Przyjmujgc M! = M!, gdzie
M jest ewaluacjg macierzy pomylek z wzoru (1.18) dla podproblemu ztozonego z klas
w klastrze Q!, mozna wykorzystaé wzér (1.21) jako funkcje kosztu algorytmu klastrowa-
nia. W rozdziale 2.6 podane sq doktadne wyliczenia.

Takie podejscie pozwoli szybko nauczyé wigcej niz jeden klasyfikator CI° w korzeniu
iwybrac ten, ktéry daje najlepsze wyniki. Jest to o tyle istotne, Ze niekoniecznie klasyfikator
w korzeniu o najnizszym ryzyku da najlepszy klasyfikator ztoZony. Na przyklad, niech
bazowy Cl bedzie zbudowany na podstawie o tzw. zero-rule, a wigc wybdr odpowiedzi
zawsze tej klasy C, ktora jest najliczniejsza. Predykcja CI jest wigc niezalezna od samego
wektora atrybutéw x i dla wystarczajgco licznej w zbiorze uczgcym klasy C bedzie dawac
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niskie R[CI]. Taki klasyfikator nie bedzie jednak dobrym punktem wyjscia do podziatu na
podproblemy.

Doswiadczenie 1.10. Dia pokazania moZliwosci podejscia do nauczania przy wykorzy-
staniu oszacowania bledow klasyfikatorow pochodnych wykonany zostat eksperyment po-
legajgcy na ewaluacji wartosci RIHCOC] dla dwupoziomowego HCOC. Warto$¢ ryzyka
R[HCOC] byla obliczana na cztery sposoby:

A po nauczeniu korzenia CI° i jego potomkéw CI', wartosé RIHCOC] zostata obliczona
na podstawie przyktadéw; odpowiada to petnemu nauczeniu HCOC i policzeniu
jego bledu z przyktadow,

B wykorzystujgc ewaluacje RITHCOC] z wzoru (1.21) dla nauczonego CI° oraz macierzy
pomytek M! obliczonych dla nauczonych klasyfikatoréw potomnych CI'; odpowiada
to nauczeniu petnego HCOC, ale ewaluacji RIHCOC] z wzoru (1.21),

C R[HCOC] obliczone, wykorzystujgc ewaluacje bledu HCOC z wzoru (1.21) z CI°, na-
uczonym i klastrowanym, a nastepnie ewaluowanych na podstawie wzoru (1.18)
przekgtnych macierzy pomylek M'; odpowiada to ewaluacji HCOC jedynie na pod-
stawie nauczonego CI°,

D R[HCOC] obliczone z danych: po nauczeniu CI° i klastrowaniu, klasyfikatory potomne
CI! symulowane z wykorzystaniem algorytmu z rysunku 1.5; odpowiada to analo-
gicznej jak w punkcie C ewaluacji, ale wykorzystujgc algorytm.

Tabela 1.3. Wartosci korelacji Spearmana p dla réznych ewaluacji RIHCOC] dla
funkdji kosztu £(x, Cypype(x), C1(x)) = 1 — Clyye(x) (x). Wyniki pochodza z udred-
nienia 12000 architektur, z wykorzystaniem sieci neuronowych z rézng liczbg
neuronéw ukrytych, uczonych r6zng liczbe epok (od stabych do silnych). Dla kaz-
dego nauczonego klasyfikatora w korzeniu nauczonych bylo 25 réznych zesta-
woéw klasyfikatoréw potomnych

Tumor Vowel Audiology Arrhythmia

A-B 0.864 0.753 0.751 0.935
A-C 0.843  0.690 0.803 0.870
A-D 0.851  0.712 0.857 0.944
B-C 0974  0.807 0.856 0.953
B-D 0.790  0.674 0.680 0.918
C-D 0.870 0923 0.916 0.927

Tabela 1.3 pokazuje korelacje pomiedzy poszczegdlnymi wartosciami. Przedstawia ona
szereg interesujgcych zaleznosci:
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A-B wysoka korelacja wskazuje, Ze wykorzystanie wzoru (1.21) jest uzasadnione (w oby-
dwu podejéciach A i B nauczone sq wszystkie klasyfikatory potomne CI'),

A-C tu wysoka korelacja pokazuje, Ze wykorzystanie wzoru (1.21) jest uzasadnione dla
aproksymacji RITHCOC] bez rzeczywistego nauczania klasyfikatoréw potommnych,
jak to sig dzieje w B; to pokazuje tez, Ze (1.21) moze by¢ uzyte jako funkcja dopaso-
wania (ang. fitness) w wykorzystywanej metodzie szukania macierzy klastrowania,

A-D wysokie korelacje wskazujg na poprawnos¢ wykorzystania aproksymacji (1.18) dla
aproksymacji dziatania CI',

B-C ze wzgledu na mate réznice migdzy B i C korelacje sq wysokie; ta wartos¢ pokazuje
jakosé estymacji macierzy M!,

B-D wysokie wartosci wskazujg, Ze prawdziwe macierze M uzyskane z nauczania sq
podobne do macierzy M'uzyskanych przez estymacje, wykorzystujgc (1.18),

C-D korelacja migdzy tymi wartoSciami wskazuje na zwigzek migdzy réznymi sposobami
ewaluacji macierzy M' z wzoru (1.18) i przy wykorzystaniu algorytmu 1.5 — tu
wysokie korelacje pokazujg, ze prosty algorytm 1.5 jest bardzo zbiezny z prostym
usrednieniem.

Oczywiscie najbardziej interesujgce sq wartosci korelacji A—C. W tabeli 1.4 podane sq
doswiadczalne wartosci tej korelacji dla réZnych probleméw i dla réznych wielkosci sieci.
Wuyniki pokazujg, Ze korelacje sq niezalezne od architektury poszczegolnych klasyfikatoréw
bazowych.

Te wyniki, polgczone z doswiadczeniami, wskazujg, Ze aproksymacja macierzy pomy-
tek wedtug (1.18) i aproksymacja bledu (1.21) pozwalajg na oszacowanie na podstawie
nauczonego juz klasyfikatora w korzeniu, jak bedg dziataé klasyfikatory w nastepnej war-
stwie. To umozliwi, po zbudowaniu CIY i znalezieniu klastrowania, oszacowanie wartosci
R[HCOC] po dodaniu kolejnej warstwy.

Poniewaz wiadomo, Ze dziatanie catego HCOC bedzie zalezec od dziatania klasyfikato-
réw w weztach, mozna sie pokusic o zbudowanie kilku réznych klasyfikatoréw w korzeniu,
oszacowac wartosci R{HCOC] wynikajgce z uzycia kazdego z nich i wybraé najbardziej
obiecujgcy.

Uwaga 1.11. Naturalnie wyniki znalezione w eksperymencie powyzej nalezy przyjmo-
wac z ostroznoscig, aby nie wysnué nieprawdziwego wniosku, Ze wystarczy zbudowac
klasyfikator w korzeniu, a reszte symulowaé. Tak zbudowany HCOC nie pozwolitby na
poprawianie wynikéw. Dodatkowo, jak zauwaza wielu autoréw, sktadanie klasyfikatoréw
ma sens tylko wtedy, gdy sq one rdzne, a w szczegolnosci popetniajg bledy w réznych ob-
szarach rozwigzywanego problemu (Kuncheva, 2005; Shipp, Kuncheva, 2002; Giacinto,
Roli, 2001). Symulowane klasyfikatory pochodne sq naturalnie skorelowane z sobg. Na-
uczanie potomnych CI' jest wigc konieczne, jednak pokazana ewaluacja ulatwia wybér
architektury.
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Tabela 1.4. Srednie korelacje Spearmana p dla poréwnania A-C dla wszystkich
sieci (czes¢ gérna), dla sieci z ustalong liczba neuronéw ukrytych w sieci CI° w ko-
rzeniu (czes$¢ srodkowa) i dla sieci z ustalong liczbg neuronéw ukrytych w klasy-
fikatorach potomnych CI i r6zng w CI°

Tumor Vowel Audiology Arrhythmia

Wszystkie 0.843  0.690 0.803 0.868
clo

2 0910  0.669 0.804 0.904
3 0.872  0.664 0.781 0.871
4 0.798  0.667 0.796 0.873
5 0.745  0.641 0.795 0.858
6 0716  0.673 0.744 0.846
cl

2 0.821  0.794 0.824 0.879
3 0.891  0.861 0.843 0.882
4 0.933  0.886 0.859 0.887

1.3. Wykorzystanie stabych klasyfikatoréw

Po raz pierwszy pojecie stabego nauczania pojawilo si¢ w pracach (Valiant, 1984; Ke-
arns, Valiant, 1989, 1994), bedacych podstawg do tzw. PAC-learning (ang. Probably
Approximately Correct). W tym modelu nauczanie odbywa si¢ na losowo wybra-
nych przyktadach i zbudowana hipoteza musi by¢ poprawna na wszystkich, poza
niewielka liczbg, przykfadach.

Definicja sfabego nauczania nie wymaga, aby zbudowany model byt w stanie
rozpoznawaé wszystkie, poza skoriczong liczbg, przyktady. Schapire (1990) poka-
zal réwnowazno$¢ nauczania stabego i nauczania silnego poprzez zdefiniowanie
konstrukgji klasyfikatora silnego z wielu stabych. Dato to poczatek podejéciu do
nauczania maszynowego poprzez tzw. boosting, a wiec naprawianie wynikéw jed-
nego stabego klasyfikatora przez zbudowanie szeregu kolejnych, takze stabych,
klasyfikatorow. Kazdy staby klasyfikator powinien by¢ prosty w konstrukcji. Oka-
zalo si¢ wiec, ze istnieje mozliwo$é budowy poprawnych i silnych klasyfikatoréw
z wykorzystaniem bardzo prostych srodkéw.

Pierwsze podejscie bylo tzw. boostingiem przez filtrowanie. Pézniej zapropo-
nowany zostal algorytm AdaBoost, bedacy zlozeniem sekwengji stabych klasyfi-
katoréw i osiggajacy praktycznie nieograniczong dokiadnos¢ (Freund, Schapire,
1997). AdaBoost, oryginalnie zdfiniowany dla probleméw dwuklasowych, docze-
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kat sie rozszerzen dla probleméw wieloklasowych (m.in. Friedman et al., 2000,
2004; Eibl, Pfeiffer, 2005; Bartlett et al., 2006; Biithlmann, Yu, 2006).

Definicja 1.12. Jesli warto$¢ ryzyka klasyfikatora jest niewiele nizsza od wartosci
ryzyka dla klasyfikatora losowego, to klasyfikator nazywamy sfabym.

Ta definicja jest oczywista dla liczby klas K = 2. Wartos¢ ryzyka, tzn. wartosci
oczekiwanej funkcji kosztu na poziomie 1/2 — €, € > 0, oznacza, ze Cl dziata
niewiele lepiej niz losowo. Klasyfikator CI rozpoznajacy K > 2 klasy i osiagajacy
blad rzedu 1/2 jest w rzeczywistosci znacznie silniejszy. Catkiem losowy CI dla
K > 2 klas bedzie miat btagd rzedu 1 — 1/K. Dla poradzenia sobie z wigksza liczbg
klas Freund, Schapire (1997) zaproponowali miare pseudo-loss.

Definicja 1.13. (Freund, Schapire, 1997) Funkcja kosztu pseudo-loss ma postaé

(1.22) £(x, Cprx), h(x)) = % (1 —h(x, Cy(y)) + ﬁ ) h(x,C)) ,

C#Ch(x)

gdzie Cy, () oznacza prawdziwg (tr jak true) klasg przykladu x, h(x, Ciry ) jest war-
toscig hipotezy, ze prawdziwa klasg x jest Cy,(,), a h(x, C) jest wartoscig hipotezy,
ze klasa jest C.

Ta definicja odpowiada testowaniu par alternatyw, czy hipoteza h() wskazuje
na klasg C;(,) czy na inng (nieprawidtowa) C. Dla kazdej pary Cy,(y) i C # Cy(y)
zachodzi h(x, Cyy(y)) + h(x,C) = 1. Jest to wbudowanie do funkji kosztu sche-
matu wielokrotnego klasyfikatora jeden-przeciwko-wszystkim (ang. one-against-all).
Klasyfikator, dla ktérego wartoéc¢ pseudo-loss jest niewiele nizsza od 1/2, nazywa-
my stabym (weak).

Funkcja pseudo-loss ma wartosci z przedziatu [0, 1]. Jesli h(x, Cpy)) = 1, to
£(x, Cpp(xy, h(x)) = 0. Jesli warto$¢ h(x, Cpy(x)) = 0, to £(x, Cyy(y), h(x)) = 1. Jesli
h(x,Cr(xy) = 1/K, to £(x, Cyy(y), h(x)) = 0.5. Warto$¢ tak zdefiniowanej funk-
qji kosztu bedzie tym nizsza, im aktywacja dla prawdziwej klasy jest wyzsza od
Sredniej aktywacji na pozostatych pozycjach. Jesli jest réwna $redniej, to wartos¢
£(x, Cyy(x), Cl(x)) = 1/2. Uzycie tej funkgji kosztu lezy u podstaw dziatania algo-
rytmu AdaBoost.M2 (Freund, Schapire, 1997). Tak wiec jesli warto$¢ oczekiwana
aktywacji dla prawidlowej klasy bedzie bliska $redniej aktywacji dla innych klas,
to wartos¢ funkcji pseudo-loss bedzie bliska 0.5.

Definicja 1.14. Klasyfikator jest staby, jesli warto$¢ oczekiwana funkcji pseudo-loss
jest nizsza od 1/2.

Ta definicja nie bierze pod uwagg, ze po obliczeniu aktywacji, zgodnie z de-
finicjg klasyfikatora 1.1, konieczny jest wybér koricowej klasy za pomocg jakiejs
reguly (funkcja selekcji S w definicji 1.1). Zwykle bedzie to reguta typu arg max
wyboru klasy o najwyzszej aktywacji. Definicja uwzglednia jedynie $rednie pozio-
my aktywacji, a nie jak czesto kazda z klas byta poprawnie wybierana. Okazuje
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sie, ze zbyt maly margines aktywacji ponad warto$¢ 1/K lub ponad $rednig ak-
tywacje na pozostatych pozycjach nie jest wystarczajgcy, aby dana klasa zostata
wybrana przez S z prawdopodobienistwem wiekszym od 1/K.

Przyklad 1.15. Niech dany bedzie trzyklasowy problem. Xy, jest podzbiorem tych przy-
ktadow, ktére nalezg do klasy Cy. Niech wartos¢ oczekiwana aktywacji dla x € Xy wynosi

E[CI(x) | x € X;] = [0.35,0.39,0.29).

W oczywisty sposob aktywacje na pierwszej pozycji sq wyzsze od 1/K = 1/3 i od Sredniej
aktywacji na pozostatych pozycjach (0.39 + 0.29)/2 = 0.33. Nie oznacza to jednak, ze
klasa Cy zostanie wybrana. Przewaga tej wartosci ponad wartosé Sredniq jest zbyt mata.

Tak zdefiniowany klasyfikator bedzie mozna nazwaé stabym zgodnie z definicjg 1.14,
poniewaz dla x z klasy C; mamy E[¢(x,C1,Cl|x € C1)] = (1 —0.35+0.33) /2 = 0.49
(podobnie dla pozostatych klas), jednak prawdopodobieristwo, Ze czesciej niz niepoprawna
bedzie wybrana poprawna klasa, jest mniejsze od 1/2.

Okazuje sig, co bedzie pokazane nizej, ze prawdopodobieristwo wybrania poprawnej
klasy wynosi w tym przyktadzie zaledwie 0.27869, czyli bedzie mniejsze od 1/K = 1/3.

Definicja 1.16. Niech C! bedzie K-klasowym klasyfikatorem. Niech CI wykorzy-
stuje do selekcji klasy podejscie arg max (wybiera klase o najwyzszej aktywacji).

Clnazywamy sfabym klasyfikatorem, jesli prawdopodobienstwo, ze aktywacja
dla prawdziwej klasy jest wyzsza od ktérejkolwiek innej aktywacji z prawdopodo-
bienstwem wyzszym od 1/K:

(1.23) Pr(Clyy(xy(x) > Clj(x) Vj # tr(x)) > 1/K.

Definicja 1.17. K-klasowy klasyfikator Cl nazywamy stabym, jezeli wartos¢ ocze-
kiwana aktywacji na pozycji poprawnej klasy jest wieksza od «(K), gdzie

(1.24) a:IN — (0,1]

zwraca minimalng warto$¢ aktywacji taka, ze wartoé¢ po lewej stronie wyraze-
nia (1.23) jest réwna 1/K.

Przy zalozeniu, Zze $rednie wartoéci aktywacji na wszystkich pozycjach po-
za prawidlowg sg rowne, mozna udowodnié¢ twierdzenie o minimalnej wartosci
«(K). To zalozenie nie bedzie zwykle spelnione, niezaleznie jednak od tego pro-
ponowane tu podejscie podaje lepsze oszacowanie minimalnej aktywacji.

Twierdzenie 1.18. Niech Cl bedzie K-klasowym klasyfikatorem, K > 2. Niech wartosci
oczekiwane aktywacji na pozycjach réznych od poprawnej bedg réwne.
Cl jest staby wtedy i tylko wtedy, gdy Y- | Pr(C;)E[CL;(x)|tr(x) = i] > a(K), gdzie

(1.25) w(K) = main{a: %2(1)1'(Ki_1) (1 — 11’_04“)’(‘2 > Il<}

i=0 +

gdzie p; jest prawdopodobieristwem a priori klasy C;, (x)+ = max(0, x). Niecha(1) =1
z definicji.
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Dowod. (Podolak, Roman, 2009) Niech CI bedzie K-klasowym klasyfikatorem da-
jacym [y1, . .., yk] jako wektor prawdopodobienstw klas P(C|x). Z zatozenia wek-
tor dtugosci przedzialéw [y, ..., Vi1, Yii1, - - -, yx| (dla wygody zapisu niech t #
K) ma rozktad réwnomierny. } . +; yx = 1 — y+. Niech a = y1, gdzie t jest indeksem
prawdziwej klasy.

Niech yk, k # t, beda dlugosciami przedzialéw zwigzanymi z podzialem od-
cinka I = [0,1 — y¢]. Niech ¢, ..., x—» bedg zmiennymi losowymi odpowiada-
jacymi koficom przedzialéw zwigzanych ze zmiennymi y; dzielacych przedziat I
iniech §o = 01 k-1 = 1 —y+. Mozemy zastosowac permutacj¢ &), - --,&(x-2)
zmiennych (y, ..., Ck—2 taka, ze §(1) < -+ < {(x_p). Ustalmy ) = 0 oraz
{(k—1) = 1 —yr. Wartosci §(;) odpowiadajg punktom podziatu [0,1 — y;] tak, ze
odcinki odpowiadajg kolejno aktywacjom w kolejnosci rosnacej.

0 S0 S - S(k-2) S(k—1) 1
| |
[

| | | | |
T T T T T 1

Niech {74 = ¢(;) — x(i-1) }lK:_ll bedzie rodzing statystyk 7 = (171, ..., (x-1))-
Jesli ¢; sa zmiennymi losowymi na [0, 1], to mozna kazdy przedziat o dtugosci !
przeskalowac do [0, 1 — y¢], wykorzystujac funkcje skalujaca s(I) =1/ (1 — y;).

Rozktad 7 jest rozktadem Dirichleta (patrz dodatek A.12)

(126) (17(1)/--'/77(1(—2)) = Di?’(l,...,l;l),

gdzie Dir(ay, ..., ag_p; ax—1) jestrozktadem Dirichleta parametryzowanym przez
ai,...,ag—1. W naszym przypadku, gdy rozklad aktywacji dla wszystkich klas
poza prawdziwg klasg C; jest z zatoZzenia rownomierny, mamy wszystkie a; = 1.
Gestos¢ prawdopodobieristwa wektora prawdopodobieistw (71), . .., 1(k—p)) ma
warto$¢ f(xy,...,xx-2;1,...,1) = (K—=2)L.

Warunek, aby klasyfikator CI poprawnie wybrat dla przyktadu x € X; klase ¢
jako prawdziwg (czyli dla x nalezacego do klasy C;), jest rtéwnowazny warunkowi

(1.27) Pr{argmax yS'(x) =t |t} = Priys > yV i #t|t}.
i

Interesuje nas najmniejsza wartos¢ y; (czyli a(K)) taka, ze to prawdopodobienstwo
bedzie wigksze od 1/K, tak jak to jest okreslone w definicji 1.17. Szukajac « dla
przedziatu [0,1 — y;], wtedy dla przedziatu [0, 1] szukamy wartosci a/(1 — «),
uzywajac funkcji skalujacej s(I) dla ! = a.

Niech « bedzie ustalone. Wtedy

o

Pr{(l—zx) >y Vi t|t} = /A(K—2)!dx1dx2...dxt_1dxt+1...de_l,

gdzie

. 0 14
A= (X1, 0, X1, X441, .., Xk1)  ViF Ly < 7/\2361' =1- .
—a 7 1—uw
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Rozklad brzegowy 7 wektora 7 = (#(1),...,7(x—1)) ma postac rozkladu Beta
Beta(1,}; aj — a;) = Beta(1, K — 2) (Ferguson, 1973). Funkcja gestosci prawdopo-
dobieristwa rozktadu Beta ma postaé

r(ﬂ‘l' b) a—1

(1.28) Beta(ula,b) = W;{ (1—pu)" 1.

Podstawiajagca = 1ib = K — 2 dla kazdegoi =1,...,K — 1, otrzymujemy

Pring <=x} = /x F11+K22))u11(1 K2y
/ TI(K—2) r K w1 —w)* 2ty
(K 2)r(1< 2) B
:/0 WU—N Sdu
(1.29) :/‘Ox(K—z)(l—u)Kisdu:1_(1—X)K72.

Stad Pr{n) > x} = (1 - x)K=2,
Mozna zauwazyd, ze

(130)  Pr{na) >x1,... o) > Xk1} = (1—x1 —xp— - —xg_1)§ 72,
gdzie (a)4+ = max(0,a).
Wykorzystujac zasade wlgczen-wylaczen, otrzymujemy
(1.31)
K-2
« « =2 (K—1 in
Pr{ﬂ(1)<1_a,,77([(1)<1_“}—120(—1)1< ; ) 1_1—0( .
= +

Jesli ta wartoé¢ prawdopodobienistwa jest wieksza od 1/K, to méwimy, ze klasy-
fikator jest staby. O

Niektére wartosci a(K) dla matych K podane sa w tabeli 1.5.

Przyklad 1.19. Ideg definicji stabego klasyfikatora pokazuje rysunek 1.8. Problem znale-
zienia a(K = 4) mozna przedstawic jako geometryczny. Niech bedzie dany tréjkgt réw-
noboczny o wysokosci 1 — & z wrysowanym w Srodku mniejszym tréjkgtem o wysoko-
$ci w. Definicji 1.17 odpowiada rozwigzanie nastepujgcego problemu: jaka jest minimalna
wartos$é w taka, zeby punkt wylosowany z tréjkgta z prawdopodobieristwem co najmniej
1/K = 1/4 byt wylosowany z wewnetrznego tréjkqta? To odpowiada rozwigzaniu

a?/2 1

1-wa)2/2 &
co daje a(4) = 1/3.
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Rysunek 1.8. Warto$¢ a(K) dla K = 4

Tabela 1.5. Kilka poczatkowych wartosci a(K)

K «a(K) K «a(K) K «(K) K «(K) K «a(K) K «(K)
1 1.000 5 0.289 9 0194 13 0.150 17 0124 21 0.106
2 0.500 6 0256 10 0.180 14 0.142 18 0119 22 0.103
3 0400 7 0230 11 0169 15 0135 19 0114 23 0.099
4 0333 8 0210 12 0159 16 0129 20 0.110 24 0.09

Obserwacja 1.20. Na rysunku 1.9 wystepujg rézne zaleznosci a(K). Wartosci a(K) oraz
1/K sg réwne dla K = 1i K = 2, dla wyzszych «(K) > 1/K. Pokazuje to zwigkszone
wymaganie co do stabosci klasyfikatora wynikajgce z twierdzenia 1.18. Zgodnie z defini-
cjg 1.1 klasyfikatora, po obliczeniu wartosci prawdopodobieristwa przynaleznosci do klas
nastepuje etap wyboru, a wymagania co do Sredniej aktywacji okazujg si¢ wyzsze. Naj-
wigksza bezwzgledna réznica a(K) — 1/K jest dla K = 5 (réznica prawie 0.09).

Jednoczesnie warto zauwazyé, ze K  1/K jest wartoscig stalg, K x a(K) natomiast
jest Scisle rosngca, co przedstawia coraz bardziej zwigkszone wymagania narzicone przez
nowq definicje wraz ze wzrostem liczby klas.

Ostatni wykres na rysunku 1.9 pokazuje zaleznosé prawdopodobieristwa wyboru da-
nej klasy od wartosci aktywacji w zaleznosci od liczby klas K. Wida¢ wyraznie wyzsze
wymagania narzicone przez wprowadzony formalizm o (K).

Obliczanie wartosci a(K) dla wiekszych K wprost z twierdzenia jest praco-
chtonne. Mozna jednak dobrze przyblizy¢ wartosé a(K), korzystajac zmodelu ax’.
Rozwigzanie ma postaé

(1.32) w(K) ~ 0.83723K ~0-68566

Wriasnos¢ stabosci klasyfikatora bierze pod uwage warto$¢ oczekiwang akty-
wagji na poprawnych pozycjach dla wszystkich klas. Czasem bedzie potrzebna
modyfikacja tej definicji.
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alpha for different K margin alpha-1/K
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Rysunek 1.9. Wartosci «(K) dla r6znych K. Od géry do dotu: a(K) (linia kropko-
wana) wzgledem 1/K (linia ciggta), margines a(K) — 1/K, K * a(K). Wartosci licz-
by klas w skali logarytmicznej. Ostatni rysunek przedstawia prawdopodobien-
stwa wyboru klasy w zaleznoéci od aktywacji dla K = 3,5,7,11,13,15,19, 23, 27.
Dla poréwnania liniowa struktura pseudo-loss

Definicja 1.21. Klasyfikator C! nazywamy stabym w sposéb silny, jezeli jest staby
dla kazdej klasy z osobna.

Ta definicja wzmacnia poprzednig w tym sensie, ze w definicji zasadniczej kla-
syfikator moze by¢ nawet bardziej losowy dla niektérych klas, a mimo to wartos¢
oczekiwana aktywagji spelni wymienione warunki. Bedzie to miato miejsce wte-
dy, gdy w problemie istniejg klasy dominujace, reprezentowane przez znacznie
wiekszg liczbe przyktadow. CI moze wtedy w prosty sposéb nauczy¢ sie tak, aby
oczekiwana warto$¢ aktywacji spelniata warunki definicji stabego klasyfikatora,
a jednoczes$nie mniej si¢ przystosowywac do rzeczywistego problemu.

Przyklad 1.22. Klasyfikatory typu zero-rule budowane sq w nastepujgcy sposob: algo-
rytm zlicza liczbe reprezentantéw kazdej z klas i wyszukuje klase Cs, ktéra wystepuje naj-
czgsciej. Nastepnie dla kazdego przyktadu zwraca jako odpowiedz witasnie Cs.
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Niech zbiér uczgcy ma N przyktadow, a klasa Cs wystepuje w nim N razy. Jesli przy-
blizymy wartod¢ oczekiwang przez prostq Srednig, to aktywacja na poprawnej pozycji be-
dzie wynosic

(Ns'1+(N_Ns)'O)/N:Ns/N

i wystarczy spetnienie Ns/N > 1 — a(K) dla K mozliwych klas, aby klasyfikator byt
staby w sensie podanej definicji (dla mniejszej liczby klas moze si¢ to zdarzy¢ czesto).
Poniewaz w tym specyficznym przykladzie aktywacje sq réwne albo 1, albo 0, wystarczy,
aby Ns/N > 1 —1/K, co jest stabszym wymaganiem.

Zbudowanie modelu HCOC opartego na klasyfikatorach takich jak zero-rule
w wezlach bedzie si¢ mija¢ z celem. Dla kazdego przykladu, w danym weZle,
odpowiedz bedzie identyczna, a w zwigzku z tym zupelnie niezwigzana z przy-
ktadem klasyfikowanym. Sama staboé¢ klasyfikatora bazowego nie bedzie wigc
wystarczajgca do zbudowania zadowalajgcego modelu HCOC.

Jesli w wezlach HCOC wykorzystane zostang klasyfikatory slabe w sposéb sil-
ny tak jak w ostatniej definicji, pozwoli to na lepsze oszacowanie wartosci ryzyka
R[HCOC] (patrz twierdzenie 2.33 w rozdziale 2.7.1).

1.4. Podsumowanie i uwagi

W tym rozdziale pokazane zostalo, w jaki sposéb mozliwy jest podziat zadania na
mniejsze podzadania przy jednoczesnej aproksymacji oczekiwanej wartosci funk-
qji kosztu, ktérg osiggnatby HCOC, gdyby taki podziat zastosowano. Pozwala to
na nauczenie kilku klasyfikator6w w korzeniu, aproksymacje wartosci R[HCOC]
i wybér tego CI° w korzeniu, ktéry daje najlepsze szanse na osiggnigcie optymal-
nego wyniku koricowego.

Jednoczesnie taka miara moze stuzy¢ jako funkcja dopasowania w tworzacym
taki podziat algorytmie klastrowania. W nastepnej czesci w rozdziale 2.6 podane
sg szczegotowe propozycje tych algorytmoéw.

Na konicu tego rozdziatu przedstawiona zostata nowa definicja stabego klasy-
fikatora, r6zna od obecnych w literaturze. Ta definicja ma bezposredni wplyw na
budowe HCOC, poniewaz bedzie miarg méwiagcg, w jaki sposéb musi byé nauczo-
ny kazdy klasyfikator bazowy. Pozwoli to na ustrzezenie sie¢ przed sytuacjami,
w ktorych klasyfikator w jednym z weztéw uniemozliwi dobry wynik koricowy
HCOC.

Warunek, aby klasyfikatory bazowe w weztach byly stabe, jest podstawowy
dla modelu HCOC. HCOC jest modelem aczenia wynikéw posrednio zaleznym
od danych: waga kazdego klasyfikatora rozwigzujacego podproblem nie jest sta-
Ia, lecz jest zalezna od aktualnie klasyfikowanego przyktadu (patrz dodatek A.6).
Dzigki temu, ze klasyfikator jest staby, wagi klasyfikatoréw zawierajacych w swo-
im podproblemie prawidlowa klase rozpatrywanego przyktadu bedq miaty wa-
gi istotnie wigksze od tych dla podprobleméw, ktére nie zawierajq jej. Tak wiec
dzieki temu zatozeniu szum pochodzacy od ,nieprawidiowych” podprobleméw
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(§. niezawierajacych wtasciwej klasy) bedzie minimalizowany przez mniejsze wa-
gi. To pokaze, ze klasyfikator uogélniony — wskazujgcy prawidtowy podproblem
- przy zachowaniu warunku stabosci klasyfikatoréw bazowych bedzie ,silny”,
a wiec bedzie osiggal niski btad. W tej konstrukcji zostanie wprost uzyta definicja
wartosci a(K). W rozdziale 2.3.4 jest to szczegdlowo omowione.

W nastepnej czesci podana bedzie pelna definicja Hierarchicznego Klasyfika-
tora, jego elementy i algorytmy pozwalajgce na ich budowe. Pokazane zostanie
takze, ze wraz z dodawaniem kolejnych wezléw wartos¢ funkeji ryzyka maleje.



Rozdzial 2

Klasyfikator Hierarchiczny
HCOC

Jak byto opisane w rozdziale 1, w problemie klasyfikacji wykorzystywane sa dwa
podstawowe podejécia do podziatu zadania. Pierwszym jest podzial przestrzeni
wejéciowej X, rozwigzanie zadanego problemu dla kazdej czesci osobno, a na-
stepnie ztoZzenie wynikéw dla uzyskania konicowej odpowiedzi. Podziat X moze
by¢ twardy (ang. crisp), poprzez wyznaczenie granic w X', np. przez klastrowanie
algorytmem K-érednich. Dla kazdej wyznaczonej podprzestrzeni A; utworzony
zostanie klasyfikator CI'. Dla predykcji wyniki klasyfikacji beda ztozone ustalo-
nym algorytmem. Podzial przestrzeni wejsciowej moze by¢ takze migkki (ang. soft),
gdy istniejq i, j, i # j takie, ze X; N &; # ©, gdzie &; oznacza pewien podzbidr ca-
tego zbioru atrybutéw.

Drugim mozliwym podejéciem bedzie podziat przestrzeni wyjsciowej klas C =
{C1,...,Ck} napodproblemy C;, I =1,..., L. Ten podzial moze by¢ twardy albo
tez miekki. Takie rozwigzanie przyjmuje wilasnie, opisywany w tej pracy, HCOC.
Idea hierarchicznego podziatu C na kolejne nakladajace sie¢ podproblemy wynika
z obserwacji wynikow klasyfikacji dla problemoéw, w ktérych licznosé zbioru klas
C jest stosunkowo duza.

2.1. Podzial przestrzeni wyjsSciowej klas

W modelach sktadajacych si¢ z wielu prostszych klasyfikatoréw celem jest osig-
gniecie zysku polegajacego na tym, ze warto$¢ ryzyka dla catego klasyfikatora be-
dzie nizsza niz dla jego sktadowych. W przypadku HCOC, ktéry ma strukture
drzewiastg, bedziemy zadaé, aby R{[HCOC] < R[CI?], gdzie CI° jest klasyfikato-
rem w korzeniu.

W rozdziale 1.3 oméwiony byl klasyfikator staby, ktéry ma stosunkowo du-
73 warto$¢ ryzyka, jednak nizsza od wartosci ryzyka dla klasyfikatora losowe-
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go. Staby klasyfikator ma pewne szczeg6lne wiasnosci, ktére uzasadniajg podziat
przestrzeni klas.

Obserwacja 2.1. Niech CI bedzie klasyfikatorem. Dla wektora atrybutéw x wektor
(2.1) Cl(x) = (Cli(x),...,Clg(x))

zgodnie z definicjg 1.1 jest traktowany jako wektor prawdopodobieistw klas a posteriori
P(Cj|x). Przy wykorzystaniu reguly arg max jako koricowg odpowiedZ wybierana jest
klasa, dla ktérej wartosé Cl(x) jest najwyzsza (Hastie et al., 2001). Takie jest zadanie
funkcji S() w definicji 1.1. Jaka jest szansa, ze dla klasyfikatora stabego bedzie to klasa
poprawna? Dla probleméw dwuklasowych ten wybdr jest oczywisty, jednak jesli liczba
klas K > 2, juz tak nie jest.

err =0.792 err =0.811 err = 0.828 err = 0.847
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Rysunek 2.1. Statystyka réznych stabych klasyfikatoréw dla problemu vowel
(11 klas wyjsciowych) (Newman et al., 1998). U géry wielko$¢ Sredniego bledu. Dla
kazdego klasyfikatora pierwszy od lewej wykres gestosci odpowiada $redniej ak-
tywagji dla poprawnej odpowiedzi, a kolejne odpowiadaja Srednim aktywacjom
posortowanym malejgco wedltug wartosci (osobno dla kazdej klasy). Wyniki po-
chodza z usrednienia wielu modeli zbudowanych dla tego samego problemu. Lo-
sowy klasyfikator dla tego problemumablagd 1 —1/11 ~ 0.909. Staby klasyfikator
w sensie twierdzenia 1.18 ma blgd mniejszy od 1 — «(11) ~ 0.831

Na rysunkach 2.1 i 2.2 pokazane sq statystyki réznych stabych klasyfikatoréw dla pro-
bleméw vowel i primary-tumour. Istotne jest, Ze sq to klasyfikatory o bledzie w okoli-
cach wartosci granicznych dla klasyfikatoréw stabych, wynikajgce z definicji (patrz roz-
dziat 1.3). Mozna zauwazy¢, ze najwyzszq aktywacje otrzymuje zwykle pierwsza bgdz
druga nieprawidtowa klasa, a aktywacja dla prawidlowej klasy jest zwykle na drugim lub
trzecim miejscu.

Jedli aktywacja dla klasy prawidlowej nie jest zwykle tg najwyzsza, ale dru-
ga badz trzecig, to istnieje duze prawdopodobieristwo, ze wybierajac grupe klas
w nastepujacy sposob:
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Rysunek 2.2. Statystyka réznych stabych klasyfikatoréw dla problemu primary
tumor (21 klas wyjsciowych). Rysunki dla poszczegdlnych sieci zorganizowane
tak jak na rysunku 2.1. Catkowicie losowy klasyfikator dla tego problemu ma btad
1—1/21 ~ 0.952. Staby klasyfikator ma btgd mniejszy od 1 — «(21) ~ 0.894

e dana klasa o $redniej aktywacji Cl;,

e dwie lub trzy inne klasy o najwyzszych srednich aktywacjach, gdy prawdzi-
wa jest klasa Cj,

wyselekcjonujemy grupe, w ktérej znajdzie si¢ prawdziwa klasa. Oczywiscie taki na-
iwny sposéb tworzenia podprobleméw nie jest wystarczajacy.

Hipoteza 2.2. Dla slabego klasyfikatora CI' o wysokim bledzie $redni wektor aktywacji
ma naturalne odchylenie w kierunku odpowiedzi dla klas, ktére sq bardziej liczne w zbio-
rze przykladéw uczgeych D. Sredni wektor odpowiedzi [P(Cy|x,Cl), ..., P(Ck|x,Cl)]
klasyfikacji przykiadow z danej klasy Cy. jest odchylony w kierunku Srednich wektoréw
odpowiedzi dla klas, ktére majg wspdlne cechy z Cy.

Hipoteza 2.3. Najbardziej istotna jest odlegtos¢ (w sensie przyjetej miary, np. euklideso-
wej) miedzy wektorami odpowiedzi, ktére sq wektorami prawdopodobieristw przynalezno-
§ci do klas. Jesli odlegtosci migdzy odpowiedziami dla przyktadéw z réznych prawdziwych
klas sq niewielkie, to klasy sq do siebie prawdopodobnie podobne, a stgd trudniejsze jest ich
rozréznienie. Jesli odleglosci migdzy wektorami aktywacji sq wigksze, to klasy sq prawdo-
podobnie mniej do siebie podobne i prostsze do rozroznienia.

W pierwszym wymienionym w hipotezie 2.3 przypadku klasy odpowiadajace
tym przyktadom powinny by¢ przypisane do jednej grupy i rozrézniane na na-
stepnym poziomie zlozonego klasyfikatora. W drugim przypadku powinny by¢
przypisane do réznych grup. Odpowiada to zadaniu klastrowania. Klastry beda
tworzone z czgsto mylonych klas. Ta charakterystyka ma wyrazny zwigzek ze
$rednim btedem klasyfikatora. Im klasyfikator jest stabszy, tym znajduje sie ,ni-
zej” na liScie rankingowej $rednich aktywacji dla prawdziwej klasy. Odchylenie
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odpowiedzi ma zwigzek z problemem bias—variance (np. Hastie et al., 2001). Kla-
strowanie bedzie odpowiedzialne za podziat na grupy (klastry) wedlug $rednich
tak, aby w klasyfikatorach rozwigzujacych tam problem znalez¢ rozwigzanie dla
minimalizacji wariangji.

Obserwacja 2.4. Czy jednak aktywacje dla danych klas, w relacji do innych, sq podobne
dla réznych sieci, ktére osiggajg rézny blgd? Bedzie to odpowiadato profilowi odpowiedzi
dla véznych klas i jego zachowaniu przy zmieniajgcym si¢ bledzie.
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Rysunek 2.3. Srednie aktywacje sieci nauczonych dla problemu vowel. Wykresy
gestosci pokazujg Srednie aktywacje obliczone z 200 sieci, dajace razem blad rze-
du 0.792 na catym zbiorze uczacym. Indeksy u dotu kazdego wykresu sg indek-
sami klas problemu. Dla prostoty rysunku wyswietlone jest tylko 10 z wszystkich
11 klas problemu
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Rysunek 2.4. Srednie aktywacje sieci nauczonych dla problemu vowel usrednione
z 200 sieci i dajgce Sredni btad 0.391

Rysunki 2.3 i 2.4 pokazujg wyniki aktywacji usrednione z ponad 200 sieci kazdy. Lgcz-
nie Sredni blgd sieci na rysunku 2.3 wynosi ok. 0.792 dla wszystkich klas oraz 0.391 dla
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rysunku 2.4. Klasy nie sq w jakikolwiek sposéb posortowane. Poréwnujgc te rysunki, moz-
na zauwazyé podobny profil odpowiedzi, ktory ujawnia sig przy nauczaniu klasyfikatoréw,
wykorzystujgc ten sam zbiér uczgcy.

Wzorce zachowari klasyfikatorow sq wyrazniejsze, gdy blgd jest niski; to naturalne. Ale
jesli profil pozostaje ten sam, to mozna stosowac ten sam wybor, nawet jesli blgd jest wy-
soki. Mozna wigc wybraé klaster przez wybor klas o najwyzszej aktywacji dla przyktadéw
z ustalonej prawdziwej klasy. W trakcie nauczania klasy wykazujgce duze podobieristwo
profilu odpowiedzi przy przedstawieniu sieci réznych wejsciowych wzorcéw atrybutow
x bedg grupowane w klastry Q € Q.

2.1.1. Klastry iich nakladanie sie

Tworzenie klastréw lezy u podstaw modelu HCOC. Niech klasyfikator CI° czgsto
myli klasy C; oraz Cy.

Definicja 2.5. Méwimy, ze klasyfikator CI myli klasy C; i Cy, jesli aktywacje CI(x),
dla x nalezacych do klasy C;, maja czgsto najwyzsza warto$¢ na pozycji odpowia-
dajacej innej klasie Cy, w zwigzku z czym podejscie arg max czesto bedzie je nie-
poprawnie rozpoznawac.

Mylenie jest zwigzane z wysoka wartoscig mj; w macierzy pomytek (oraz,
ewentualnie, 1my;, jesli przyktady z prawdziwej klasy Cy beda rozpoznawane ja-
ko nalezgce do C;). Zwykle towarzyszy¢ temu beda podobne aktywacje na in-
nych pozycjach wektora CI(x). Algorytm nauczania tworzy wiec klaster Q taki, ze
Cj, Cx € Q, ktéry odpowiada podproblemowi ztozonemu z tych klas. W trakcie
klasyfikacji przyktadu przez klasyfikator w korzeniu HCOC (lub jego poddrze-
wa) wektor x zostanie przekazany do najbardziej prawdopodobnego podproble-
mu (klastra) Q dla doktadnego rozpoznania i poprawienia ewentualnego btedu.

Jesli Cl myli C; oraz Cy, jednoczesnie mylac Cy z Cyy, to naturalng reakcjq al-
gorytmu nauczania byloby utworzenie klastra Q O {C;j, Cy, C }. Jedli jednak kla-
sy C;j i Cy, nie s przez Cl mylone, wtedy algorytm powinien utworzy¢ dwa réz-
ne Klastry: Q) zawierajgcy (migdzy innymi) klasy C; i Cy oraz Qq zawierajgcy Cy
i Cyy. Méwimy, ze te klastry naktadajg sie, stad petna nazwa modelu: Hierarchicz-
ny Klasyfikator z Naktadajgcymi sie Grupami Klas (ang. Hierarchical Classifier with
Overlapping Clusters, HCOC). Dzieki takiemu rozwigzaniu przy podziale na pod-
problemy wykorzystane jest maksimum informacji z obserwacji dziatania klasy-
fikatora CI w korzeniu aktualnego poddrzewa HCOC.

Uwaga 2.6. Jesli chodzi o tgczenie w klastrach przyktadéw najbardziej mylonych, to inte-
resujgca jest tu analogia z metodologig drzew decyzyjnych (m.in. Kohavi, Quinlan, 2002;
Quinlan, 1993; Breiman, 2001; Quinlan, 1996; Sethi, Sarvarayudu, 1982). W wezlach
drzewa decyzyjnego umieszczane sq testy atrybutow. Celem algorytmu budowy drzewa
jest znalezienie takich sekwencji testéw, aby otrzymaé mozliwie najplytsze drzewo pozwa-
lajgce jak najszybciej okresli¢ etykiete przyktadu.
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W danym kroku rekurencyjnej procedury budowy drzewa algorytm wybiera ten test,
ktory najlepiej rozdziela przyklady uczgce na dwie grupy. Odpowiada to wigc, podobnie
jak w HCOC, jak najprostszemu rozdzieleniu przyktadéw, pozostawiajgc trudniejsze pro-
blemy do rozwigzania w podproblemie tworzonym przez przyklady z jednej z grup. Jest to
réwnoznaczne z wyszukiwaniem, na danym poziomie, grup klas najbardziej z sobg mylo-
nych, najtrudniejszych do rozréznienia.

Jednak w danym kroku algorytm budowy drzewa decyzyjnego zaklada niezaleznos¢
atrybutow i rozpatruje osobne testy dla kazdego z atrybutoéw, aby znalezé optymalny po-
dziat. HCOC rozpatruje jednoczesnie aktywacje aktualnego korzenia w celu utworzenia
naktadajgcych si¢ podprobleméw. HCOC operuje w przestrzeni klas wyjsciowych.

2.2. Definicja HCOC

Model klasyfikatora HCOC jest drzewem klasyfikatoréw CI takich, ze Klasyfika-
tor w korzeniu CI° rozwiazuje caly problem Q°, a klasyfikatory CI’, w wezlach
nizej, rozwigzujg podproblemy.

Definicja 2.7. Niech D C X x C bedzie zbiorem N przyktadéw uczacych proble-
my klasyfikacji, a C = {G;|i = 1,...,K}K | zbiorem K mozliwych klasyfikacji.

Klasyfikator Hierarchiczny HCOC z nakladajacymi si¢ klastrami klas jest tréj-
kg

2.2) HCOC = (V, V°, child),
gdzie
child : V—=2Y,
vV = {vi=(Cl F)},

vioe v,

cr o X—|0,1%,

Fi K x L' macierz(L' = |child(V?)|) jesli [child(V!)| > 0

() w przeciwnym przypadku,

takimi, ze

sup(CI°(X)) =,
Vi U sup(Cl(X)) = sup(CI'(X)),
I:Vliechild(V?)

gdzie sup(CI(X)) okresla suport C! i, czyli zbiér tych wszystkich klas, ktére mogg
by¢ rozpoznane przez CI*.
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HCOC jest drzewem ztozonym z weztéw V', z ktérych kazdy sktada sie z kla-
syfikatora CI’ uczonego w procesie nauczania nadzorowanego oraz macierzy kla-
strowania F znajdowanej w procesie nienadzorowanego nauczania (klastrowa-
nia). Proces nauczania HCOC jest wiec fuzjg dwéch typéw nauczania, w ktérym
jeden stara si¢ znaleZ¢ najlepsze rozwigzanie problemu klasyfikacji dla pewnego
podzbioru klas, a drugi wyszukuje pewne polaczenie wynikéw nauczan osob-
nych podprobleméw. Jak to zostanie pokazane, odpowiedni wybér heurystycz-
nej funkgji kosztu pozwala na znalezienie optymalnej macierzy F, ktéra mini-
malizuje catkowity btad HCOC. Nauczanie HCOC jest zwigzane z podejéciem
Expectation-Maximization EM, gdzie krok nauczania klasyfikatoréw minimali-
zuje btedy w klastrach (Expectation w EM), klastrowanie natomiast przypisuje
odpowiedzialnoéci klastrom (Maximization) (Hastie et al., 2001).

Funkdja child zwraca, dla wezta V', zbiér wszystkich jego potomkéw. Dla pro-
stoty, wierzcholki bedg numerowane w kolejnosci prefiksowej od lewej do prawej
na kazdym poziomie. Wezly V' takie, ze |child(V?)| > 0, nazywamy wewnetrzny-
mi, w przeciwnym wypadku lisémi. Wezlty w lisciach sktadajg sie z samego klasy-
fikatora.

cr
FG

C. C, C,[C, C. C)C, C,[C,

C

10

11 ClZ C13 C14|

Rysunek 2.5. Przykladowa struktura HCOC. Wezly w liSciach nie maja macierzy
klastrowania F'

Przyktadowy HCOC jest pokazany na rysunku 2.5. Caly oryginalny problem
sklada sie z przykladéw etykietowanych przez 14 klas. Klasyfikator w korzeniu
podejmuje probe rozwigzania calego problemu.

Doswiadczenie 2.8. Dla wizualizacji podziatu na klastry wykonane zostato doswiadcze-
nie dla problemu typu Mixture of Gaussians: na plaszczyznie wylosowane zostaly punkty
z 10 klas o rozkiadzie normalnym (po 500 przykiadéw uczgcych dla kazdej klasy, ze stalg
macierzq kowariancji). Rysunek 2.6 pokazuje zbiér uczgcy oraz klasyfikacje na kolejnych
poziomach dla siatki 1,000, 000 przyktadéw testujgcych. HCOC jest ograniczony do ko-
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rzenia i dwdch poziomow ponizej. Klasyfikatory na kolejnych poziomach sq stabe (uzyte
byly sieci neuronowe z 2 neuronami ukrytymi uczone przez 20 iteracji kazda. Struktura
utworzonego HCOC jest pokazana na rysunku 2.7.

Na rysunku 2.8 zobrazowane jest dziatanie HCOC na pierwszym poziomie ponizej
korzenia wraz z tworzeniem sig klastrow. Dostrzegamy nakfadanie si¢ klastréw, tworzenie
przez klastry podprobleméw odpowiadajgcych obszarom odpowiedzialnosci. Tu wszystkie
ewaluacje wykonano metodg RestRICTED (patrz rozdziat 2.3.3). Kazdy klaster ma obszar,
dla ktérego zwigzany z nim klasyfikator nie jest wywolywany, poniewaz w klasyfikatorze
na poziomie wyzej aktywacje dla wszystkich klas z tego klastra majg wartosci ponizej 1/ K.
Mapy pokazujg klasyfikacje wedtug najwiekszej wartosci aktywacji. Na ostatnim rysunku
widac sume wazong tych klastrow i wida¢, Ze aktywacje niebedgce zwycigzcami w klastrach
mogq byc koricowymi zwycigzcami. Na przyktad klasa Cy (kolor ceglasto-pomarariczowy)
jest koricowym zwycigzcq na wigkszym obszarze niz tgcznie dla klastréw z osobna. Wynika
to z faktu, Ze nalezy ona takze do jednego klastra w ktérym nigdy nie jest zwycigzcg, gdyz
jest mylona z innymi klasami, ktére przewaZajg.

Na kolejnym rysunku 2.9 pokazany jest ten sam klasyfikator, ale z ewaluacjg metodg
«-RestriCTED. W efekcie obszary, dla ktérych klasyfikatory nie sq wykorzystywane, sg
wigksze, poniewaz aktywacje muszq przekroczyc prog a(K) > 1/K (patrz rozdziat 2.3.3).
W obszarach, gdzie wskazanie prawidlowego klastra jest prostsze, tam odpowiedzialna jest
mniejsza liczba klastréw. Na przykiad, mimo Ze klasa Cy nalezy do trzech klastrow, do jej
wyboru wystarcza klaster Qy = {Cp, C3, Cyq, Cq, Cs, Co }. Przy ewaluacji RestricTED dla
tej klasy aktywowany jest takze klaster Q3 = {Co, C4, Cs,Cq, Cg}. Wynika z tego, ze
dla Cy wartosci aktywacji aktywujgcych klasyfikator zwigzany z Q3 sq mniejsze od a(K)
(tutaj, dla K = 10, «(10) = 0.180).

Odpowiada to wyszukiwaniu przez model obszaréw specjalizacji (ang. region of in-
terest, ROI Woloszynski, Kurzyfiski, 2011; Itti, Baldi, 2005).

2.2.1. Macierz klastrowania F

Binarna macierz klastrowania F opisuje klastry dla danego wezta V':

Definicja 2.9. Macierz klastrowania F' wezta Vi = (CI, V') jest binarna macierza
(2.3) F'=A{fatea,.|0if; 1=1,... chita(vi)]

taka, ze flil =1 wtw C; € Q, gdzie Q' jest zbiorem klas rozpoznawanym przez
potomka wezta V. W przeciwnym wypadku f{, = 0.

Posta¢ macierzy F odzwierciedla charakterystyke jakosSci nauczania stabego
klasyfikatora CI' w wezle V'. Kazda kolumna F odpowiada jednemu utworzone-
mu klastrowi, skladajgcemu sie z klas czesto przez CI' mylonych.

Hipoteza 2.10. Staby klasyfikator ma skfonnos¢ podawania jako odpowiedzi tych klas,
ktére sq silniejsze w zbiorze uczgcym. Moze to oznaczaé, Ze sq albo bardziej liczne, albo tez
typowe dla nich wektory atrybutéw sg podobne do typowych wektoréw atrybutéw innych
klas.
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Dane treningowe dla Mixture of Gausians Klasyfikacja HC na poziomie 0, ewaluacja Restricted
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Klasyfikacja HC na poziomie 1, ewaluacja Restricted Klasyfikacja HC na poziomie 2, ewaluacja Restricted
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Rysunek 2.6. Dziatanie HCOC na syntetycznym problemie zlozonym z 10 gau-
sowskich chmur. Kolejne rysunki pokazuja: wylosowane punkty, dziatanie klasy-
fikatora w korzeniu, w korzeniu i jednym poziomie w glab, wszystkich 3 pozio-
mach

CONONEWN O

Poniewaz klasyfikator jest staby, ma on niewielkg pojemnos¢ i jest w stanie
rozpoznawac tylko niewielkg cze$¢ klas pojawiajgcych si¢ w zbiorze uczgcym. Ta-
kie zachowanie sieci bedzie odpowiada¢ skutecznemu, tzn. z niewielkim btedem,
rozpoznawaniu nie przykladéw z konkretnych pojedynczych klas, ale rozpozna-
waniu grup klas. Bedzie to realizowane przez konstruowany z nauczonego klasy-
fikator uogélniony (patrz rozdziat 2.4.1). Mozna skorzysta¢ z takiego zachowania
i tanim kosztem zbudowac¢ klasyfikator (w rzeczywistosci bedzie on kombinacja
juz utworzonego klasyfikatora do klas), ktéry z duza skutecznoscia bedzie roz-
poznawa¢é grupy klas. Rozpoznawaniem wewnatrz tej grupy zajmie si¢ osobny
klasyfikator. Bedzie on miat prostszy problem do rozwigzania (Frank et al., 2003;
Hastie et al., 2001).
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Rysunek 2.7. Struktura HCOC dla zadania Mixture of Gaussians pokazanego na
rysunku 2.6. Klasy w klastrach zorganizowane tak, aby byto wida¢ nakfadanie sie
klastréw w warstwach. Klasa o indeksie 1 nie nalezy do klastra w li$ciu z klasami
7,5,6,0, stad znak x

[el=[x[o]o]se~]~]°]

Poprawnos¢ macierzy F

Macierz F bedzie opisywaé zachowanie si¢ klasyfikatora w korzeniu poddrzewa
HCOC:

e F ma tyle wierszy, ile klasyfikator uogélniony w korzeniu poddrzewa roz-
poznaje klas,

e [ ma tyle kolumn, na ile podprobleméw zostat podzielony problem,

e w ramach kazdego klastra sg klasy, ktére czesto s klasyfikowane podobnie,
czyli sg z sobg mylone.

Liczba klastréw zalezy w naturalny sposéb od dziatania klasyfikatora w ko-
rzeniu. Celem HCOC jest taki podziat zadania, aby po dodaniu kazdego poziomu
uzyskiwaé zadania mniejsze i prostsze do rozwigzania. Zwigzane jest z tym poje-
cie poprawnoéci macierzy klastrowania.
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Klasyfikacja HC na poziomie 0, ewaluacja Restricted Klasyfikacja HC na poziomie 1, Kiaster (0,1,5,6,7.8), Restricted
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Klasyfikacja HC na poziomie 1, Kiaster (0,3,4,6,8,9), Restricted Klasyfikacja HC na poziomie 1, Kiaster (0,4,5,6.8), Restricted

Klasyfikacja HC na poziomie 1, klaster (1,2,5,7), Restricted Klasyfikacja HC na poziomie 1, ewaluacja Restricted

N

Rysunek 2.8. Problem Mixture of Gaussians i podziat klastréw w korzeniu. Kolej-
no: aktywacja w korzeniu, aktywacje dla klastréw na poziomie ponizej korzenia.
Ewaluacja typu RestricTED. Obszary sa niepokolorowane w miejscach, gdzie akty-
wacja w korzeniu ponizej prior P(C;) powoduje nieewaluowanie klastra. Na koricu
mapa polaczonych wynikéw pierwszego poziomu HCOC
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Klasyfikacja HC na poziomie 1, klaster (0,1,5,6,7,8), a-restricted Klasyfikacja HC na poziomie 1, klaster (0,3,4,6,8,9), a-restricted
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Rysunek 2.9. Problem Mixture of Gaussians i podziat klas w korzeniu. Wszystkie
ewaluacje metodg a-RESTRICTED

02

Definicja 2.11. Macierz klastrowania F jest poprawna, jesli spetnia nastepujace
warunki

(24) Vkesup(ClH3Il:  fy=1,

(2.5) Vk&sup(Cly: fg=01=1,...,L,
(2.6) vi:  2< Y fl < |sup(Cl)),
kesup(CIY)
@.7) Vil (Vkesup(Cl) fi > fl,) = h=1h
(2.8) b, b # Y, finfi,>0.

kesup(CIt)
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W szczegdlnych wypadkach warunki te moga by¢ ostabione (pominiete), co
wymaga jednak zmiany definicji drzewa HCOC. W szczegdlnosci, wazne sg na-
stepujace komentarze:

e warunek (2.4) opisuje zadanie, aby kazda klasa bylta rozpoznawana przez
co najmniej jeden klasyfikator pochodny (a klasa nalezata do jego suportu);
mozna sobie jednak wyobrazi¢ sytuacje, ze dana klasa Cy jest rozpoznawana
przez aktualny CI bezbtednie i nie potrzebuje by¢ taczona z innymi; wymaga
to drobnej modyfikacji algorytmu faczenia wynikéw klasyfikatoréw w we-
ztach;

e jesli przyklady z danej klasy sa rozpoznawane bezblednie, to nie ma ko-
niecznoéci taczenia jej z inng klasg; taka klasa moze by¢ rozpoznawana bez
przechodzenia w dét drzewa HCOC, co wymaga takze ostabienia warun-
ku (2.6) opisujacego zadanie tak, zeby kazdy klaster sktadal sie¢ z co najmniej
dwéch klas;

e warunek (2.7) wymaga, aby zaden klaster nie byt podzbiorem innego, oraz
aby klastry byly r6zne;

e warunek (2.8) wymaga, aby co najmniej dwa klastry naktadaty sie przynaj-
mniej jedng klasa; warunek ten moze by¢ rozszerzony do zadania, zeby kaz-
dy klaster potomny nakfadat si¢ z kazdym innym (gdy oba s3 pochodnymi
innego klastra nadrzednego) lub tez zeby kazda klasa nalezata do co naj-
mniej dwdch klastréw; moze poprawié¢ dokladnos¢, jednak zwiekszy zlozo-
nos¢ obliczeniows;

e dana klasa Cy moZe naleze¢ do wszystkich klastréw, co jest jednak sytuacja
rzadka i nie sprzyja skutecznemu podziatowi, jesli dzieje sie tak dla wiecej
niz jednej z klas; taka sytuacja moze mie¢ miejsce, gdy liczba przyktadéw
uczacych dla Cy jest znacznie wieksza niz dla innych klas.

Macierz F moze przypomina¢ w pewnym stopniu podejscie ECOC — Error-
Correcting Output Codes (Dietterich, Bakiri, 1995; Tapia et al., 2010). W modelu
ECOC dla klasyfikacji K klas budowany jest cigg L klasyfikatoréw binarnych w na-
stepujacy sposob: w kazdym etapie zbiér wszystkich klas jest dzielony losowo na
czeSci A;j i B; i etykietowany binarnie 0 i 1; dla takiego podzialu tworzony jest
klasyfikator typu grupa-klas-przeciwko-reszcie. Przy klasyfikacji przykfad jest roz-
poznawany przez wszystkie klasyfikatory binarne. Jesli przyklad jest klasyfiko-
wany jako nalezacy do Bj, to wszystkie klasy nalezace do B; dostajg pojedynczy
glos. Na koricu wybierana jest klasa z najwyzsza liczba glosow.

Odpowiednikiem klastra jest w ECOC zbidr wszystkich klas rozpoznawanych
przez j-ty klasyfikator jako nalezace do B;. Réznica polega na tym, ze klastry
w ECOC s3 generowane losowo, a w HCOC polegaja na analizie poprawnosci
i pomytek klasyfikatora. HCOC wydobywa z klasyfikatora wiecej wiedzy. Te po-
dejscia sg wyraznie rézne, mimo pozornego podobiefistwa macierzy ECOC i F.
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Liczba poprawnych klastrowan

Okreslenie liczby réznych macierzy klastrowania F spelniajgcych powyzsze wa-
runki jest problemem zlozonym dla dowolnie ustalonych liczby klas K i liczby
klastréow L. Jest to rodzaj problemu Dedekinda okreslenia liczby wszystkich mo-
notonicznych funkcji Boolowskich n zmiennych, ktére mogg by¢ zrealizowane wy-
Iacznie przy wykorzystaniu operacji aAND i or (Podolak et al., 2012b).

Lemat 2.12. Dia K klas i L = 3 klastréw liczba poprawnych klastrowan (K, L) dla
K > 3 wynosi

8(3,3) =1,

4K —11 15K — 16 1
k1 2K 49k — 2.

_ 7K _ a 4K
B(K+1,3) = 78(K,3) +2- 75 =345 + = i 5

Dla kilku poczatkowych K wartosci #(K, 3) przedstawione sa w tabeli 2.1. Jak
widaé, sg one zbyt duze, aby moc je przegladnaé w poszukiwaniu najlepszego

podziatu.

Tabela 2.1. Liczba poprawnych klastrowan dla 3 klastrow

K 3 4 5 6 7 8 9 10
¥(K,3) 1 38 675 7840 74291 630546 5014843 38290580

2.3. Ewaluacja klasyfikatora HCOC

W dodatku A.6 przedstawione zostaly r6zne modele sktadania wynikéw w komi-
tetach maszyn. Model HCOC jest modelem posrednio zaleznym od danych, w kté-
rych wagi sktadowych klasyfikatoréw sg zalezne od przyktadu aktualnie klasyfi-
kowanego i koficowa funkcja klasyfikacji ma posta¢

flwi(CU(x)), Cl ().

Dzigki temu dla kazdego przyktadu z osobna wyliczany jest, pod postacig wagi,
wplyw kazdego klasyfikatora bazowego. Odpowiada to mierze kompetencji tego
klasyfikatora i rozpoczynajacego si¢ od niego poddrzewa (Woloszynski, Kurzyn-
ski, 2011; Brodowski, Podolak, 2011; Dara et al., 2009).

2.3.1. Agregacja wynikéw klasyfikacji w modelach zlozonych

Istnieje wiele wykorzystywanych metod selekgji koricowej klasy (kilka podstawo-
wych jest wymienione w dodatku A.7). HCOC wykorzystuje wazony model me-
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diany, w ktérym klasyfikacje kazdego CI' s3 dodatkowo wazone przez odpowied-
nig wage w
L
(2.9) ¢ =argmax ) _ w; (x)P(C|CI, x).
Cr 1=1

Jednoczesnie, poniewaz HCOC jest modelem posrednio zaleznym od danych, wa-

ga jest zalezna od klasyfikowanego przykiadu w; = w;(x). Konieczne jest takie
zdefiniowanie wag, zeby zmaksymalizowaé¢ prawdopodobienistwo prawidtowe-
go wyboru.

Waznym elementem budowy systemu jest takie zdefiniowanie wag, aby dla
danego klasyfikowanego przykladu x klastry zawierajace prawdziwa klase miaty
wage relatywnie wyzszg niz wagi klastréw nie zawierajacych tej klasy. Jesli to zo-
stanie zapewnione, to mozna oczekiwa¢ wysokiej skutecznosci dziatania modelu.

2.3.2. Wagi klastrow HCOC

W modelu HCOC podstawowym postulatem jest podziat w wezle Vi = (CI’, Ff)
na podproblemy ztozone z L' klastréw Q',...,Q",..., Q' ktére naktadaja sie.
Podzial nastepuje na podstawie wynikéw nauczania klasyfikatora CI’ poprzez
znalezienie, ktore klasy C;, Gy € Q' s3 czesto podobnie klasyfikowane. Tak wigc
wagi kazdego z weztéw pochodnych sg zalezne od wektora aktywacji dla aktual-
nie klasyfikowanego przyktadu x. Jest to pokazane na rysunku 2.10.

01,23 4,5 6|78 9

To o T

012367||1013679((4589

Cli (%)

Rysunek 2.10. Przypisanie przyktadéw do klas. Z tych aktywacji bedg wynika¢
wagi dla aktualnego przyktadu
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Podejscie standardowe obliczania wag klastréw

Definicja 2.13. Niech Vi = (CIi,F'). Waga klastréw klastréw jest funkcjg w' :
X — [0,1]%, gdzie w!(x) = [wi (x),.. .,wiLi(x)]

ZkeQ;‘ Cl]i(x)

Cnvmeanitd(vi) keqi, Cli (%)
_ Y1 fiCli(x) =1 Li

Lom:vmechild(Vi) Y1 fiCli(x)
KA

Y1 Yoy flCliy (%)

Mianownik (2.10) normalizuje wyrazenie, poniewaz ze wzgledu na nakiada-
nie sig klas suma wag Y- | wi(x) > 1.0.

Taka definicja uwzglednia zalozenie, ze CI' jest staby: klasyfikuje mato dokfad-
nie, jednak robi to lepiej niz losowo. W zwigzku z tym aktywacje Cl]l-(x) niosa

wj(x) =

(2.10)

z sobg pewng, cho¢ niedokladng, informacje o prawdopodobienistwie, ze przy-
ktad x nalezy do C;. Jesli wiec C; € Q', to ta informacja sktada sig na wage w;. Im
wyzsza jest wartos¢ Cl;(x), tym bardziej Cl wskazuje na klaster Q' (i wszystkie in-
ne, do ktérych C; nalezy) i tym wyzsza jest waga w;. W rozdziale 2.3.4 pokazane
bedzie, ze dla danego przyktadu klastry rozpoznajace jego prawdziwg klase maja
zdecydowanie wyzsze wagi niz klastry nie zawierajace tej klasy.

Uwaga 2.14. Waga klastréw wezla V' jest zdefiniowana jako funkcjaw' : X — [0,1]%,
a wigc pochodzgca z calej przestrzeni wejsciowej X, nie przestrzeni X; ograniczonej do
klas rozpoznawanych przez V'. Odpowiada to warunkowi, ze wagi sq obliczane w trakcie
ewaluacji dla przyktadu x, ktérego klasa jest nieznana, a nie sq ustalane na stale na etapie
nauczania.

Podejscie stochastyczne I

Standardowy algorytm obliczania wag w;(x) zaklada, ze aktywacja Cl;(x) kla-
syfikatora nadrzednego przybliza prawdopodobieristwo, iz prawdziwg jest klasa
C;. Trzeba jednak uwzgledni¢, ze Cl i popetnia szereg btedéw. Te bledy moga by¢
dwoéch typow

o przypadkowych, polegajacych na niepoprawnej klasyfikacji wektora atrybu-
tow x, przy czym blad ten jest zalezny tylko od x i stabosci klasyfikatora CI:
na ten rodzaj bledéw niewiele da sie poradzi¢ (poza, oczywiscie, ulepsze-
niem klasyfikatora CI),

o systematycznych, polegajacych na wielokrotnym myleniu przez CI odpowie-
dzi dla par klas C; i Cy: informacje o tym typie bledéw sg dostgpne dzigki
analizie macierzy btednej klasyfikacji M.
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Niech klasyfikator CI klasyfikuje wektor atrybutéw x, przypisujac go do klasy G
(oznaczone tutaj, dla prostoty, jako pr(x) = j). Prawdopodobieristwo, ze prawdzi-
wa klasa x jest C; (oznaczone jako tr(x) = t), mozna, z prawa Bayesa, ewaluowac
jako

P(pr(x) = jltr(x)

Yot Ppr(x) = jltr(x)
myipt

=
Y1 MkjPk

B)P(tr(x)

=)
k)P(tr(x) =

P(tr(x) = t|pr(x) = j) = k)

(2.11)

gdzie P = [p1, ..., pk] jest wektorem prawdopodobieristw a priori dla wszystkich
klas, ktére sg obliczone ze zbioru uczacego p = |[{(x,Ct) € D}|/[D|.
NiechI'" =T"(M',P) = (7;‘k)' j,k=1,...,Koraz

-
M pj

(2.12) T = <
! Z‘45 1 ms]ps

To prowadzi do nowej, stochastycznej, definicji wag:

Definicja 2.15. Niech V! = (CI’, F!). Stochastyczna T waga klastréw, uwzglednia-
jaca bledy systematyczne, jest funkcjg w' : X — [0,1)%

PR
V=1 fua V)

(2.13) whx) = ——
Zl/ 25 f]i/l/f}/;(/j

gdzie j = argmax Cl]i(x) jest indeksem klasy, kt6rg klasyfikator CI' by wybrat,
k
gdyby byt koficowym klasyfikatorem.

Niech pr(x) bedzie klasg przewidywang przez CI’ jako najbardziej prawdo-
podobna dla x. W podstawowym podejsciu, we wzorze (2.10), wszystkie wartosci
wektora aktywacji CI'(x) s3 wykorzystywane bezposrednio dla obliczenia wagi
klastréw.

Podejscie stochastyczne jest oparte na wzorze Bayesa i bierze pod uwage tyl-
ko indeks najwigkszej wartosci wektora aktywacji CI' (czyli pr(x)). Mozna in-
terpretowac pr(x) = C; jako zdarzenie losowe i z twierdzenia Bayesa wyliczy¢
P(tr(x) = Ci|pr(x) = C;) (réwnanie (2.11)), a nastepnie wartoéci aktywacji cl
zamieni¢, wykorzystujac znormalizowang postac yy; dla j = arg max Cli(x).

k

Poréwnania wynikéw klasyfikacji przy uzyciu standardowej i stochastycznej
I' ewaluacji wag podane sa w tabeli 2.2. Wyniki obu podejs¢ sa zwykle podobne.

2.3.3. Ewaluacja poddrzew

Ewaluacja przyktadéw dla nauczonego HCOC nastepuje metoda z géry do dotu:
najpierw obliczana jest aktywacja klasyfikatora CI° w korzeniu, z kolei wyliczany
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jest wektor wag wszystkich weztéw (i zwigzanych z nimi klastréw) pochodnych
od korzenia w® = [w},..., wgo]. Nastepnie wszystkie poddrzewa traktowane s3
jak osobne klasyfikatory HCOC. Po dojsciu do liéci nastepuje obliczenie koricowej

aktywacji y7€O€ (x) jako kolejnych kombinacji liniowych

(2.14) yHO) = Y w00y (),
lechild(V0)

gdzie ' (x) jest aktywacjg dla przyktadu x poddrzewa HCOC, ktére ma swéj ko-
rzen w wezle V', Istnieje kilka mozliwych podejé¢ do tej ewaluacii.

Tabela 2.2. Poréwnania wynikéw klasyfikacji przy uzyciu standardowej (std) i sto-
chastycznej (I') ewaluacji wag. Uzyte metody klastrowania to, c/HC — klastrowa-
nie Bayesowskie ze §ladem macierzy generalizacji jako wartoscig dopasowania,
cIHCg - klastrowanie Bayesowskie z ewaluacjg ryzyka HCOC z twierdzenia 2.31,
GAj - Kklastrowanie z wykorzystaniem algorytmu genetycznego i ewaluacjg ryzy-
ka HCOC jako funkcjg dopasowania, GA; — genetyczne z kombinacjg $ladu macie-
rzy generalizacji i ewaluacja ryzyka HCOC jako funkcja dopasowania. Dla ewalu-
aqji uzyty btad Err®®32 (patrz A.13). Najlepsze wyniki wyttuszczonym drukiem.
Wyniki dla 100 powtdrzen zbioru bootstrap dla dwupoziomowego HCOC

Blad Err(632)

Funkcja kosztu — 1- Clg&())c Lo

Problem clHCg clHCr GA; GA; clHCg clHCr GA; GAy
Vowel T 0.366  0.390 0.345 0.360 0.246 0.240 0.226 0.267
Vowel std 0.331 0.353 0.338 0.339 0.240 0.232 0.222 0.264

Primary-tumorI'  0.610 0.609 0.618 0.617 0471 0.459 0473 0.524
Primary-tumor std  0.599 0.601 0.616 0.609 0.467 0.455 0.471 0.517

Arrhythmia I' 0.619 0.614 0.547 0.594 0461 0.460 0.466 0.459
Arrhythmia std 0.619 0.613 0.547 0.596 0.460 0.459 0.465 0.458
Audiology I 0.439 0.434 0.480 0.496 0.277 0.253 0.294 0.362
Audiology std 0.431 0.425 0.477 0.493 0.274 0.246 0.293 0.363
ZooT 0.103 0.114 0.096 0.111 0.068 0.072 0.067 0.085

Zoo std 0.102 0.113 0.099 0.110 0.068 0.070 0.066 0.084
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Pelne obliczenie wszystkich poddrzew ALL-SUBTREES

Definicja 2.16. W podejSciu ALL-SUBTREES wezel V' zwraca wektor prawdopodo-
bienstw klas y'(x) = [y} (x), ..., y%] zdefiniowanym jako

(2.15) | |
CLi(x) jesli V' jest lidciem,
yi(x) = LoVl echita(vi) w;(x)y;(x) jesli V' jest weztem wewnetrznym,
0 jesli C; & Q',

gdziej=1,...,K.

Takie standardowe podejscie bierze pod uwage wszystkie mozliwe poddrze-
wa. Przy zalozeniu, ze aktywacja korzenia niesie informacje, i przy zdefiniowa-
nym sposobie obliczania wag w) czesto bedzie wystepowac sytuacja, ze jeden (lub
wiecej) klastrow nie zawierajagcych prawdziwej klasy rozpoznawanego przykia-
du bedzie mie¢ bardzo niskg wage, czyli prawdopodobieristwo P(tr(x) € Ql|x)
bedzie niskie. Mimo to uwzglednienie go spowoduje zaszumienie informacji po-
przez uzycie tej, ktéra jest z wysokim prawdopodobieristwem nieprawdziwa. Stad
metode ALL-SUBTREES nalezy stosowacé z ostroznoscia.

Ewaluacja wzdluz jednej Sciezki SINGLE-PATH

Definicja 2.17. W podejsciu SINGLE-PATH wezel V' zwraca wektor prawdopodo-
bienstw klas y'(x) = norm([y}(x),...,yk]) zdefiniowanym jako

(2.16) |
I . ; jesli V' jest wewnetrznym
o yj(x), gdziel = arglr/nax wj (x) wezlem, oraz C; € Q)
y]«(x) - Cl;(x) jesli V' jest lisciem, albo Ci ¢ Qi

0 jesli Cj ¢ Q'
j=1,...,K, gdzie norm(v) jest funkcja normalizujaca.
To podejscie jest przeciwieristwem ArL-susTREEs, gdyZ ewaluowana jest jedy-

nie jedna Sciezka z wezta do jednego liscia w drzewie. Odpowiada to, na kaz-
dym poziomie drzewa HCOC, wyborowi arg max P(x € Q'|x), czyli najbardziej
1

prawdopodobnemu klastrowi. Dla klas, dla ktérych CI jest stosunkowo dobrze
nauczony, to rozwigzanie daje poprawne wyniki, jednak najczesciej sa to wyniki
najstabsze. Dzieje sie tak, poniewaz SINGLE-PATH nie wykorzystuje w pelni zalety
HCOC, ktéra jest naktadanie si¢ klastréw.

Ewaluacja ograniczona RESTRICTED

ALL-SUBTREES 1 SINGLE-PATH s3 podejéciami ekstremalnymi. Nalezy zauwazy¢, ze
jesli klasyfikator CI' bytby losowy, to warto$¢ oczekiwana aktywacji (sumy akty-
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wadji s znormalizowane) E[Cl;(x)|x] bedzie rowna prawdopodobiefistwu a priori
klasy C;. Mozna wigc zalozy¢, ze jesli Clj(x) < P(Cj), to zachodzi mate praw-
dopodobieristwo, aby to byta wiasciwa klasa, i, wobec tego, oming¢ te aktywacje
przy obliczaniu wag. Pozwoli to wykluczy¢ klastry, dla ktérych aktywacja zadnej
z tworzacych je klas nie jest wystarczajgco prawdopodobna. To rozumowanie daje
asumpt do zdefiniowania metody ewaluacji REsTRICTED.

Definicja 2.18. W podejsciu RestricTeD wezet V' zwraca wektor prawdopodo-
bienstw klas y' = norm([y}, ..., y%]) zdefiniowanym jako

jesli V' jest weztem

‘ i)y
L 1:V!echild(V?) wy(x)y i (x) wewnetrznym,
i GieQ
(2.17) yj(x) = 3 k:CEQIACE (x)>mb(Cy) '
Cl;(x) jesli V* jest liSciem,
0 jesli Cj ¢ Q'

gdzie j = 1,...K, a mb(Cy) jest miarg ufnosci (ang. measure of belief) (Giarrata-
no, Riley, 1994) klasy Cy jako prawdopodobienistwa a priori klasy Cj. Wartosci
mb(Cy) sa aproksymowane ze zbioru uczacego (Podolak, 2008) jako mb(Cy) =
pr = [{(xi, Cx) € D}|/|D|.

final classification vector

B

) ) K ) B )| C|1 ci?!
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Rysunek 2.11. Ewaluacja metoda Arr-susTrREEs. Kwadraty zaznaczone kolorem
oznaczajg klasy rozpoznawane w danym klastrze. Po lewej stronie u dotu akty-
wagja klasyfikatora w korzeniu, u géry konicowa aktywacja catego modelu HCOC

Na rysunku 2.11 pokazana jest przyktadowa ewaluacja przykladu x meto-
da Avi-sustrees. Korzen CI° ma niezerowe aktywacje jedynie dla dwéch klas Co
(0.51) i Cy1 (0.40). Klasyfikatory CI* i CI° na nastepnym poziomie rozpoznaja kla-
se Cy, ale nie C1q. CI21i CI3 rozpoznaja Cyq1, ale nie Cy. Dzigki temu i korelacjom
z innymi klasami koricowa klasyfikacja jest (prawidtowo) zmieniona na Cj;. Wie-
le z klasyfikatoréw, np. CI® dla klasy Cg, ma minimalne wartosci aktywacji, ktére
zbardzo wysokim prawdopodobienstwem nie wskazujg na poprawna klase, wpro-
wadzajac jedynie szum. Podejscie ResTrICTED nie uwzglednia tych aktywacji.
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Uwaga 2.19. Niech aktywacja dla danej klasy C; nalezgcej do klastra Q bedzie nizsza od
prior P(C;). Jesli jednak aktywacja co najmniej jednej innej klasy C, € Q bedzie wigksza
od P(Cy), to klaster Q i tak bedzie ewaluowany w podejsciu RestricTED, a klasa C; zwro-
cona jako odpowiedz, jesli to ona jest prawdziwa. Ma to znaczenie, gdy réznice wartosci
aktywacji réznig si¢ niewiele od prior P(C).

Ewaluacja ograniczona uwzgledniajaca stabos¢ klasyfikatoréw a-RESTRICTED

Metoda RestricTED W dalszym ciggu nie wykorzystuje jednak zatozenia przyjete-
go przy budowie HCOC, ze klasyfikatory bazowe w weztach sg co najmniej stabe.
Wedtug definicji 1.17 oznacza to, Zze dla K-klasowego klasyfikatora warto$¢ ocze-
kiwana aktywacji dla prawdziwej klasy wynosi co najmniej & (K): E[Cl;(x)|tr(x) =
Ci] > a(K). Prowadzi to do modelu ewaluacji a-ResTrICTED.

Definicja 2.20. Niech wezet V! = (CI', F') bedzie weztem z K-klasowym klasy-
fikatorem CI'. W podejéciu a-RestricTED wezel V' zwraca wektor prawdopodo-
bienstw klas y'(x) = norm([y}(x),...,yk(x)]) zdefiniowanym jako
(2.18) 4

. ; ] jesli V' jest wewnetrzny
L wieaaary  COWE e ke (x) > a(K),
Jk:CreQIACIL(x) > (K)) 4

jesli V! wewnetrzny

y;(x) = y

i l
l:VIEChild(Vi) ZU;(X)%(x) iVk < K Cli (x) < tX(K),
Fk:CreQIACI (x)>mb(Cy))
ClLi(x) w przeciwnym wypadku,

gdzie j = 1,...K, gdzie mb(Cy) jest miarg ufnosci C aproksymujacej prawdopo-
dobienstwo a priori P(Cy).

Wedtug metody a-RestricTED wybierane sg tylko te klastry potomne, w kté-
rych jest co najmniej jedna klasa Cy o aktywacji wyzszej od a(K). W RestricTeD taki
warunek (wzgledem mb(-)) byt wystarczajacy, poniewaz ze wzgledu na normali-
zacje wektora aktywagji co najmniej jedna klasa musiata mie¢ aktywacje wigkszg
lub réwna P(Cy). W przypadku a-RestriCTED moze zaj$¢ sytuacja, w ktdrej wszyst-
kie klasy maja aktywacje nizszq od a(K) — wtedy uzywana jest metoda ReSTRICTED.

Na rysunku 2.12 pokazane sa empiryczne gestoéci aktywacji klas nauczonych
w pewnym syntetycznym czteroklasowym problemie. Powierzchnia czerwonego
obszaru ponizej wartosci oczekiwanej E[P(C;)] odpowiada oczekiwanemu bfe-
dowi popetnianemu przy wyborze klastréw zawierajacych dang klase. Obydwa
obszary, czerwony i niebieski, odpowiadaja bledowi popetnianemu przy wyborze
klastréw zawierajacych klasy, ktorych aktywacja jest ponizej a (K). Pokazuje to wy-
raznie, jak wiele mozna zyska¢ w stosunku do metody ALL-SUBTREES przez wybor
metody RestricTED albo, jeszcze lepiej, a-RestricTeD. Tabela 2.3 podaje wartosci
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gestosc aktywacji dla prawdziwej klasy 1 gestosc aktywaciji dla prawdziwej klasy 2
° — ®
5 =
g g © — g
> e — > g
K] 5 |
o [*] ¥ |
8 3 g
7 0 — 7
Q @ o —
o (=] U
|
o — o —
T T T T UL T T T T
02 1/4 13 04 0.5 0.6 0.7 02 14 13 04 0.5 0.6 0.7
aktywacja dla klasy 1 aktywacja dla klasy 2
gestosc aktywacji dla prawdziwej klasy 3 gestosc aktywacji dla prawdziwej klasy 4
5 =
(o] ©
3 3
2 2
£ £
© ©
o [¢]
17] [7]
< i)
17 0
Q (]
(=] o
02 1/4 13 04 0.5 0.6 0.7
aktywacja dla klasy 3 aktywacja dla klasy 4

Rysunek 2.12. Wykresy empirycznych gestosci aktywagji Clj(x) dlax € C; stabego
klasyfikatora. Na czerwono zaznaczony jest obszar ponizej P(C;) dla kazdej z klas,
na niebiesko obszar powyzej prawdopodobienstwa a priori i ponizej a(4) = 1/3.
Warto$ci powierzchni podane sg w tabeli 2.3

Tabela 2.3. Frakcja powierzchni pod krzywa empirycznych gestosci rozkladéw
aktywacji 4 klas z rysunku 2.12

Klasa 1 Klasa 2 Klasa 3 Klasa 4

) 0.00064  0.11543 000822  0.01492
x) < a(K) 025914  0.62606  0.01839  0.13728
a(K) 025978 074149 002662  0.15221
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powierzchni pod krzywa dla obydwu obszaréw. Widag, ze jesli w trakcie klasyfi-
kacji opusci si¢ rozpoznawanie przyktadéw nieosiagajacych aktywacji prior P(C)
badz a(K), tak jak czynig, odpowiednio, ResTRICTED i a-REsTRICTED, mozliwe jest
zmniejszenie bledoéw. Potwierdzaja to zreszta wszystkie wykonane doswiadcze-
nia. Réznice nie beda jednak tak duze, poniewaz cze¢é¢ klas mimo matej aktywacji
w dalszym ciggu jest brana pod uwage jako elementy klastréw z klasg o wystar-
czajaco wysokiej aktywacji. Zabezpiecza to przed blednym dziataniem, gdy zaden
klaster nie zawierajgcy poprawnej klasy nie bedzie dalej ewaluowany.
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2.3.4. Zaleznos¢ wag klastréw od sktadowych klas

Zgodnie ze wzorem (2.14) koricowa aktywacja HCOC jest obliczana jako suma wa-
zona aktywacji klasyfikatoréw bazowych nastepnego poziomu. Wagi obliczane sg
zgodnie z wzorem (2.10) badz (2.13). Przy takiej definicji HCOC zwraca poprawne
wyniki, jesli, obliczone na podstawie aktywacji klasyfikatora w korzeniu danego
poddrzewa, wagi sg wysokie dla klastrow, ktére zawierajg prawdziwa klase dane-
go przyktadu, oraz niskie dla klas nie zawierajgcych tej klasy.

Podproblemy sa tworzone przez analize ujawniajacg, ktoére przyklady sg cze-
sto z sobg mylone, czyli ktére wartosci m;; s wysokie dla prawdziwej klasy C;
mylonej z C;. Odpowiada to nastgpujgcemu procesowi:

1. niech CI bedzie stabym klasyfikatorem, w ktérym wektory aktywacji X lo-
sowane s3 z K-wymiarowego rozktadu Dirichleta o parametrach (1,...,1)
(patrz A.12),

2. kazdy wektor aktywacji jest sortowany od wartosci najwiekszej do najmniej-
szej (oznaczymy ten wektor jako [X), ..., X(x)]),

3. utamek Zle X/ Z;;l X;jdlap =1,..., K pokazuje stosunek wag klastrow
zawierajacych najwyzsze aktywacje do réwnolicznych klastréw wybranych
losowo.

Stosunek ten jest pokazany na rysunku 2.13. Wida¢, ze dla takiego teoretycznego
procesu i liczby klas nie wigkszej niz K/2 ten stosunek jest wigkszy od 2.

Jesli zatozymy, ze Cl jest staby, a aktywacje dla pozostalych klas sg generowa-
ne z (K — 1)-wymiarowego rozkiadu Dirichleta (zalozenie analogiczne do tego
w dowodzie twierdzenia o stabym klasyfikatorze 1.18), interesowaé nas bedzie
stosunek

(2.19) (Xir +

1

(i) At

p p

X))/ (X)),
=1 j=1
dla p < K. Symulacja tego procesu jest takze pokazana na rysunku 2.13. Potwier-
dza to sposdb dzielenia problemu na mniejsze podproblemy skiadajgce sie z cze-
sto mylonych klas: sg one taczone w jednym klastrze, gdy aktywacje dla nich cze-
sto sa wysokie dla tych samych przykiadéw. Jednoczesnie powoduje to, ze klastry
zawierajgce klase prawidtowg majg wysoka aktywacje.

Taki proces zaklada jednak pesymistycznie, ze aktywacje dla wszystkich klas
poza prawdziwg sg rozlozone réwnomiernie, co nie jest zwykle prawdg dla rze-
czywistych probleméw. Jak pokazano w rozdziale 2.1, aktywacje stabo nauczone-
go klasyfikatora uktadajg si¢ wedtug schematu: aktywacja dla klasy prawdziwej,
nastepnie kilka wyzszych aktywagji dla innych klas, a wiekszo$¢ pozostalych ma
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Rysunek 2.13. Po lewej stosunek sumy p najwyzszych aktywacji do p aktywacji
losowych dla K-elementowego procesu (dla symulacji wykorzystano dane z pro-
blemu vowel). Po prawej stosunek sumy aktywacji dla prawdziwej klasy (przy
zaltozeniu, ze klasyfikator jest staby) oraz p — 1 innych najwiekszych aktywacji do
sumy p aktywacji wybranych losowo. O$ pozioma pokazuje stosunek liczby klas
w Kklastrze p do liczby wszystkich klas K

aktywacje nizsze. Jesli zapytamy sie o utamek

-1
(2.20) (Cltr(x)+ pZ Cl<i>(x))/ ( i Cl(]')(x)>

i=1,(i)#tr j=1,j#tr

(odpowiadajgcy wyrazeniu (2.19) z teoretycznego procesu, tu jednak dla nauczo-
nej stabo sieci), to otrzymamy wykresy analogiczne pokazane na rysunku 2.14.

Stosunek wag klastréw zawierajacych prawdziwa klase do wag klastréw nie
zawierajacych prawdziwej klasy zalezy od poziomu nauczenia. Przedstawione to
jest na rysunku 2.15. Pokazane sg tam symulacje dla réznych probleméw nauczo-
nych do réznych pozioméw sredniej aktywacji dla prawdziwej klasy. Na rysunku
zaznaczone zostaly (linig przerywang) takze poziomy sieci nauczonych do gra-
nicznego poziomu stabego klasyfikatora okreslonego przez wartos¢ a(K) dla K-
klasowego problemu. Wida¢, ze dla sieci nauczonych lepiej niz do #(K) juz dla
dwuelementowych klastrow stosunek wag klastréw jest powyzej 1.

Na rysunkach 2.16 i 2.17 pokazane sg (dla réznych zbioréw uczacych i pozio-
mow nauczania) wszystkie pary (w-¢ (x), w(x)), gdzie wy(x) to waga klastra
(dla przyktadu x) zawierajacego prawdziwg dla x, a w- (x) to waga klastra nie za-
wierajacego prawdziwej klasy. Przyktady zostaly wygenerowane przez nauczenie
Cl w korzeniu, klastrowanie wynikéw jednym z algorytméw, a nastepnie policze-
nie, dla wszystkich przyktadéw, wag dla wszystkich klastrow. Wéréd dostepnych
klastréw wygenerowane zostaly wszystkie pary wag (w-¢(x), we(x)).
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vowel: stosunek najwi z true do najwi bez true tumor: stosunek najwi 2z true do najwit bez true
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Rysunek 2.14. Stosunek sumy aktywacji dla klasy prawdziwej oraz p — 1 innych
najwyzszych aktywacji do sumy p najwiekszych aktywacji bez aktywacji dla klasy
prawdziwej. Usrednione wyniki dla szeregu doswiadczen dla stabo nauczonych
klasyfikatoréw dla zbioréw vowel i tumor. Na osi poziomej liczba klas w klastrze

Znaczna wiekszos¢ par znajduje sie powyzej osi y = x (dla lepiej nauczonych
Klasyfikatoréw byto to zwykle ok. 90-95% wszystkich par). Czes¢ par znajduje sie
ponizej tej osi — dzieje si¢ tak wtedy, gdy najwyzsze aktywacje otrzymuja klasy
rzadko mylone z prawdziwg, a w zwigzku z tym niekoniecznie we wszystkich kla-
strach razem z prawdziwa. Jednak ten niekorzystny efekt jest niwelowany przez
efekt naktadania si¢ klastréw, gdy klasa prawdziwa pojawia sig¢ razem w klastrach
rowniez z tymi klasami o najwyzszych aktywacjach. W zwigzku z tym dodatko-
wym warunkiem poprawnos$ci macierzy klastrowania F moze by¢, aby kazde dwie
klasy znajdowaly sie razem w co najmniej jednym klastrze (patrz dyskusja w roz-
dziale 2.2.1).

2.4. HCOC jako rozwigzanie zadania przez podzial

Klasyfikatory dla probleméw wieloklasowych rozwigzuja je, biorac pod uwage
albo wszystkie klasy pod uwage jednoczesnie, albo przez ztozenie wielu, zwykle
binarnych, klasyfikatorow. Takie podejécia z reguly generujg duzg liczbe pojedyn-
czych klasyfikatoréow, co moze by¢ kosztowne. Casasent, Wang (2005) rozpatru-
ja modyfikacje binarnej struktury, w ktorej tworzone sa klasyfikatory typu grupa
klas-przeciwko-reszcie, co pozwala na zmniejszenie liczby klasyfikatoréw w stosun-
ku do podejscia jeden-przeciwko-jednemu czy jeden-przeciwko-wszystkim. Na kazdym
poziomie klasy sa dzielone na dwie réwnoliczne (z doktadnoscig do parzystosci
wyjéciowej liczby klas) grupy, wykorzystujac specjalnie dostosowang maszyne ty-
puSVM.
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vowel : ratio act. with true)/(hi act. w/o true) tumor : ratio act. with true)/(highest act. w/o true)
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Rysunek 2.15. Stosunek wartoéci wag klastréw zawierajacych klase prawdziwg do
réwnolicznych klastréw nie zawierajacych klasy prawdziwej, ale o najwyzszych
poziomach aktywacji. Kolejne linie pokazujg stosunki dla r6znych $rednich akty-
wagji dla klasy prawdziwej. Linig przerywang zaznaczone érednie dla sieci na-
uczonych do poziomu a(K). Na osi poziomej wielkos¢ klastrow

Do tego momentu to rozwigzanie przypomina proponowany model HCOC.
Jednak w modelu (Casasent, Wang, 2005) na kazdym poziomie tworzone sg kla-
syfikatory binarne, klastry nie nakladaja sie, przetwarzanie jest tylko w dét, tzn.
Kklastry sa dzielone, az dojdziemy do odpowiedzi, a nie ma zadnego sktadania wy-
nikéw, klasyfikatory w wezlach musza osiggac jak najlepszy wynik, nie moga by¢
stabe, aby znalez¢ predykcje, trzeba zawsze dojs¢ do lisci drzewa, ktére sg zwykle
w tej samej odleglosci od korzenia dla kazdej klasy, co zupelnie nie jest zatozo-
ne w HCOC. W rzeczywistoéci jest to algorytm rekurencyjnego podziatu proble-
mu na dwie czesci, stanowigc dobre rozwiniecie podejscia typu jeden-przeciwko-
jednemu.



HCOC JAKO ROZWIAZANIE ZADANIA PRZEZ PODZIAL 59

Vowel : cluster weights ratios (err = 0.545 ) vowel : cluster weights ratios (e = 0.521 ) tumor : cluster weights ratios (orr = 0.952 ) tumor : cluster weights ratios (err = 0.344 )
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Rysunek 2.16. Wzgledne wartoéci wag klastréw zawierajacych klase prawdziwag
dla przyktadu (o$ pionowa) do wag wszystkich innych klastréow, ktére nie zawie-
rajg klasy prawdziwej. Wyniki dla zbioréw vowel i tumor. Sieci zostaly nauczone
az do osiggnigcia réznych pozioméw biedéw nauczania. R6zne kolory oznaczajg
od lewej wartosci stosunku z zakreséw (o0, 8), (4, 8], (2,4], (1,2], (0.5,1], (0.25,0.5],
(0.125,0.25], (0.125,0.0). Dla czytelnosci, do wektoréw dodany zostal niewielki
szum
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Rysunek 2.17. Wzgledne wartosci wag klastréw zawierajacych klase prawdziwag
dla przyktadu (o$ pionowa) do wag wszystkich innych klastréw, ktére nie zawie-
raja klasy prawdziwej. Wyniki dla zbioréw audiology i arrhythmia

Klasyfikator HCOC proponuje sposéb rozdzielenia zadania na podproblemy
z pogrupowaniem razem klas, ktére dzielg z sobg wspélne cechy. Pozwala to na
utworzenie mapy problemu, a nie tylko rozwigzanie zadania predykcji. Mozliwa
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jest np. ekstrakcja regut typu 1r-THEN, stosunkowo dobrze czytelnych dla uzytkow-
nika, ktére dzielg problem na podproblemy rekurencyjnie (Podolak, 2007). Jedno-
cze$nie takie podejscie moze by¢ pewnym rozwigzaniem problemu skalowalnosci
nauczania (Bekkerman et al., 2012).

24.1. Klasyfikacja przykladéw

Kazdy wezet V/, oprécz lisci, sktada sie z klasyfikatora CI' oraz macierzy klastru-
jacej F! (ktéra jest w lisciach nieobecna). F? definiuja potomne klastry Q' sktadajace
sie z podzbioru zbioru klas rozpoznawanych przez V' (i nalezgcych do odpowia-
dajacego mu klastra Q'). Korzeri oznaczony jest przez V. Poniewaz koricowy wy-
nik jest obliczany jako suma wazona aktywacji klasyfikatoréw w klastrach potom-
nych, wazne jest, aby wagi klastrow zawierajgcych klase prawdziwg dla danego
przykladu byly wyzsze od wag tych, ktére nie zawieraja tej klasy. Jak to zostato
pokazane w rozdziale 2.3.4, warunek stabosci klasyfikatora w wezle nadrzednym
jest wystarczajacy.

W trakcie procesu klasyfikacji przez HCOC przyktad reprezentowany przez
wektor atrybutéw x € X jest klasyfikowany przez CI° w korzeniu, dajac w wy-
niku wektor aktywacji CI°(x) = [CI9(x), ..., CI%(x)]. Ten wektor jest pierwszym
przyblizeniem klasyfikacji x.

Uwaga 2.21. Przestrzen atrybutéw X moze by¢ dla kolejnych klasyfikatorow w weztach
ograniczana. Jesli jeden z atrybutow nie wplywa na rozwigzanie wydzielonego podproble-
mu, to moze zosta¢ usuniety, polepszajgc stopiern generalizacji. Wymaga to jednak uzycia
dodatkowego niezaleznego algorytmu, co wydtuza czas nauczania (Hand et al., 2001; Ha-
stie et al., 2001; Bishop, 2006, Haykin, 2009).

Przy okazji pojawia si¢ wiele ciekawych problemow teoretycznych, np. czy jezeli dany
atrybut jest nieistotny dla rozwigzywania danego problemu, to czy jest automatycznie tak-
Ze nieistotny dla wszystkich jego podprobleméw? Tematyka redukcji atrybutow wykracza
jednak poza ramy tej pracy.

Ktoére z klastrow powinny zosta¢ wybrane? Nalezy wybraé ten klaster, ktéry
maksymalizuje prawdopodobieristwo, Ze zawiera on prawdziwg klase przyktadu
x. Nalezy wybra¢ klaster o indeksie /, ktéry maksymalizuje prawdopodobieristwo

(2.21) P(ftr(x),l = 1)'

Zadanie to mozna zrealizowaé przez konstrukcje z nauczonego CI° klasyfikatora
uogélnionego i modyfikacje zadania nauczania.

Definicja 2.22. Wezet V! = (CI’, F) nazywamy klasyfikatorem uogdlnionym (ang.
generalized), ktéry implementuje funkcje

(2.22) viix — 0,15,
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gdzie L; jest liczbg weztéw pochodnych wezta V. Wektor wartoéci V' (x) nazywa-
my wektorem wag klastréw, tzn. wartosé V]? (x) mozna interpretowac jako szanse

(ang. likelihood), ze prawdziwa klasa przykladu x nalezy do klastra Q?.

Osobne uczenie uogodlnionego klasyfikatora mija sie z celem, gdyz potrzeb-
na bytaby znajomos¢ postaci klastrow, a te potrzebujemy wtasnie poznaé. Nalezy
wiec wykorzystaé nauczony juz klasyfikator CI°. Niech trQ(x; F) bedzie , praw-
dziwym” wzorcem klastréw dla przyktadu x, na tym etapie jeszcze nieznanym:

(2.23) trQ(x; F°) = [fgf(x),l" . fftor(x),LOL

ktéry jest binarnym wektorem takim, ze trQ;(x) = 1, jesli Cy,(y) € Q?, a w prze-
ciwnym wypadku trQ;(x) = 0. Wektor trQ(x) odpowiada wigc prawidtowe-
mu wzorcowi odpowiedzi klasyfikatora uogdlnionego przy zadaniu wskazania
klastréw zawierajacych prawidlowa klase przyktadu x. Na przyklad, jesli ma-
cierz F definiuje podziat na klastry Q1 = {Cy,Cy,C3,Cs}, Q2 = {C3,Cy,C5,Cs}
i Q3 = {Cq,Cy,Cg}, a prawidlowy klasg danego x jest C3, to poprawnym wekto-
rem jest trQ(x) = [1,1,0], poniewaz C3 nalezy do Q1 N Qa.

Uwaga 2.23. Uogdlniony klasyfikator jest klasyfikatorem wieloklasowym’ takim, ze dla
danego przykladu wigcej niz jeden element wyjsciowy moze by¢ poprawny — dzieje sig tak,
8dy klasa wystepuje w wiecej niz jednym klastrze. W rzeczywistosci prawidtowg odpo-
wiedzig jest wskazanie wszystkich takich klastrow. Wskazujgc jeden klaster uogélniony,
klasyfikator podaje w rzeczywistosci alternatywe, ze prawdziwg klasg jest jedna z nalezg-
cych do tego wilasnie klastra.

Jednoczesnie uogolniony klasyfikator podaje alternatywe klastréw. Aby nie byla to
zwykta alternatywa sumy klas tych klastréw, potrzebne jest wazenie tych odpowiedzi.

Mozliwe jest zdefiniowanie odpowiedniej funkcji kosztu opisujacej zadanie
nauczania uogoélnionego klasyfikatora.

Definicja 2.24. Funkcja kosztu opisujgca zadanie klasyfikacji przez klasyfikator
uogodlniony VY ma postaé

(2.24) 0(x, trQ(x; F2), VO(x)) =1 - VO(x) - trQ(x'FO(x)) 7,

gdzie trQ(x; F°) opisuje poprawny wzorzec klasyfikagji przyktadu x nalezacego
do pewnej ustalonej klasy. Funkcja jest parametryzowana macierza F°.

ITu wykorzystywana powszechnie terminologia jest niejednoznaczna: w wielu pracach klasyfika-
tor, ktéry ma mozliwe wiele wykluczajgcych sie odpowiedzi, jest nazywany multiklasyfikatorem W in-
nych pracach to okreslenie oznacza klasyfikator pozwalajgcy na klasyfikacje przyktadu do kilku klas
jednoczesnie. Czasem jest to okreslenie na zlozenie wielu klasyfikatoréw. Oczywiscie z punktu wi-
dzenia samego klasyfikatora pierwsze dwa réznig si¢ jedynie postacia wzorca wyjéciowego, jednak
klasyfikacja pojedynczego przykladu do wielu klas jednoczesénie nie pozwala na przyjecie zalozenia
o normalizacji wyjscia.
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Funkgja kosztu £() jest dodatnio okreslona, a jej wartosc jest réwna 0 (lub osig-
ga pewne nieujemne minimum), je$li wszystkie niezerowe elementy V(x) odpo-
wiadajg klastrom zawierajagcym prawdziwg klase wektora x. Klasyfikator uogol-
niony wyglada tak jak na rysunku 2.10.

Nauczanie optymalnego klasyfikatora uogélnionego jest procesem znalezie-
nia optymalnej macierzy klastrowania. Proces tworzenia bedzie zwigzany z mini-
malizacjg pewnej funkcji dopasowania odpowiadajacej funkgji kosztu (2.24).

Definicja 2.25. Niech M bedzie macierza klasyfikacji dla rozpoznajacego K klas
Klasyfikatora CI. Niech CI ma L potomkoéw. Niech F bedzie macierzg klastrowa-
nia 0 wymiarach K x L. Macierz G = G(M, F) jest K x K macierzg generalizacji
zdefiniowang nastepujaco

K L9 00
Y1 Mik X fifu
K Lo !
Zk 1 Mk Z fl?l
0
i mif (1= )
=
Zk:1 Mk 21:1 fu

(2.25) 8ii =

(2.26) dla ]751 81; =

Wlasno$é 2.26. Macierz G jest stochastyczna

Dowéd. Pokazemy, ze dla ustalonego i zachodzi } ; gi; = 1:

igif _ L [Semafifi + Seimacfy (1 - f)]

Yo X fomix
pY; [Ck i f £ + Lk Miacf) — Lwezi Mirf fol]
Y X fymix
X (ffgmi 4 Tepi fami) TSk fomie
(2.27) _ - - g Tk _
Yk X fami Y1 Yk frmik

O

Elementy g;; na przekatnej odpowiadajg szansie, aby przyklady z prawdziwej
klasy C; byly prawidiowo zaklasyfikowane. Dzieje sie tak w nastepujacych przy-
padkach, gdy wektory x sa:

e zaklasyfikowane przez Cl poprawnie jako C; i wobec tego przypisane po-
prawnie do klastra zawierajacego te¢ poprawng klase: w takiej sytuacji w licz-
niku (2.25) dodana bedzie warto$¢ m;; przemnozona przez liczbe klastrow
zawierajacych C;,

- w zwigzku z tym klasa powinna wystepowa¢ w maksymalnie wie-
lu klastrach; z drugiej strony, powoduje to wydtuzenie nauczania, po-
trzebny jest wiec wyboér ztotego srodka;
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e zaklasyfikowane przez Cl niepoprawnie jako Cy # C;: jesli istnieje klaster
Q zawierajacy C; (taki klaster musi istnie¢ z definicji macierzy F), to licz-
nik (2.25) zostanie zwiekszony o wartos¢ m;; przemnozong przez liczbe kla-
stréw, do ktérych nalezg zaréwno C;, jak i Cy,

- ta wlasnoé¢ pokazuje, ze jesli klasy C; oraz Cy sg czesto mylone, to po-
winny by¢ wtedy umieszczane w tym samym klastrze.

Slad macierzy G odpowiada wartoéci (1 — blad klasyfikatora uogélnionego).
Jesli CI jest losowy dla danego i, to E[m;;] = 1/K. Jesli takze oczekiwana liczba
klas w klastrze jest rowna potowie klastréow E[Y fi;] = K/2, a oczekiwana liczba
klastréw, do ktérych nalezy klasa C;, to E[Y; f;;] = L/2, wtedy oczekiwana war-
to$¢ elementu na przekatnej macierzy generalizacji to E[g;;] = 1/2, co odpowia-
da losowemu przypisywaniu do klastréw. Slad nie bedzie wysoki, co odpowiada
wysokiemu btedowi. Maksymalizacja $ladu macierzy G nie jest jedyng miarg dla
optymalizacji macierzy klastrowania F.

2.5. Nauczanie pojedynczych weztéw

Kazdy klasyfikator w weztach (klasyfikator bazowy) jest nauczany osobno.

Definicja 2.27. Klasyfikator bazowy w wezle HCOC implementuje funkcje CI' :
X — [O,l]Ki, zwracajacg wektor aktywacji [CI (x), .. .,Cl;(i(x)] odpowiadaja-
cych prawdopodobienistwom, ze przyktad x € X nalezy do jednej z K’ klas klastra
Q' rozpoznawanego przez CI'.

Warunek, zeby kazdy klasyfikator w wezle zwracat wektor, ktéry mozna in-
terpretowac jako wektor prawdopodobieristw, jest konieczny ze wzgledu na defi-
nicje HCOC. Do budowy takiego klasyfikatora moga wiec by¢ wykorzystane sie-
ci neuronowe, klasyfikator Bayesowski, inne modele, ktére albo zwracaja wektor
prawdopodobienstw wprost, albo moga by¢ tak zmodyfikowane, aby to robity.

Bardzo istotny jest sposdb nauczania. Podstawowym zatozeniem konstrukcji
HCOC jest to, ze algorytm nauczania wykorzystuje niedokfadnosci nauczenia kla-
syfikatora w wezle CI, zeby na ich podstawie wydedukowa¢ informacje o roz-
ktadzie gestoéci klas i utworzy¢ z tego informacje o rozktadzie gestosci klastrow.
Nie chodzi jedynie o to, aby klasyfikator w wezle podawat maksymalnie czesto
odpowiedz prawidlowsg, a poza tym popelnial losowe bledy przypisania, ale ra-
czej dawat poprawne odpowiedzi tylko troche czesciej niz przypadkowo (sfabos¢
klasyfikatora), a poza tym popelniat btedy systematyczne (patrz rozdziat 2.3.2). Ble-
dy systematyczne mozna w trakcie budowy, w procesie klastrowania, wyszukac
i zniwelowac.

Jako klasyfikatory bazowe mozna wykorzystac r6zne modele klasyfikacji. Cze-
stym wyborem sg sieci neuronowe, ktére zwracajg wektor prawdopodobienistw
przynaleznoéci do klas konieczny dla dziatania HCOC. Dobrym rozwigzaniem
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moze by¢ wykorzystanie prostych modeli nauczania niekoniecznie dajacych wy-
sokg skutecznos¢, ale prostych i szybkich w budowie. Moze to by¢ las drzew decy-
zyjnych zbudowany tak, aby uéredniat klasyfikacje poszczegélnych drzew i zwra-
cal takze wektor prawdopodobienstw.

Las drzew decyzyjnych jako klasyfikator bazowy Klasyfikatory takie jak drze-
wa decyzyjne zwracaja dla kazdego przyktadu nie wektor prawdopodobienstw,
ale indeks wybranej klasy. Nie mogg by¢ wiec wprost uzyte jako klasyfikatory
bazowe HCOC. Jesli jednak zbudowac¢ las drzew, a odpowiedzi uérednié, to spet-
niony bytby warunek definicji. Analogicznie algorytmy takie jak SVM podajg in-
deks klasy i potrzebna bytaby analogiczna procedura (chociaz bardziej ztozona ze
wzgledu na dwuklasowos¢ SVM). Wybor takiego algorytmu moze sie jednak mi-
jac z celem ze wzgledu na ztozono$¢ ich nauczania oraz fakt, ze HCOC ma wtasnie
wykorzystywac cechy stabosci klasyfikatoréw w weztach.

Klasyfikator wykorzystujacy drzewa decyzyjne jest zbudowany jako las drzew
decyzyjnych. Dla danego N-elementowego zbioru uczacego stosowana jest pro-
cedura bootstrap (Efron, Tibshirani, 1997) polegajaca na losowaniu ze zwracaniem
N-elementowych zbioréw uczacych. Taka procedura powoduje, ze w danym zbio-
rze bootstrap ok. 0.632N przykladéw, wylosowanych z N-elementowego zbioru
uczacego, jest réznych. Przy zastosowaniu wstepnie procedury stratyfikacji mamy
pewnosé, ze kazdy taki zbidr zawiera przyktady z wszystkich klas (patrz A.13).

Dla kazdego zbioru bootstrap, wykorzystujac algorytm drzew decyzyjnych, bu-
dowane jest osobne drzewo, przy czym kazde drzewo jest gteboko obcinane (ang.
pruning), aby uzyskac liscie skladajace si¢ z wielu klas. W catym podejsciu budo-
wany jest caly las drzew, ztozony z 50-100 niezaleznych klasyfikatoréw. W trakcie
predykcji drzewo decyzyjne standardowo zwraca etykiete wiekszosciowg lidcia,
w ktérym konczy sie klasyfikacja. Zamiast tej etykiety mozna wzigc¢ rozktad praw-
dopodobieristw klas wszystkich przyktadéw ze zbioru uczacego, ktére w trakcie
nauczania zostaly umieszczone w lisciu wygrywajacym. Na rysunku 2.18 poka-
zanych jest dziewie¢ drzew zbudowanych dla problemu breast tumour (Newman
et al., 1998). W trakcie klasyfikacji danego wektora atrybutéw x ewaluowane sg
wszystkie nauczone drzewa. Dla klas, ktérych przyklady nie sg zawarte w zwycie-
skim liciu, zwracana jest wartos¢ 0. Wektory klas prawdopodobiefistwa wszyst-
kich lisci Cl¢(x) sa usredniane, dajac koricowq klasyfikacje

(2.28) Clp(x) = %ZClt(x).
t

Dzigki takiemu podejsciu

e sterujac liczba uzytych drzew, mozna sterowa¢ poziomem nauczenia takie-
go lasu drzew,

e wykorzystanie lasu drzew daje lepszg generalizacje niz wykorzystanie po-
jedynczego drzewa, dzigki czemu warto$¢ wektora aktywacji Clr(x) bedzie
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Rysunek 2.18. Pojedyncze drzewa decyzyjne dla problemu breast tumour (New-
man et al., 1998). Kazde zbudowane na podstawie osobnego zbioru bootstrap

dawac dobre przyblizenie wartoéci wag klastrow, a model Igczenia wyni-
kow oparty na danych, jakim jest HCOC, bedzie miat uzasadnienie,

e poniewaz nauczanie pojedynczego drzewa jest szybkie, mozna w prosty
sposéb zbudowac klasyfikator w wezle, ktéry bedzie rozdzielaé¢ problem
zlozony z bardzo wielu klas na mniej liczne grupy, gdzie mozna zastosowac
klasyfikatory dajace lepszy stopierr generalizacji, np. sieci neuronowe,

e mozna wykona¢ podziat na klastry juz w trakcie nauczania: kazdy 1is¢ de-
finiuje klaster jako mape klas do niego nalezacych; to alternatywny sposéb
klastrowania wzgledem opisanych w rozdziale 2.6 metod.

2.6. Zadanie klastrowania

Zadanie klastrowania polega na znalezieniu optymalnej macierzy F takiej, ze zmi-
nimalizowana jest pewna funkcja kosztu, np. okreslona w definicji 2.24. Mozliwe
jest wiele podejsé:
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e rozszerzajace hierarchiczne klastrowanie aglomeratywne (Day, Edelsbrun-
ner, 1984) dla znalezienia klastréw nakladajacych sig; algorytm wykorzystu-
je podobienistwo wierszy macierzy M (Podolak, 2008; Podolak et al., 2006);

e oparte na prawie Bayesa wykorzystuje macierz pomylek M = (m i]-)l{(]-:l ta-
kg, ze m;j ~ P(pr = Cj|tr = C;), ewaluowang w trakcie nauczania klasy-
fikatora CI' w korzeniu aktualnego poddrzewa HCOC; wykorzystujac pra-
wo Bayesa, znajdujemy P(tr = Cj|pr = C;) i, rozpoczynajac od diagonalnej
macierzy F opisujacej jednoelementowe klastry, dodajemy kolejne o najwyz-
szych P(tr = C;|pr = C;), dbajac o poprawnos¢ F (Podolak, Roman, 2011a);

e wykorzystanie adaptacyjnych metod nauczania maszynowego przez uzy-
cie algorytmu Rosngcego Gazu Neuronowego (Fritzke, 1995) w przestrzeni
wyjsciowej; ten algorytm nadaje si¢ do realizacji zadania klastrowania on-
line przez uré6wnoleglenie klastrowania z nauczaniem samego klasyfikatora;
pozwala to na przerwanie nauczania w momencie znalezienia optymalnego
podziatu (Podolak, Bartocha, 2009);

e wykorzystanie algorytmow genetycznych ze zdefiniowang funkcjg dopaso-
wania, co ma te zalete, ze mozna tatwo uwzgledni¢ w funkcji dopasowa-
nia inne cele, jak np. zapewnienie réznorodnosci klasyfikatoréw pochod-
nych (Podolak, Roman, 2011a);

e przegladanie wszystkich macierzy F — niemozliwe ze wzgledu na olbrzy-
migq liczbe i trudno$¢ w ich wyszukania (patrz rozdziat 2.2.1) (Podolak et al.,
2012b).

2.6.1. Rozszerzenie algorytmu klastrowania aglomeratywnego

Podstawowe podejscie do podzialu na podproblemy polega na rozszerzeniu kla-
strowania przez laczenie (ang. agglomerative) SAHN (Simple Agglomerative Hierar-
chical Clustering) do zadania, w ktérym klastry maja si¢ naktada¢ (Day, Edelsbrun-
ner, 1984; Podolak, 2008). SAHN jest z zatozenia algorytmem tworzacym klastry
rozlgczne, stad ten algorytm musiat zosta¢ zmodyfikowany, aby dobrze odpowia-
da¢ zadaniu dla HCOC?.

Metody aglomeratywne rozpoczynajq rozwigzanie zadania od n jednoelemen-
towych klastréw. Kolejne (wieksze) klastry sa tworzone zwykle przez taczenie
par dotad utworzonych klastréw. Wybér polega zwykle na wstepnym utworze-
niu macierzy odlegtosci D = (d(x, ¥))x yex miedzy wszystkimi parami obiektow,
a nastepnie faczeniu tych o najmniejszych odleglosciach. Sama miara d() zaleze¢
bedzie od istoty problemu. Przy klastrach zawierajacych wiecej niz jeden element

2Niektorzy autorzy uzywaja akronimu SAHN specyficznie dla okreslenia grupy metod klastrowa-
nia, ktére sg sekwencyjne, aglomeratywne (kolejne klastry sa tworzone przez faczenie), hierarchiczne
i generuja klastry nienaktadajace si¢ (Sneath, Sokal, 1973).
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mozliwych jest kilka strategii: najblizszego sgsiada, najdalszego sgsiada, sredniej
grupowej (patrz dodatek A.8).

W wiegkszosci przedstawionych dalej rozwigzan klastrowania dla problemu
HCOC przyijete zostalo podejscie usredniajgce taczace klastry o najblizszych cen-
troidach. W ten sposéb obiektami w pojedynczym klastrze sa klasy, ktére dany
klasyfikator czesto z sobg wzajemnie myli®. Klastry powinny by¢ raczej zwarte,
niektdére rozwigzania mogg czasem i8¢ w kierunku strategii najblizszego sasiada:
np. podejscie Bayesowskie dodaje kolejno klasy najczesciej mylone z klasami juz
obecnymi w klastrze (patrz opis w rozdziale 2.6.2). Podejscie typu GNG (patrz
rozdzial 2.6.3) wykorzystuje podobienistwo wszystkich klas do siebie, jest wiec,
w wiekszym stopniu, wyborem strategii $redniej grupowej. Zwarto$¢ klastréw
nie zawsze jest do osiggniecia, a metoda najdalszego sasiada moze czasem dawac
rézne wyniki przy wahaniach poziomu i drobnych modyfikacjach zbioru uczace-
go.

Niech CI bedzie klasyfikatorem bazowym w korzeniu poddrzewa budowane-
go klasyfikatora HCOC. CI jest nauczony co najmniej do poziomu bycia stabym.
Dla kazdego przyktadu ze zbioru uczacego reprezentowanego przez wektor atry-
butéw x, Cl zwraca K-wymiarowy wektor aktywacji. Obiektami, ktére majg by¢
klastrowane, sg Srednie wektory aktywacji dla przyktadéw z kazdej ze zdefinio-
wanych klas z osobna. Dla danej klasy C; $rednia aktywacja odpowiada wier-
szowi macierzy pomylek m;, = [m;,..., mg]. Caly proces klastrowania oparty
jest na macierzy M, nie na wektorach aktywacji dla poszczegélnych przyktadow
uczacych (tak dzieje sie w, opisanym dalej, podejsciu wykorzystujacym algorytm
GNG).

Celem jest umieszczenie w jednym klastrze klas czesto z sobg mylonych. Algo-
rytm iteruje wiec po wierszach macierzy M odpowiadajacych prawdziwym kla-
som. Dla prawdziwej klasy C; (wiersza) znajduje inng klase C; (odpowiadajacej
kolumnie) o wysokiej wartosci m;;, tworzac poczatkowe dwuelementowe klastry.
W nastepnych krokach wybiera i dodaje do juz znalezionych klastréw inne klasy
mylone z prawdziwg klasa C;. Wedlug uzytej heurezy wyszukiwane jest |K/4|
do |K/2| klas poza prawdziwg. Klastry, ktére s podzbiorami innych, sa zwykle
usuwane. Analogicznie klastry o rozmiarze mniejszym od minimalnego sg takze
usuwane. Algorytm opisany jest na rysunku 2.19.

Kazdy klaster Q' definiujemy jako

(2.29) Q' ={Ci,C1),Cayr- - Cixsap

gdzie C;), (j) # i sa klasami odpowiadajacymi warto$ciom wiersza m;, posorto-
wanym w kolejnoéci malejacej, a wigc klasom o najwyzszej wartoéci P(Cjltr(x) =
C;) prawdopodobieristwa niepoprawnego rozpoznania x z klasy C; jako obiektu
klasy C;.

3To takze zalezy od postaci konkretnej funkgji kosztu minimalizowanej w procesie.
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Input: M — macierz pomytek
groups < @ // mapowanie klasyfikacji przez Cl do prawdziwych klas
for columnin1: K do
// iteracja po kolumnach macierzy M
classAs < @ // elementy indeksowane prawdziwa klasa
thisColumn «+ {(M{[row, column)] % P(Cr), row) }X
class As < selectHighestValues(bc, | K/4])
classAs < classAs U column
if groups == @ then
groups < groups U (column, class As)
else
// scal klastry zawarte w innych klastrach
for (trueClass, classified) € groups do
if classAs C classified then
groups < groups \ (true,classified)
trueClass <— trueClass U column
groups < groups U (trueClass, classified)
Ise if classified C classAs then
groups < groups \ (trueClass, classified)
trueClass < trueClass U column
groups <— groups U (trueClass, class As)

(¢

end
groups < groups U (column, class As)
end
end

end

// sklej razem niewielkie klastry

while (ha,a,hb,b) = MinSum(groups) and size(a U b) < minSize do
groups < groups \ (ha,a); groups < groups\ (hb,b)
groups < groups U (haUhb,a U D)

end

return groups

Rysunek 2.19. Algorytm klastrowania poprzez rozszerzenie algorytmu
SAHN. Operator \ oznacza odejmowanie zbior6w

2.6.2. Bayesowskie podejscie do klastrowania

Elementy m;; macierzy M ewaluuja z wynikéw nauczania prawdopodobieristwo
warunkowe P(C;|C;, Cl) predykcji przez Cl przyktadu z prawdziwej klasy C; ja-
ko C;. Zgodnie z zalozeniem, jesli Cy, (. jest prawdziwg klasg dla x, to klasy C(,,
dla ktérych wartos¢ P(C,)|Cyy(), Cl) jest wyzsza niz dla innych klas, powinny
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znalez¢ si¢ w tym samym klastrze co Cy,(,). Algorytm Bayesowski generuje kla-
strowanie wedtug nastepujacego schematu

1. ewaluuj I3(Cj|Ci) = mj,

2. utworz K poczatkowych roztgcznych klastréw jako singletony sktadajace sie
z jednej klasy kazdy,

3. posortuj wartosci P (Ci|Ci) w kolejnosci malejacej,

4. oblicz macierze klastrowania F, generalizacji G (patrz definicja 2.25) i $lad
tr(G),

5. powtarzaj

(a) wez najwyzsza wartos¢ P(C j|C;) i dodaj klasg przewidywang C; do kla-
stra zbudowanego wokoét klasy C;,
(b) oblicz tymczasowe F’, usuwajac klastry zawarte w innych klastrach,

(c) oblicz nowe G i akceptuj zmiany tylko wtedy, gdy modyfikacja zwiek-
sza tr(G).

Doktadny algorytm podany jest na rysunku 2.20.

Wynik dziatania procedury zalezy od kolejnosci, w ktérej wstawiane sg nowe
klasy. Moze sig¢ zdarzy¢, ze r6znice migdzy kolejnymi elementami 1;; sa niewiel-
kie, a ich kolejnos$¢ po posortowaniu bedzie rézna przy niewielkiej modyfikacji
zbioru uczgcego, np. przykltady z jednej z klas bedq czeéciej reprezentowane. Z te-
go wynikaja 2 warianty podstawowej procedury:

e w podstawowym trybie element m;; moze zosta¢ pominiety, poniewaz jego
dodanie nie spowodowalo wzrostu tr(G); pierwsza modyfikacja (tzw. nieza-
lezna od kolejnosci) bedzie polegata na powtdrnej probie uzycia odrzuconych
wezesniej elementow m;j;

e moze si¢ zdarzy¢ sytuacja, ze po dodaniu klasy C; odpowiadajacej najpierw
m;j, abezposrednio potem klasy C; odpowiadajacej 11, (jedno i drugie spo-
wodowato wzrost tr(G)), usunigcie teraz klasy C; spowoduje dalszy wzrost
tr(G); jest to zwiazane z zaleznos$ciami pomiedzy sobg rozpoznawania klas
C; i C4 oraz niewielkimi r6znicami w warto$ciach m;; oraz mmy,; druga mody-
fikacja (tzw. usuwajgca pary) bedzie polegata wlasnie na sprawdzeniu moz-
liwosci usuniecia pierwszej klasy po kazdych dwoéch dodanych; w efekcie
dostajemy klastry, ktére sg bardziej zwarte.

Kosztem niewielkiego wzrostu zlozonosci obliczeniowej obydwa podejscia powo-
duja uzyskanie bardziej réwnolicznych klastréw. Wagi klastréw sg proporcjonal-
ne do sumy aktywacji klasyfikatora nadrzednego dla klas zawartych w danym
klastrze (patrz wzor (2.10)). Jesli klastry beda bardziej réwnoliczne, zmniejszy sie
prawdopodobienstwo, ze waga klastra nie zawierajacego klasy prawidiowej prze-
wazy nad wagg klastra, ktéry te klase zawiera.



70

KLASYFIKATOR HIERARCHICZNY HCOC

Input: M — macierz pomytek
Input: maxClusterSize — maksymalny rozmiar klastra
Output: F — macierz klastrowania
M’ = computeBayes(M) // obliczenie P(true = Cj|predicted = C;)
F + KXK' // start z singletonami
gtr < Y m;i
mv < order(M') // indeksowanie M malejgco
for I < 1 to length(mv)) do
(i,j) <= mo[l] // kolejna para klas (i, j)
F' + F // kopia robocza
mx <— Zl lel
ifi #j | | mx <= maxClusterSize then

i/j < 1 // usun klastry zawarte w innych
F" <« reduceClusteringMatrix(F')
G < generalizationMatrix(M, F") // macierz generalizacji G
gtr’ « trace(G)

// add (i, j) tylko, gdy tr(G) wzrasta
if gtr’ > gtr then

F« F
mv|l].added <~ TRUE

else

| moll].added < FALSE
end
if addSkipped then (F, mv, gtr) < addSkipped(F, mv, gtr)
if removeUnneeded then (F, mv, gtr) < removelnneeded(F, mv, gtr)
end

end
F < reduceClusteringMatrix(F) // ostateczna macierz F
return F

Rysunek 2.20. Algorytm klastrowania Bayesowskiego

2.6.3. Uréwnoleglenie klastrowania przy wykorzystaniu

algorytmu Rosnacego Gazu Neuronowego GNG

Wydaje sig, ze uréwnoleglenie proceséw nauczania klasyfikatora bazowego CI
w wezle oraz klastrowania dla niego wynikéw powinno przynie$¢ szczegdlnie
dobre wyniki. Jest to istotne nie tylko ze wzgledu na mozliwe przyspieszenie ob-
liczen, ale przede wszystkim dlatego, ze:

e wynik klastrowania jest w duzym stopniu zalezny od poziomu nauczenia
klasyfikatora bazowego Cl. Niech CI bedzie bardzo mato doktadnym (bar-
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dzo stabym) klasyfikatorem, ktéry jednak zwraca wyniki z duzg pewno-
Scig, tzn. dla zwycieskiej klasy C; daje aktywacje Cl; bliskie 1, bez wzgledu
na to, czy C; jest klasg prawdziwg, czy nie. W takiej sytuacji dla niektérych
klas tworzg sie bardzo mate klastry i efekt klastrowania nie zmniejsza bledu
HCOC w wystarczajgcym stopniu. Bierze si¢ to z faktu istnienia miniméw
lokalnych. Koficowy HCOC bedzie sobie czesto radzit lepiej dzieki wcze-
$niejszemu zakonczeniu nauczania C! i skorzystaniu z efektu klastrowania.
Mozna to zapewnié¢ przez jednoczesne uruchomienie nauczania i klastro-
wania oraz przerwanie obu proceséw w najbardziej dogodnym momencie;

e konieczne jest zapewnienie réznorodnosci klasyfikatoréw bazowych: jesli
wszystkie klasyfikatory pochodne beda popetnialy te same, lub prawie te
same bledy, to nie nalezy oczekiwaé duzego wzrostu poprawnoséci dzieki sa-
memu sktadaniu wynikéw (dokladniejsza dyskusja w rozdziale 2.6.7). Jest
to mozliwe do osiggniecia przez kontrole obydwu proceséw.

Do uréwnoleglenia nauczania i klastrowania mozna wykorzysta¢ algorytm ro-
snacego gazu neuronowego (ang. Growing Neural Gas, GNG) (Fritzke, 1995). Al-
gorytm GNG tworzy graf weztéw (neuronéw), ktérych liczba, a takze potacze-
nia pomiedzy nimi zmieniajg sie w trakcie nauczania. Kazdy wezel jest zwigzany
zwektorem wag w; € RX (bardziej szczegétowy opis algorytmu GNG znajduje sie
w dodatku A.9). W przypadku klastrowania dla HCOC beda to wektory aktywacji
(pojedynczych lub matych grup bardzo podobnych) dla przyktadéw uczacych.

GNG tworzy, w procesie konkurencyjnego nauczania nienadzorowanego, kla-
stry dla aktywagcji klasyfikatora. Te klastry odpowiadajg podobnym aktywacjom.
Jesli wiec aktywacje dla przyktadéw z réznych prawdziwych klas sa fgczone w ten
sam klaster, moze to oznaczad, ze przyktady dla tych klas sg z sobg mylone. Bedzie
to pociaggato za sobg taczenie ich w klastry HCOC. Zaletg uzycia GNG jest fakt, ze
algorytm bardzo dobrze dostosowuje si¢ do zmieniajacego si¢ Srodowiska (Fritz-
ke, 1997). Mozliwe jest wiec rozpoczecie klastrowania na podstawie wstepnie na-
uczonego CI, a nastepnie kontynuowanie nauczania. Procesy nauczania i klastro-
wania sg przerywane po osiggnieciu ustalonego celu nauczania.

Wazna r6znicg wzgledem wczeéniejszych algorytmow jest fakt, ze przy uzy-
ciu GNG klastrowane beda klasy na podstawie wektoréw aktywacji dla pojedyn-
czych przykladéw, nie ich usrednionych aktywacji znalezionych po zakoriczeniu
nauczania. Procesy nauczania i klastrowania mogg by¢ wykonywane réwnolegle.

Najistotniejszym elementem definicji wykorzystania GNG dla klasyfikatora
HCOC jest zdefiniowanie sposobu zwigzania z kazdym utworzonym klastrem
jego opisu w postaci listy zebranych tam klas. Celem klastrowania HCOC jest
utworzenie nakfadajgcych sie grup klas czesto z sobg mylonych. Po utworzeniu
klastréw GNG potrzebna jest analiza, dla ktérych prawdziwych klas wektory ak-
tywacji sa potgczone w jednym klastrze. Bez odpowiedniej analizy czesto w utwo-
rzonych klastrach wystgpig wektory aktywacji dla wszystkich lub prawie wszyst-
kich klas, co jest oczywiscie wynikiem nieprawidtowym.
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Sam etap klastrowania GNG 1aczy z sobg przyktady, ktére majg podobne ak-
tywacje, HCOC potrzebuje jednak klastréw klas. Aby to uzyska¢é, dla kazdego
GNG klastra G tworzony jest histogram H : Q° — [0, 1], gdzie QU jest klastrem
zawierajacym wszystkie klasy, a H(C;) reprezentuje frakcje, z jaka klasa C; jest
prawdziwg klasg przyktadéw przypisanych do tego klastra. Kazdy GNG-klaster
odpowiada HCOC klastrowi Q© takiemu, ze

(2.30) QY ={C;: H(C)) > dg},

gdzie dg jest pewnym progiem. Algorytm znajduje takie dg, aby zalozenia po-
prawnosci macierzy klastrowania F (patrz definicja 2.11) byly spetnione. Jesli ist-
nieje taka klasa C;, ze C; nie nalezy do zadnego znalezionego w ten sposéb klastra,
to nalezy wybra¢ klaster maksymalizujacy frakeje dla C;:

(2.31) G = argmaxH¢ (C;),
G/
(2.32) G=Guc;

Najprostszym wyborem dg jest poczatkowe ustalenie dg = %maxHG(Ci), a na-
1

stepnie proste dopasowanie. Dziatanie GNG jest pokazane na rysunku 2.21.

Tak jak wczesdniej opisane algorytmy typu SAHN i Bayesowskie sg oparte na
bezposrednim wykorzystaniu prawa Bayesa, tak rozwigzanie GNG faczy w gru-
py klasy, dla ktérych wektory aktywacji s3 podobne w sensie uzytej miary od-
legtosci (zwykle euklidesowej). Tworzone klastry sa wobec tego bardziej zwarte,
a wlaczone klasy mylone kazda z kazdg, bardziej niz to si¢ dzieje w przypadku
klastrowania Bayesowskiego.

Rysunek 2.21. Klastrowanie z wykorzystaniem GNG. Od lewej do prawej: prze-
strzen atrybutéw, odwzorowanie przez Cl do przestrzeni aktywacji podzielonej
przez GNG na klastry, histogramy czestotliwosci klas w poszczegélnych klastrach
GNG, wyb6r progéow dla ustanowienia klastrow Q. Na pokazanym przykladzie
utworzone sg klastry zlozone z klas {Cy,Cy }, {Ca, C3,Cs} oraz {Cy,C3,Cy }
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Na rysunku 2.22 pokazane jest poréwnanie wynikéw klastrowania typu Baye-
sowskiego i typu GNG. Wykresy pokazujg $rednie btedy i ich rozrzut dla HCOC
klastrowanych metoda Bayesowska (podejécia standardowe Stp, niezalezne od
kolejnosci Ol (ang. Order Invariant) i z usuwaniem par R (ang. Remouval)) oraz me-
todg GNG. Wyniki podane sg dla r6znego stopnia nauczenia klasyfikatoréw bazo-
wych (od lewej na rysunku): do poziomu bledu 1 — «(K), a wiec prawie losowe, do
1—2a(K) oraz 1 — 4a(K). Wyniki pochodzg z doswiadczenia dla problemu vowel.
W kazdej grupie nauczonych zostalo 200 trzypoziomowych sieci. Dla poréwna-
nia po lewej stronie, z indeksem Cr podany jest wynik osiggany przez klasyfikator
w korzeniu.

Wyniki pokazujg, ze dla stabiej nauczonych klasyfikatoréw bazowych wyni-
ki dziatania algorytméw Bayesowskiego i GNG s3 poréwnywalne. Dla lepiej na-
uczonych zdecydowanie lepsze wyniki daje podejscie Bayesowskie.

"W W by

Cl std O R GNG Cl std O R GNG Cl std Ol R GNG

04 06
I I

0.2

Rysunek 2.22. Poréwnanie metod klastrowania Bayesowskiego i GNG. Wykre-
sy typu wiolinowego pokazujg $rednie btedy i ich rozrzut dla problemu vowel.
Wszystkie sieci ewaluowane byty metoda ResTricTED

2.6.4. Wykorzystanie metod genetycznych dla klastrowania

Innym podejéciem moze by¢ wykorzystanie algorytmu typu genetycznego (Hol-
land, 1992; Michalewicz, 1996; Schaefer, Telega, 2007). W klastrowaniu dla HCOC
optymalizacji poddane zostalo zadanie znalezienia najlepszej macierzy klastro-
wania F przy wykorzystaniu operacji krzyzowania macierzy.

Definicja 2.28. Niech F; i F, bedg macierzami klastrowania o wymiarach K x L;
iKx Lp.Niechb; € {1,...,L; —1}iby € {1,...,L, — 1} beda punktami podziatu
kolumn F; i F,. W wyniku operagji krzyzowania nowa macierz F| powstaje jako
zlozenie kolumn 1, ..., by z F; i kolumn (b, + 1), ..., L, macierzy F,, analogicznie
F} jako kolumny 1, ..., b, macierzy F, i (b; + 1), ..., L1 macierzy F;. Wyj$ciowe F|/
i FY powstajg z F| i F} przez usuniecie kolumn zawartych w innych oraz dodanie
klas tak, aby spetnione byly warunki poprawnoéci klastrowania z definicji 2.11.
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Definicja 2.29. Operacja mutacji macierzy klastrowania F polega na wyborze pa-
ry indekséw (k,!) i podmianie fi; = 1 — f};. Dodatkowo mutacja polega na loso-
wym dodawaniu lub usuwaniu catych klastréw odpowiadajgcym kolumnom F.
Ewentualnie konieczna moze by¢ taka modyfikacja F, aby spetnione byty warunki
definicji 2.11.

Schemat algorytmu pokazany jest na rysunku 2.23. W klastrowaniu genetycz-
nym dla HCOC, pokazanym w wynikach w tabeli 2.2, wykorzystywane byty po-
czatkowe populacje z 50 macierzami. Przez kilkadziesiat iteracji tworzone byly
nowe populacje dla optymalizacji zatozonej funkcji dopasowania (fitness). Funkcje
dopasowania wykorzystywaly informacje z macierzy pomytek M, macierzy ge-
neralizacji G, postaci klasyfikatora Cl w aktualnym korzeniu, postaci aktualnego
modelu HCOC, obliczanej funkgcji ré6znorodnosci, takze zgodnosci F z warunka-
mi jej poprawnosci wynikajacymi z definicji. Macierz generalizacji G jest funkcjq
M i aktualnej macierzy klastrowania F: G = G(M, F), jest wigc obliczana osobno
dla kazdej ocenianej macierzy w populacji.

Wyniki dla algorytméw Bayesowskiego i genetycznego s poréwnywalne, jed-
nak Bayesowskie sa duzo szybsze, stad sq rozwigzaniem preferowanym.

2.6.5. Inne funkcje dopasowania

Maksymalizacja $ladu macierzy G nie jest jedynym podej$ciem do rozwigzania
problemu klastrowania. Mozna wykorzysta¢ szereg innych wskazéwek dla do-
brego klastrowania, pochodzacych z rozwazan teoretycznych dotyczacych HCOC.

Wykorzystanie gérnej granicy ryzyka

Podejécie mozliwe jest dzieki ewaluacji macierzy pomytek M' (patrz rozdziat 1,
wz6r (1.18)) klasyfikatora pochodnego CI', obliczone na podstawie dziatania ak-
tualnego klasyfikatora jako

- P(tr = Cilpr =)
(2.33) g = my + Y m;
e ik ]% I Zlez P(tr =I|pr = j)’

Jednoczesnie wykorzystujac ograniczenie funkcji kosztu dla HCOC (po podsta-
wieniu M! za M') jako (patrz réwnanie (2.49)):

) K L' K 0
(2.34) E[((HCOC)] =2 -3 l; ; k; fmim
gdzie B jest zaleznym od M i F czynnikiem normalizujgcym. Te miare mozna wy-
korzystac¢ jako bezposrednig funkcje dopasowania macierzy F, korzystajac z ewa-
luacji macierzy pomytek M' klasyfikatoréw potomnych.
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Input: M macierz pomylek C/

Input: HCOC aktualny klasyfikator HCOC

Output: F wynikowa macierz klastrowania

// poczatkowa populacja macierzy klastrowania

Pop(F) < inicjalnaPopulacjaMacierzyKlastrowania(M, Cl, HCOC,n)
/ / wartoéci dopasowania macierzy F

fit < fitness(Pop, M, Cl, HCOC)

while not(stopCondition) do

// nowa populacja wraz z wartoécig dopasowania kazdej
NewPop(F) < nowaPopulacja(Pop, fit)

// nowa populacja przez krzyzowanie najlepszych macierzy
klastrowania

NewPop(F) < crossover(NewPop)

// operator mutacji na macierzach klastrowania

Pop < mutacja(NewPop)

/ / wartodci dopasowania macierzy klastrowania w nowej populacji
// obliczone na podstawie M, CI, HCOC

fit < fitness(Pop, M, Cl, HCOC)

// przechowywanie tymczasowej najlepszej macierzy
tmpBestF <« najlepszaMacierz(Pop, tmpBestF)

end

F < najlepszaMacierz(Pop, tmpBestF)

return F

Rysunek 2.23. Schemat procedury genetycznej. Warunek korica moze by¢
okreslony przez koniec spadku kosztu, maksymalng liczbe epok lub ustalong
wystarczajacg warto$é funkgji fitness

Kontrola poprawnosci macierzy F

Ta kontrola jest szczegdlnie potrzebna przy wykorzystaniu algorytmoéw genetycz-
nych. W zaleznosci od konkretnej implementacji mozliwe jest generowanie macie-
rzy F niespelniajacych perfekcyjnie wszystkich warunkéw poprawnosci, co cze-
sto utatwia i przyspiesza zbieznos¢. Dodanie prostych warunkéw kontrolujgcych
liczbe klastréw, uwzglednienie wszystkich klas, przecinanie sie klastréw itp. tak-
ze ulatwia zbieznoé¢. Mozliwe jest dodanie innych warunkéw heurystycznych,
np. przewidujacych, ile klas powinien zawiera¢ optymalny klaster czy tez ile kla-
strow powinno by¢ razem.
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Ewaluacja spadku ryzyka HCOC

Miara spadku ryzyka wzgledem klasyfikatora CI° w korzeniu rozpatrywanego
poddrzewa HCOC jest mierzona przy wykorzystaniu

K K
E[X] =) Y E[X|true = C;, predicted = C|]

i=1j=1
K K L ZK mOf il
= tl 0
(2.35) =Y Y pcymd | Y SEL
i=1j=1 G =y m?j’fj/l’ !

gdzie zmienna losowa X = HCOC,,(,) (x) — Cly, () (x) przedstawia wzrost warto-
Sci aktywacji na pozycji prawidtowej klasy tr(x) dla wektora atrybutéw x, K jest
liczbg klas w danym poddrzewie, L liczbg klastréw, a wider;; elementami ewalu-
acji macierzy pochodnych klasyfikatoréw.

Wzrost aktywacji dla prawdziwej klasy (patrz rozdziat 1.3) jest Scisle zwig-
zany ze spadkiem ryzyka klasyfikatora HCOC. Maksymalizacja wyrazenia (2.35)
odpowiada prébie maksymalizacji aktywacji na poprawnej pozycji wektora od-
powiedzi Cly, (y)(x).

2.6.6. Alternatywne klastrowanie dla lasu drzew decyzyjnych

W trakcie budowy drzew decyzyjnych jak klasyfikatora w wezle HCOC kazdy
lis¢ danego drzewa odpowiada jakiemus$ klastrowi zawierajagcemu klasy w nim
zawarte. Na rysunku 2.24 pokazane jest drzewo zbudowane dla problemu vowel.
Utworzone licie odpowiadajq nastepujacym (nieobrobionym jeszcze) klastrom

Q' ={C1,Cy, C3}

Q2 :{CZI C3r C4/ C5/ C6r C7/ C8/ C9r Cll}

Q3 :{C4/ CSI Cél C7! C81 C9/ C]l}
(2.36) Q* ={C1,C2, 3, C5,Ce, C7, Cs, Co, Cro, Cun }-
Dla kazdego z nich potrzebne jest przyjecie pewnego progu liczby przyktadéw
danej klasy w lisciu, powyzej ktérej klasy bedg zaliczane do wezta tak, aby utwo-
rzona macierz klastrowania byta poprawna. To procedura analogiczna do tej przy
klastrowaniu typu GNG. Moze nig by¢ wziecie wszystkich klas powyzej mediany

frakcji wystepowania w danym klastrze. Dzigki temu otrzymujemy nastepujace
klastry

Q' ={Cy, G}
Q* ={Cy,C3,C4,C6,C11}
Q% ={Cs5,Ce,C7}

(2.37) Q* ={Cs, Co, C10}-
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Po potaczeniu tak znalezionych klastréw dla wszystkich drzew, procedura kla-
strujgca wybiera te najczesciej wystepujace i taczy je w koricowg macierz klastro-
wania F z zachowaniem warunkéw jej poprawnosci. Zaleta takiego podejscia jest
natychmiastowe uzyskanie macierzy juz w trakcie nauczania. Mozna jednak wy-
korzystac inne, przedstawione juz, podejécia, ktére minimalizujac pewne funkgje
kosztu, powinny zwraca¢ macierze dajace lepszy klasyfikator HCOC.

Rysunek 2.24. Pojedyncze drzewo decyzyjne dla problemu vowel

2.6.7. Problem zapewnienia r6znorodnosci klasyfikator6w

Sktadanie wynikéw z wielu klasyfikatoréw bedzie miato sens jedynie wtedy, gdy
Klasyfikatory beda dzialaly r6znie, a w szczeg6lnosci popelnialy ré6zne bledy (Ku-
mar, Ghosh, 1999; Shipp, Kuncheva, 2002; Kuncheva, 2005; Giacinto, Roli, 2001;
Meynet, Thiran, 2010). Jednak sama réznorodno$¢ nie jest wystarczajaca i zbiér
klasyfikatoréw zaleznych moze by¢ lepszy od zbioru klasyfikatoréw niezalez-
nych, ale i stabszy od najgorszego z zestawu (Shipp, Kuncheva, 2002). W dodat-
ku A.10 opisane sg rézne miary réznorodnosci.

Réznorodnosé trzeba takze zapewni¢ w HCOC. Konieczne jest zagwarantowa-
nie réznorodnosci wérdd klasyfikatoréw pochodnych, w szczegélnosci dla obsza-
réw, gdzie klastry sie naktadaja. To zadanie bedzie wymagato pewnej interakcji
przy nauczaniu klasyfikatoréw bedgcych potomkami tego samego wezla.

Najlepiej zapewni¢ réznorodnoé¢ juz na poziomie klastrowania. Jest to mozli-
we przez uzycie odpowiedniej funkcji dopasowania wykorzystywanej w trakcie
tworzenia macierzy F (Podolak, Roman, 2011b). Nie jest to zadanie proste, ponie-
waz bezposrednia maksymalizacja miary r6znorodnosci niekoniecznie musi pro-
wadzi¢ do optymalnych grup klasyfikatoréw, a sama redukcja korelacji miedzy
klasyfikatorami nie jest wystarczajaca (Kumar et al., 2002; Meynet, Thiran, 2010).

W modelu HCOC dla uzyskania réznorodnosci w danym problemie mozliwe
sg oczywiscie metody polegajace na utworzeniu nadmiarowej liczby klasyfikato-
row dla kazdego z weztéw pochodnych, a nastepnie wyborze sposréd nich grupy
tych, ktére maksymalizujg wybrang miare. Alternatywnie, w trakcie réwnolegte-
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go nauczania klasyfikator6w w potomkach danego wezla, mozna jednoczes$nie
z nauczaniem ewaluowaé miare réznorodnoéci, aby przerywaé nauczanie, gdy
funkcja celu osiggnie wysoka wartos$¢. Jednak obie te metody potrzebujg wielu
zasobow, s wiec nieoplacalne.

Mozliwe jest jednak zaprojektowanie funkcji dopasowania w modelach kla-
strowania. Algorytm klastrowania Bayesowskiego (patrz rozdzial 2.6.2) buduje
macierz klastrowania F poprzez sklejanie mniejszych klastréw, tak aby maksyma-
lizowaé zadang funkcje. Moze to by¢ §lad macierzy generalizacji G (patrz defini-
cja 2.24), zwykta miara poprawnoséci macierzy F, miara wykorzystujaca ewaluacje
macierzy btednych klasyfikacji dla nienauczonych jeszcze klasyfikatoréw potom-
nych (patrz rozdziat 1.2.2), wykorzystanie ewaluacji ryzyka dla HCOC (patrz roz-
dziat 2.7) lub jakiej$ kombinacji tych miar. Mozna tez uwzgledni¢ w tych miarach
wspodtczynnik réznorodnosci.

Kontrola réznorodnosci klasyfikatoré6w pochodnych

Opisane modele kontroli r6znorodnosci zaktadajg zwykle mozliwo$¢ sprawdze-
nia klasyfikacji dla kazdego przyktadu przez kazdy model potomny. Wykorzy-
stujac jednak ewaluacje macierzy, mozna przyblizy¢ fgczng warto$é réznorodnosci
dla danego klasyfikatora zdefiniowanego przez macierz pomylek M klasyfikatora
w korzeniu i aktualnej macierzy klastrowania F

1 -
diversity(M,F) = — Y d(M", M")
2 ll<12
12

(2.38) =— ) ZZ ~11

L
(2) h<ly i

ktére jest sumg réznic macierzy pomytek dla kazdej pary klasyfikatoréow Iy i I
i dla kazdej pary indekséw klas i oraz j.

Doswiadczenie 2.30. Model HCOC wykorzystuje dla zadania klastrowania wiele roz-
nych funkcji dopasowania wykorzystywanych przez wszystkie podejscia do klastrowania.
Zdefiniowane funkcje wykorzystujg kombinacje liniowe réznych miar: ewaluacji funkcji
ryzyka typu pseudo-loss (patrz definicja 1.13) z wykorzystaniem aproksymacji macie-
rzy pomylek M klasyfikatorow pochodnych (patrz wzér (1.18)), ewaluacji ryzyka z twier-
dzenia 2.31, ewaluacji M z wzoru (1.17), miary poprawnosci macierzy klastrowania F
z definicji 2.11 oraz miary réznorodnosci dwupoziomowego HCOC (2.38) z ewaluowany-
mi M. Tabela 2.4 pokazuje wyniki eksperymentéw. Dla kazdego sposrod wykorzystanych
11 zbioréw uczgcych, miary fitness zostaty uporzgdkowane wedtug zwracanych srednich
wynikéw. Srednia ranga w tabeli odpowiada $redniej pozycji na tej liscie, co pozwala po-
réwnac rézne algorytmy z wykorzystaniem réznych danych (Dems3ar, 2006).

Tabela 2.4 pokazuje, Ze wigkszo$¢ funkcji dopasowania daje poréwnywalne wyniki. Od-
stajg od nich fitness. C (pseudo-loss, diversity i poprawnosé macierzy F), fitness. G



ZBIEZNOSC NAUCZANIA HCOC 79

Tabela 2.4. Poréwnanie réznych funkcji fitness. Wyniki uzyskane przez wie-
lokrotne nauczanie na zbiorach typu bootstrap i wyliczenie bledu typu
Err(0632) (patrz A.13). Miary fitness.E i fitness.H r6zniq sie stosunkiem uwzgled-
nionych parametréw: w fitness.E jest wiekszy udziat miary réznorodnosci. Dla
kazdej miary wyniki policzone byty metoda bootstrap dla 8 réznych zbioréw ucza-
cych, dwéch algorytméw klastrujgcych i réznych parametréw definiujgcych zto-
zonos¢ klasyfikatorow w weztach

fitness pseudo F diversity R[HCOC] trace(G) érednia ranga

A v v 391

v v 3.02
C v v v 5.44
D v v 3.22
E v v v 3.31
G v v v 4.27
H v v v 3.08

(8lad macierzy generalizacji G i poprawnos¢ F) oraz fitness. A (pseudo-loss i popraw-
nos¢ F) —tu wida¢ nieadekwatnos¢ podejscia do HCOC przez koszt pseudo-loss. Najlepiej
sprawujg si¢ te miary dopasowania, ktére biorg pod uwage oczekiwany koszt klasyfikatora
HCOC pochodzqgcy z twierdzenia 2.31 lub miarg réznorodnosci. Kombinacja pseudo-loss
i réznorodnosci wydaje sie prowadzié do sprzecznosci, a stad do stabych wynikéw.

2.7. Zbieznos$¢ nauczania HCOC

Wagi w; (x) modelu HCOC obliczane sa proporcjonalnie do odpowiedzi klasyfika-
tora w korzeniu i w zaleznosci od tego, ktére klasy naleza do danego klastra /. Pod-
stawowym zagadnieniem jest okreslenie, czy w zbudowanym tak modelu, przy
dodawaniu kolejnych warstw klasyfikatoréw, mozna liczy¢ na zmniejszanie si¢
btedu. Twierdzenia w nastepnych czesciach pokazujg, jakie warunki powinny by¢
spelnione, aby tak sie stalo.

2.7.1. HCOC jako zlozony klasyfikator

HCOC sktada sie z korzenia oraz szeregu klasyfikatoréw potomnych, bedacych
korzeniami kolejnych HCOC rozwigzujacych podproblemy, ktére powinny by¢
prostsze do rozwigzania (Frank ef al., 2003; Hastie et al., 2001). Problem, w jaki
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sposob nalezy sktada¢ wyniki, od dawna jest jednym z centralnych zagadnier pro-
jektowania ztozonych systeméw klasyfikacji, a wnioski w duzym stopniu zaleza
od architektury modelu i postaci klasyfikatoréw w weztach (patrz m.in. Kulkar-
ni, 1978; Schuerman, Doster, 1984; Kuncheva, 2000; Kumar et al., 2002; Duch, Itert,
2003; Cesa-Bianchi ef al., 2006; Ciampi et al., 2007; Meynet, Thiran, 2010).
Rozpatrzmy na poczatku najprostsza architekture HCOC, ktérg jest dwupo-
ziomowy model z korzeniem i jedng warstwg klasyfikatoréw pochodnych.

Twierdzenie 2.31. (Podolak, Roman, 2012) Niech HCOC bedzie dwupoziomowym kla-
syfikatorem. Niech korzeii CI° bedzie staby. Niech () bedzie kwadratowg funkcjg kosztu.
Niech HCOC wykorzystuje standardowe typy wag i ewaluuje wszystkie poddrzewa algo-
rytmem ALL-SUBTREES.
Wartos¢ funkcji ryzyka dla HCOC jest nizsza niz dla CI°, pod warunkiem ze
K

K K
(239 2Y pimi =Y pi Y (m)* — Z Z Z pifmimy + 1
i

i=1 k=1 maXZl/fk/l/k 11=1i=
jest ujemne.

Dowdd. Bedziemy aproksymowac wartosci oczekiwane, wykorzystujagc macierze
pomytek M® w korzeniui M, ..., M* w klasyfikatorach nastepnej warstwy. Niech
7(x) bedzie K-elementowym binarnym wektorem z wartoscig 1 na pozycji po-
prawnej klasy wektora x. Oznaczamy indeks tej klasy jako tr(x). Niech &; = {x €
X : (x,C;) € D}. Dla kwadratowej funkgji kosztu ¢(x,7(x),y(x)) = Y, (Y9 -

7k (x))? mamy nastepujgca wartosé funkcji ryzyka klasyfikatora CI® w korzeniu:
R(CI%) = E[£(CI%)] ZPz X] Y U, 9(x), 1" (x))
xeX;
K 1 Koo K o K )
= Yorg & | LR -2 L @) + L i)
i=1 il xeX; [k=1 k=1 k=1
K 9 K 02 K 9 . K
=L rig L L@ *ZZPi‘X,| > W@+ Y pi
=1 il xeX; k=1 - il yex, i—1
K 9 K
(2.40) = Zpi‘x‘ Y Y y(x) ZZpZm‘i—!—l,
/ 1

I
—

gdzie m? jest wartoscig oczekiwang poprawnej klasyfikacji przez CI° przykladéw
z klasy C
Dla HCOC mamy analogicznie

E[¢(HCOC)] =} £(x,§(x),y"O (x))

xeX
K1

(2.41) _ ZpiY Z ZyHCOC ZZPz X Z yHcoc
i=1 | Z|xeXk | |x€X
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Zauwazmy, ze Y, yHCOC (x) = 1, stad Lk, yHCOC(x)2 < 1.

K 1 K
E[¢(HCOC)] =} pir L l YO (x)? = 2y (x) +1
i=1 i xeX; k=1
<Y pk ¥ [1—gyfcoc 1

i=1 L xeX; i=1 L xeX;
S HCOC
(2.42) :2—22;71‘f Yy O (x).
i=1 i xeX;

Réwnoéé zachodzi tylko w przypadku, gdy HCOC, dla wszystkich x, zwraca wek-
tor aktywacji y7“OC (x) z doktadnie jedng jedynka (niekoniecznie w pozycji praw-
dziwej klasy) oraz K — 1 zerami.

Dla dwupoziomowego HCOC konicowy wektor prawdopodobienistwa klas,
przy ewaluacji metodg ALL-SUBTREES, ma postaé

(2.43) yOC (x) = Y w) (x)yi(x),

1:Vechild(V0);C;eQ!

gdzie w?(x) jest waga [-tego klasyfikatora pochodnego. Waga jest obliczana nie-
zaleznie dla kazdego wektora atrybutéw x (metoda zalezna od danych)

K
(2.44) Z AR Y Y Rd(x)
1"V echild(v0) K'=1

Wektor ' (x) to aktywacja I-tego pochodnego klasyfikatora, y°(x) to aktywacja
klasyfikatora w korzeniu. Wstawiajac (2.44) do (2.43), otrzymujemy

(2.45) HCOC (1) = L1 Vi (0) vl (x)
: yl Lo .
LVl echild(V0) Lii=1 Y1 Sy (%)

Wystarczy teraz pokazaé, kiedy E[¢(HCOC)] < E[¢(CI")]. Uwzgledniamy pewne
cechy poszczegdlnych klasyfikatoréw (w korzeniu i w nastepnej warstwie) oraz
wlasnosci macierzy klastrowania F. Po pierwsze, ograniczenie gérne oczekiwane-
go kosztu HCOC

K
E[{(HCOC)| =22 p; HCOC (5
i=1 xeX
(2.46) :2-2% 1 LZO; Zflyl( x) fyi (x) .

1

pi
1 | |l 1 Zk! 12[/ 1fk/l/yk/(x)
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Zauwazmy, ze mianownik

L0 K
(247) L ye()S L for <B Yy (x)
k=1 I'=1 k=1
dla pewnego B = max 2IL,0:1 £, (oczywiscie Y _; y% (x) = 1), ktére odpowia-

da najwiekszemu naktadaniu si¢ klas, czyli liczbie klastréw, do ktérych nalezy
pojedyncza klasa. Stad

1 LoyK yf( ) fah (x)
Pi| | Z Z k=1 kI kO
XEX; 1= 12}( 121/ 1fk/1/]/k/(x)

)3 ZZ% fayp(x

| |xeXl 1k=

I
Uu\ N )
ngls HMN WMN &M” L~

I Ml;

E[¢(HCOC)] =2 —2

1

IN
)
|
eSS

Zyz lyk ‘XEX

HM?: ”M

L0
(2.48) Z x)|x € Xi] E[y}(x)|x € X;]

Uu\m

K
(2.49) = Z ymimY,

m\m
&

poniewaz dla danej macierzy btednych klasyfikacji klasyfikatora CI® w korzeniu

MO = (m?j)ffj:l, mozemy przyblizy¢ wartoé¢ oczekiwang E[y(x)|x € X;] = mY.

Réwnoéé w (2.48) wynika z obserwacji, ze klasyfikatory CI? i CI' s niezalezne.
Dolne ograniczenie dla E[¢(CI°)]

'MN

Il
—_

K
E(CI) = L pig |22yk -

xeX; k=
1 K

)3 Zyi

xeX; k= i

:l
K K
> ) pi ) Ely ZZsz +1

1
P ¥ 000 41
| 1| xeX;

piEl? (x)|x € X;] +1

\
M =

I
—

i=1 k=1
K K
(2.50) = Z pi Z -2 Z pimd: +1,
i=l k=1

poniewaz E[y?(x)?] > E[y)(x)]?.
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Tak wiec, aby HCOC miat nizszy btad, nastepujace wyrazenie musi by¢ ujemne

E[¢(HCOC)] — E[¢(CI%)]

K K K 2.yK L0 =K 0] 00
@51) =2 pm— Y pi ) (w2 - R B P
i=1 i=1 k=1 rr}f}le’:l fov
—_——— ——
Aq Ay
Az

O

Warunek (2.51) jest wyrazony poprzez wartosci oczekiwane funkgji kosztu.
Kazda z jego sktadowych wskazuje na pewien aspekt nauczania i tworzenia ma-
cierzy klastrowania:

e A jest proporcjonalna do doktadnoéci klasyfikatora CI° w korzeniu i wska-
zuje na to, ze fatwiej osiggnac¢ spadek bledu, jesli klasyfikator w korzeniu
jest staby;

e A; jest sumg kwadratéw wszystkich elementéw macierzy pomytek dla CI°:
sktadnik A, osigga najwicksze wartoéci, gdy dla danego i wartosci m sa
skupione wokét kilku indekséw k, czyli gdy klasa C; jest mylona jedynie
z kilkoma innymi klasami; jest to szczegélnie wazne dla klas C; o wysokim
prawdopodobienistwie a priori p; = P(C;);

e A opisuje interakcje miedzy klasyfikatorem nadrzednym CI° i pochodnymi
cr'

— warto$¢ mianownika II}(&/IXE{?Zl f,?, i to maksymalna liczbie klastréw, do

ktérych nalezy pojedyncza klasa; aby wyrazenie (2.51) osiggato mini-
malng wartos¢, klasy powinny by¢ réwnomiernie roztozone miedzy
klastrami, a wobec tego pojedyncze klasy nie powinny naleze¢ do wigk-
szosci (w szczegdlnosci wszystkich) klastrow;

- licznik Az odpowiada sytuacji, gdy przykiady z prawdziwej klasy C;
sq btednie klasyfikowane jako Ci; wysoka warto$¢ moze by¢ uzyska-
na dzieki wysokim warto$ciom mfi, ktére odpowiadaja prawdopodo-
bienstwu dobrej klasyfikacji w klasyfikatorach pochodnych; w chwili
klastrowania nie mamy jednak bezposredniego wplywu na m!,. Moz-
na to ewentualnie osiggna¢ przez zalozenie podobienistwa klasyfika-
toréw pochodnych do klasyfikatora w korzeniu, stad estymowac¢ ich
btad, wbudowujac te informacje do funkgji kosztu klastrowania (Podo-
lak, Roman, 2011c), inng drogg jest zbudowanie takiej macierzy klastro-
wania, aby Cy nalezato do wielu klastréw, w ktérych jest takze C;. Jest
to oczywistym zalozeniem klastrowania (patrz rozdziat 2.2.1).

Posta¢ warunku (2.51) dla funkgji kosztu typu £(x,y, Cl(x)) = 1 — Cly,(y(x),
zamiast kwadratowej, jest analogiczna i daje analogiczne wnioski.
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Twierdzenie 2.32. Dla funkcji kosztu £(x,y, CITCOC (x)) = ZHCOC( ) funkcja

ryzyka RIHCOC] jest ograniczona

K L K
(2.52) R[HCOC]<1— ——— Y p, ml;md,
| | max Zz/ 1 fer ZZ; ! zg k;sz
2.7.2. Blad HCOC a stabos$é klasyfikatoré6w bazowych

Mozliwe jest takze wykorzystanie zalozenia, Ze klasyfikator w korzeniu jest sta-
by. Wymaga to jednak ,silniejszego” zalozenia o stabosci w sensie definicji 1.21,
a wiec ze CIY jest staby dla kazdej klasy niezaleznie

(2.53) E[C(x)|tr(x) = i] = a(K) +€;
dla kazdegoi =1,...,K, gdziee > 0.

Twierdzenie 2.33. Niech CI° spetnia (2.53) dla kazdej klasy. Niech HCOC sklada si¢
z korzenia CI° i potomkéw CI', ..., CIE,

Oczekiwana wartos¢ odpowiedzi dla prawidtowych klas klasyfikatora HCOC jest wyz-
sza niz CI°, tzn. EfHCOC] > E[CI"), jesli

L 1—a(K)
2.54 a(K -1 ——= - K(a(K) +€),
sy L (a0 (0l -1 HE ) 0o o)
gdzie T = mlax{Z{il fiuElw|tr(x) =i]} oraze =) ;€;.

Z tego twierdzenia wynikaja nastepujace zaleznosci, ktére beda wspomaga¢
ograniczenie btedu HCOC:

e model daje mniejszy blad dla wielu klastréw (ale, z drugiej strony, moze to
by¢ bardziej kosztowne obliczeniowo),

e klastry powinny zawiera¢ duzg liczbe klas (ten wniosek, w polaczeniu z po-
przednim, sugeruje duze naktadanie sie klastrow),

e wagi w; powinny by¢ réwnomiernie roztozone.

2.7.3. Zalezno$¢ bledu HCOC od bledu generalizacji

Btad HCOC zalezy w duzym stopniu od sposobu i skutecznosci klastrowania,
a wigc od bledu klasyfikatora uogélnionego wskazujgcego poprawna klase. Jego
funkcja kosztu (patrz definicja 2.24) zdefiniowana zostata jako

0, trQ(x; F), V(x) = 1 - V(x) - #rQ(x: F(x))",
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gdzie trQ(x; F) = [fir(x)1/ - - - fir(x),1] 0ZNacza wzorzec poprawnego przypisania
przykladu x do klastrow przy wykorzystaniu macierzy klastrowania F. V(x) od-
powiada klasyfikacji x przez wezel V, tzn. przez zawarty w nim klasyfikator ba-
zowy Cl i macierz F.

Uwzgledniajac to, mozna zdefiniowaé empiryczne ryzyko HCOC (dla uprosz-
czenia zapisu, ograniczamy sie do HCOC skladajacego sie tutaj jedynie z korzenia
ijednego poziomu ponizej) jako

N K L
(255  R[HCOC] = % S Y Y €0, 01Q(x; F), V() (x, Cpry, CL (%)),
n=1k=11=1

gdzie CI'(x) s odpowiedziami klasyfikatoréw w wezlach pierwszego poziomu
(jesli zastgpi¢ CI' przez HCOC! oznaczajace odpowiedz kolejnego modelu HCOC
dla podproblemu, to otrzymamy ogdlny opis dla dowolnej liczby poziomdéw).

Twierdzenie 2.34. (uogdlnienie Podolak, Bartocha (2009)) Niech HCOC bedzie dwu-
poziomowym modelem z klasyfikatorem CI°. Niech R[CI°] < B — e dla0 < e. Niech kla-
syfikator uogolniony ma blgd generalizacji mniejszy niz o i niech klasyfikatory pochodne
majg oczekiwang wartos¢ kosztu

(2.56) R[CI'<1—B—€e—pu,
dla u > 0. HCOC ma blgd mniejszy od CI°, pod warunkiem ze

5(1—‘34—6)'

(2.57) >

Dowdd. Ryzyko dla dwupoziomowego HCOC mozna rozbi¢ na dwa skltadniki:
pochodzace od dobrego przypisania do klastréw i do blednego

N
RIHCOC] = & Yo ) ) rQ(x; F)P(C) P(X) fira)

N K L
(2.58) +3 Y)Y rQ(x F)P(Co)P(x) (1 = fina)0)-

Zal6zmy, dla prostoty, réwnomierny rozkltad danych, stad wspétczynnik 1/ N (po-
prawnie bedzie uzywac P(x)). Wartos¢ fy,(,); jest z definicji réwna 1, jesli praw-
dziwa klasa przyktadu x nalezy do klastra Q'. Takie rozbicie jest uprawnione,
gdyz klasyfikacja od kazdego klastra bedzie sumowana i tak tylko raz. Pierwszy
sktadnik odpowiada klasyfikacjom od poprawnych klastréw, jest wiec zwigza-
ny z klasyfikacjg przez klasyfikator uogdélniony, ktérego jedynym zadaniem jest
wskazywanie poprawnych klastréw.
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Zal6zmy, ze klasyfikator uogdlniony ma ryzyko mniejsze od pewnego ¢ wiek-
szego od zera. Wtedy

N K L
R[HCOC] =(1-9) Z:lkZ: IZ trQ(x; F)P(Cp) P(x) fir(x)
n=1k=1I1=1
N K L
(2.59) +6). )Y trQ(; F)P(C)P(x)(1 = fir(x)1)-
=l k=1i=1

Poprawna klasa danego x nie nalezy do klastréw wybieranych w drugim sktad-
niku 2.58, stad klasyfikacja jest tam zawsze niepoprawna i sumuje sie do jednosci,
wobec czego

N K L
(2.60) R[HCOC] = (1-) 21 kz IZ trQ(x; F)P(C) P(X) frp(x) 1 + 0
n=1k=1I1=1

Z zalozenia twierdzenia klasyfikator w korzeniu jest staby imabtad R[CI] < B —e.
Klasyfikatory w weztach pochodnych takze sg stabe. Pytamy sie, o jaki czynnik u
muszg mie¢ btad R[CI'] < B — € — y mniejszy, aby btad HCOC byt mniejszy od
btedu klasyfikatora w korzeniu.

(2.61) R[HCOC] = (1—8)(B—€— )+,
(2.62) R[HCOC] < R[CI] < B —e.

Aby ten warunek by? spetniony, podstawiamy (2.61) do (2.62), uzyskujac

(1—-PB+e)

(2.63) u> )

O

Im mniejsze beda podproblemy, tym prosciej ten warunek bedzie mozliwy do
osiggniecia. Stad potrzeba podziatu problemu na mniejsze podproblemy. Wartos¢
u pokazuje, na ile silnie powinny by¢ nauczone klasyfikatory w kolejnej warstwie,
aby blad catego modelu malat.

2.8. Podsumowanie i uwagi

W tym, centralnym dla pracy, rozdziale zdefiniowany zostat formalnie model kla-
syfikatora HCOC. Pokazano jego gléwne metody takie jak zasady tworzenia bazo-
wych klasyfikatoréw w weztach oraz metody generowania podziatu na podpro-
blemy. Zdefiniowane zostaly rézne algorytmy implementujace te zadania, wraz
z dyskusja na temat ich poprawnosci i skutecznosci. Dla algorytméw klastrowa-
nia zdefiniowano miary dopasowania pozwalajgce na skuteczne tworzenie po-
prawnych klastréow, jednoczeénie zwiekszajac ich ré6znorodnosc.
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Zdefiniowano metody ewaluacji wynikéw klasyfikacji. Podane zostaly alter-
natywne metody obliczania wag klasyfikatoréow pochodnych oraz alternatywne
reguly agregacji wynikow, wraz z uzasadnieniem. Pokazano, w jaki sposéb HCOC
korzysta z tych definicji dla uzyskania lepszej skutecznosci. Tu szczegdlnie cieka-
we sg metody ewaluacji ResTrICTED i a-RestrRICTED, ktdre ograniczajg ztozono$é
obliczeniowg, jednoczesnie zmniejszajac blad wzgledem metody ArL ewaluujacej
wszystkie Sciezki czy metody SINGLE-PaTH podazajgcej jedynie $ciezka najbardziej
prawdopodobna.

Pokazano, iz zdefiniowane metody obliczania wag skutkujg tym, ze wagi kla-
stréw, ktdre zawierajg poprawng dla przyktadu x klase, beda statystycznie wyz-
sze od wag tych klastrow, ktore jej nie zawieraja. W oczywisty sposéb zwieksza
to prawdopodobiefistwo uzyskania prawidtowej odpowiedzi.

Na koniec pokazano, ze przy zachowaniu pewnych warunkéw biad klasyfika-
tora HCOC bedzie malal wraz z dodawaniem kolejnych pozioméw.






Rozdzial 3

Eksperymenty i doS§wiadczenia

W trakcie pracy nad modelem HCOC wykonane zostaly rézne implementacje.
Najpierw byta to implementacja w jezyku Java, pozwalajgca na uréwnoleglenie
szeregu procesow. W tej implementacji dla tworzenia klasyfikatoréw bazowych
zastosowany zostal model sieci neuronowych oraz algorytm nauczania Resilient
Propagation. Wykorzystywane byto srodowisko WEKA ® (Witten, Frank, 2000).

W dalszym ciggu, ze wzgledu na szybko$¢ tworzenia samej implementacji,
stworzona zostata nowa przy wykorzystaniu pakietu statystycznego R ® i wielu
zwigzanych z nimi modutéw (R Development Core Team, 2005). Ta implemen-
tacja jest obiektowa. Jako klasyfikatory bazowe wykorzystane sg lasy drzew de-
cyzyjnych oraz sieci neuronowe nauczane algorytmem BFGS (Broyden-Fletcher—
Goldfarb-ShannoSchraudolph et al. (2007)).

3.1. Eksperyment Mixture of Gaussians dla wielu
klas wyjsciowych

Podstawowym celem architektury HCOC jest rozwigzanie problemu klasyfikacji
dla zadan z duza liczbg klas. Podstawowym podejéciem do tego typu zadan jest
podzial na szereg podprobleméw, rozwigzanie kazdego z osobna, w koricu scale-
nie wynikéw. W HCOC podziat rozpoczyna sie od budowy stabego klasyfikatora,
tak aby poprzez analize jego pracy wygenerowac podziat zadania na podproble-
my.

Juz wezesniej pokazane zostaly wyniki doswiadczenia dla problemu Mixture
of Gaussians dla niewielkiej jednak liczby 10 klas wyjéciowych. Na rysunku 3.1
pokazane jest rozwigzanie problemu dla 36 klas wyjsciowych. Dane zostaty wylo-
sowane z niezaleznych dwuwymiarowych rozkltadéw normalnych na kwadracie
[0,1]% i wariangji oxy = 0y, = 0.00632 + €. Pokazany naiwny klasyfikator Baye-
sowski daje rozwigzanie minimalizujgce koszt przy tak zatozonych rozktadach
a priori.
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Dane treningowe dla Mixture of Gausians Odpowiedzi klasyfikatora Bayesa
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Rysunek 3.1. HCOC dla syntetycznego problemu zlozonego z 36 gausowskich
chmur. Wszedzie ewaluacja typu RestricTED oraz klastrowanie Bayesowskie
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Rysunek 3.2. Histogramy i wykresy kwantylowe bledéw dla rozwigzan proble-
mu Mixture of Gaussians dla kolejno 0, 1, 2 i 3 poziomu. Wyniki uzyskane przez
stukrotne powtdrzenie eksperymentu typu bootstrap

Model HCOC wykorzystywat klasyfikatory bazowe dwéch typow: lasy drzew
decyzyjnych, gdy podproblem miat wiecejniz 11 klas wyjsciowych, oraz sieci neu-
ronowe w przeciwnym wypadku. Drzewo modelu sktadato sie z korzenia i 4 po-
ziomow ponizej. Na rysunku 3.1 nie sa pokazane wyniki dla ostatniego poziomu,
ktéry zreszta nie byt w pelni wypetniony (duza cz¢s¢ podprobleméw koriczyta sie
na poziomie trzecim). Rysunki dajg jednak dobre przyblizenie szczegdlnie w ob-
szarach problematycznych klasyfikacji.

Ze wzgledu na wykorzystanie lasu, a nie pojedynczego drzewa decyzyjnego
dla podziatu w korzeniu (poziom 0), nie wszystkie podziaty s3 réwnolegte do osi.
Na poziomie 1 (pierwszy ponizej korzenia) model w wigekszosci wykorzystuje la-
sy drzew, jednak kilka podprobleméw wykorzystuje sieci neuronowe, stad czesto
nieréwnolegte do osi podziaty. Na ostatnich poziomach s to praktycznie zawsze
sieci neuronowe.

Trzeba zauwazy¢, ze wszystkie wykorzystane w rozwigzaniu sieci neuronowe
w wezlach mialy tylko po dwa neurony ukryte i kazda byta uczona jedynie przez
50 iteracji algorytmu quasi-newtonowskiego BFGS (tylko klasyfikatory w liSciach
byly douczane przez dodatkowe 100 iteracji). Bardzo zblizone wyniki mozliwe
byly do uzyskania przy mniejszej o potowe liczbie iteracji. Histogramy na rysun-
ku 3.2 pokazuja, jak rozkladaja si¢ bledy dla kolejnych pozioméw klasyfikatora
HCOC. Wida¢, ze wraz ze wzrostem glebokosci rozktad jest coraz bardziej zblizo-
ny do rozktadu normalnego. Nie ma duzych odstepstw od rozktadu normalnego.

Rysunek 3.3 pokazuje wyniki réznych ewaluacji dla tego problemu. Widag, jak
roznig sie klasyfikagje:
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Klasyfikacja HC na poziomie 4, ewaluacja All Klasyfikacja HC na poziomie 4, ewaluacja Single-Path

Rysunek 3.3. Rézne typy ewaluacji syntetycznego problemu 36 gausowskich
chmur. Od géry do dotu, od lewej do prawej ewaluacje ALL, SINGLE-PATH, RESTRIC-
TED, &-RESTRICTED

e ewaluacja ALL-SUBTREES, ze wzgledu na uwzglednienie wszystkich klasyfika-
toré6w potomnych, daje najbardziej wygtadzone granice klasyfikacji; czgsto
jednak w obszarach gdzie sgsiaduja duze dominujace obszary z matymi, te
drugie mogg catkiem znika¢,

e przeciwnie, SINGLE-PAaTH daje poszarpane granice obszaréw: to efekt ewalu-
acji tylko jednego klasyfikatora potomnego, dajac dobre wyniki klasyfikacji
na samym zbiorze uczgcym, jednak duzo stabsze wyniki generalizacji,

e ewaluacja typu RestricTED daje wyniki zblizone do ALL-suBTREEs, jednak nie
pozwala na znikanie malych obszaréw decyzji,

e ewaluacja a-ResTrICTED jest podobna do ResTriCTED.
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3.2. Rozpoznawanie przedmiotéw z bazy COIL
i poré6wnanie z innym modelem hierarchicznym

Wang, Casasent (2009) rozpatruja rozpoznawanie obrazéw z bazy COIL (Nene
etal., 1996). Oryginalna baza zawiera kolorowe zdjecia 100 obiektéw o rozmiarach
128 x 128 pikseli. Kazdy obiekt jest sfotografowany na czarnym tle z 72 pozycji co
5° stopni. Zdjecia sg przeskalowane tak, aby obiekt wypetniat je w catosci. Wang,
Casasent (2009) analizujq rozpoznawanie 10 z tych obiektéw w skali szaroéci zdje¢
zredukowanych do rozmiaru 32 x 32 pikseli.

Model (Wang, Casasent, 2009) zostat juz pokrétce opisany w rozdziale jako po-
dobny do HCOC. Jak widaé na rysunku 3.4, na kazdym etapie klasyfikator w wez-
le dzieli przestrzen klas na rozdzielne podzbiory klas (ang. macro-class). Zadanie
to jest wykonywane przez zmodyfikowany model maszyny SVM, ktéry poprzez
klastrowanie w przestrzeni cech wyszukuje zawsze 2 klastry, generujac dla kazde-
go maszyne SVM odpowiadajacq modelowi grupa klas-przeciwko-wszystkim innym.
W trakcie nauczania autorzy podajq po 24 obrazy (co 15°) dla 10 obiektéw (gérne
10 obiektéw na rysunku 3.4). Dla testowania uzyte jest po 8 zdje¢ kazdego z obiek-
tow, réznych od tych w zbiorze uczacym. Jednoczesnie autorzy testujg zdolnosé
modelu do odrzucania obiektéw z klas, ktére nie pochodza z nauczanych klas.
W zbiorze testowym odrzucania wykorzystane jest po 8 zdje¢ trzech obiektéw
przedstawionych u dotu rysunku 3.4.

Ze wzgledu na inny typ klasyfikator6w bazowych nie jest mozliwe doktadne
powtérzenie eksperymentu. Model (Wang, Casasent, 2009) wykorzystuje mody-
fikacje SVM, natomiast HCOC, z zalozenia, uzywa w weztach prostych modeli
typu warstwowych sieci neuronowych z jedng warstwg ukryta z niewielka licz-
ba neuronéw. W zwigzku z tym inna byta reprezentacja obrazéw: kazdy obiekt
byl przedstawiany jako sklejenie histograméw kilku filtréw: jasnosci, krawedzi
oraz Laplacian of Gausians. Ta reprezentacja byla i tak nadmiarowa. Wszystkie
histogramy miaty po 32 elementy, jednak wyniki dla histograméw ztoZzonych z 16
elementéw byly poréwnywalne.

Jednoczesnie model HCOC nie jest przewidziany dla zadania odrzucania nie-
widzianych wczeéniej klas. Odrzucanie w modelu Wanga i Casasenta ma miej-
sce wtedy, gdy koricowe aktywacje dla wszystkich rozpoznawanych klas osiagaja
wartosci ponizej pewnego progu. W HCOC, w trakcie ewaluacji, wektory akty-
wacji s normalizowane, wobec tego zawsze ktéras z aktywacji bedzie osiggac
warto$¢ powyzej pewnego logicznego progu, np. prawdopodobienstwa a priori
klasy P(C;). Ze wzgledu na specyfike budowy weziéw taka sytuacja jest mozliwa
w modelach Wanga i Casasenta.

Wyniki poréwnania dla problemu COIL pokazane sa w tabeli 3.1. Dla modelu
Wanga i Casasenta uwzglednione sa wyniki pozwalajace na 10% niepoprawnego
odrzucania niepoprawnych klas. Jak wida¢, wyniki sg poréwnywalne.
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Rysunek 3.4. Model hierarchiczny Wanga i Casasenta. Po prawej wykorzystywane
w nauczaniu obiekty: u géry obiekty rozpoznawane, u dofu nierozpoznawane,
ktére model powinien odrzucié

Tabela 3.1. Por6wnanie wynikéw HCOC z tymi dla modelu Wanga i Casasenta

Model Skutecznosé (%)
Wang i Casasent: Hierarchiczny SVRDM miekki podziat 100
Wang i Casasent: Hierarchiczny SVRDM twardy podziat 100
Wang i Casasent: Hierarchiczny SVM miekki podziat 99
HCOC: 3 neurony ukryte, fitness.E 100
HCOC: 3 neurony ukryte, fitness.G 98

3.3. Zbiory poréwnawcze z repozytoriow

Tabela 3.2 pokazuje skutecznosci HCOC dla szeregu problemoéw testowych z bazy
UCI (Newman et al., 1998; Zwitter, Sokolic, 1988). W tabeli 3.3 podane sa wyniki
w poréwnaniu z uzyskanymi w znanej pracy (Setiono, 2001), w ktdrej autor po-
stawil sobie zadanie znalezienia optymalnej liczby neuronéw ukrytych przy wy-
korzystaniu algorytmu wykorzystujacego walidacje krzyzowa. Setiono, dla osza-
cowania btedéw, wykorzystywat 10-krotng walidacje krzyZzowg. W wynikach dla
HCOC wykorzystana jest miara bledu Err(%2) bedaca rozszerzeniem walidacji
krzyzowej (Efron, 1983, patrz dodatek A.13).

3.4. Klasyfikacja tekstur

W tym zadaniu celem byta klasyfikacja tekstur z bazy University of Southern Cali-
fornia (Brodatz, 1966). Z kazdej tekstury losowane byto po kilkanascie mniejszych
obszardéw, a kazdy z nich reprezentowany jako 32-elementowy histogram jasno-
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Tabela 3.2. Wyniki HCOC dla zbioréw z repozytorium UCI. Ewaluacja korzenia,
korzenia i jednego, dwdch, trzech poziomoéw; hid to liczba ukrytych neuronéw

Btad i odchylenie dla modelu HCOC

Problem (klasy, ewaluacja)

Blad testowy dla HCOC na poziomie (%)

hid

0 1 2 3
Audiology (24, x-REsTR) 10 22.09+46 656+£0.7 61608 6.19£08
Audiology (24, Restr) 15 1051 +£1.8 6.04+0.8 5804+0.8 6.01+0.8
Audiology (24, ResTr) 20 875+1.0 564+0.6 5824+0.7 593404
Cardiotography (10, a-Restr) 15 45.52 £7.3 42.69 £4.6 33.83+3.4 36.75+2.8
Cardiotography (10, Restr) 15 45.52£7.3 4279 +4.6 34.06 3.5 37.42+3.4
Cardiotography (10, a-Restr) 20 43.95+ 6.7 39.75+3.2 35.056+2.0 37.23 £3.2
Cardiotography (10, aLL) 20 43.95+6.7 39.77+3.5 35.68+2.0 3798 +34
Libras (15, a-ResTrR 3 6734+28 3678+15 2635+21 22.05+1.2
Libras (15, lX-RESTR§ 5 52.60+44 2523+1.1 2001 £14 1942+2.1
Libras (15, a-ResTr 7 39.63+47 21.77+18 1839+12 18.03+14
Libras (15, ResTR) 10 3026 £2.2 17.54+1.6 1776 £1.6 17.13+£1.2
Libras (15, a-ResTR 10 3246 +19 17.75+1.8 1746 +1.1 1729 +1.2
Libras (15, DC-RESTRg 15 23.84+19 1640+15 1624+15 1535+£1.0
Primary tumor (21, a-Restr) 10 54.07 £1.7 4643 +£1.2 4821+1.6 4923 +1.7
Primary tumor (21, Restr) 10 54.38 +2.3 46.71 +1.4 46.81 £1.3 48.09 £1.5
Primary tumor (21, a-Restr) 20 4891 +14 44.63+1.6 4548+1.6 45.82+1.8
Primary tumor (21, Restr) 20 49.77 +1.4 4429+1.7 4494+0.8 4520£1.3
Segment (7, x-RESTR) 3 1057+28 420+£06 3.60+05 3.81+0.6
Segment (7, ALL) 5 412+07 348+03 320+£02 327+02
Segment (7, x-RESTR) 5 417+0.7 335+02 325403 320+04
Segment (7, x-RESTR) 7 396+05 318+03 3.094+03 3.05+04
Segment (7, a-REsTR) 10 413+£03 3.164+03 3.024+03 3.03+0.2
Segment (7, RESTRICTED) 15 331£03 2904+02 295+02 288+0.2
Soybean (19, x-ResTRr) 2 5852+69 2728+3.0 18.00£2.9 16.12+2.5
Soybean (19, aLL) 5 2327+28 826+£09 739+07 743+0.7
Soybean (19, x-ResTr) 7 1654+24 7514+08 720+09 692409
Soybean (19, RESTRICTED) 10 12.04£09 700+0.7 698+05 6.82+04
Soybean (19, a-REsTR) 10 12.04£08 7.01£0.7 699£05 685+£04
Soybean (19, REsTRICTED) 15 10.62+14 6.77+0.6 656+05 645+0.6
Vowel (11, RestR) 5 2640+17 1545+09 14.01£0.6 13.15+0.8
Vowel (11, a-REsTR) 5 2640+17 1548+1.0 14.11+£0.6 13.19+0.8
Vowel (11, ALL) 5 2563+17 1537+£0.6 1346+1.0 13.77+0.8
Vowel (11, ResTR) 10 1820+1.7 12524+1.4 11.964+0.7 11.67 +1.1
Vowel (11, a-REesTR) 10 19.75+2.5 13.144+0.9 12.234+0.6 11.57+1.0
Vowel (11, ALL) 10 2142 +£1.7 13.62+14 12.724+1.5 12.60+1.1
Z00 (7, ResTR) 5 465+33 232+14 217+11 199+0.8
Z00 (7, a-RESTR) 5 465+33 232+15 217+11 199+0.8
Zoo (7, ALL 5 465+£33 232+15 217+11 208+09
Zoo (7, ALL; 5 353+£09 245+09 253+15 1.78+09
Zoo (7, a-REsSTR) 10 1.76 £1.0 1.68+£06 159£09 1.34£09
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Tabela 3.3. Wyniki poréwnania skutecznoéci dziatania modelu HCOC dla réz-
nych HCOC z 0 (sam korzen), 1, 2, 3 poziomami. Wyniki poréwnane z tymi w pra-
cy (Setiono, 2001), gdzie zadaniem bylo znalezienie optymalnych architektur dla
zadanych probleméw

Doktadnos¢ HCOC (%) Setiono (2001)
Problem (klasy, ewaluacja) (0.632) .
hid Err dla poziomu hid test err.
o 1 2 3 (%)

Vowel (11, a-REesTR)
Vowel (11, a-ResTR)
Vowel (11, a-Restr)

68.92 46.47 37.04 2723 174+14 11.14£15
47.87 2541 20.10 16.86 174+1.4 11.14+15
28.29 1595 1492 13.02 174414 11.14+1.5

Tumour (21, -ResTR) 61.81 53.25 50.44 4944 114+14 5403+t14

3
5
7
4
Audiology (24, Restr.) 3 62.02 4044 33.84 2840 172+12 2050+1.6
Audiology (24, x-ResTR) 5 4943 30.09 25.06 24.67 17.2+1.2 20.50+1.6

5

7

2

5

0

44.63 16.47 12.10 1045 19.44+0.7 7.03£0.7
18.86 599 539 538 194+0.7 7.03+0.7

26.26 13.39 10.34 878 121401 5.66=+1.5
1061 670 579 579 121+01 5.66+£15
522 509 494 467 121+£01 566=+15

Soybean (19, a-ResTR)
Soybean (19, x-ResTr)

Z00 (7, ResTR.)
Z00 (7, a-REsTR)
Z00 (7, REsTR.) 1

$ci. W ten sposéb zbidr uczacy skladat sie z kilkuset przyktadéw uczacych. Na
rysunku 3.5 pokazany jest podzial 20 réznych tekstur na klastry.

Nauczanie HCOC z 3-poziomami, wykorzystujac wyfgcznie histogram jasno-
$ci, daje 94% poprawnosci na zbiorze uczacym i 86% poprawnosci na zbiorze te-
stujgcym (obydwa wyniki pochodza z walidacji krzyZzowej) na zbiorze 32 tekstur.
Dla poréwnania w tabeli 3.4 przedstawiono wyniki wykorzystujgce dla repre-
zentacji r6zne kombinacje macierzy GLCM (ang. Grey Level Co-occurence Matrices)
skladajacych sie z 5 do 14 filtréw, w szczeg6lnosci filtrow energii, entropii, kon-
trastu, homogeniczno$ci obrazu oraz szeroko wykorzystywanego filtru Gabora.
Wyniki podano na podstawie pracy (Tou et al., 2007) z pézniejszymi uaktualnie-
niami wynikéw autora.

3.5. Zastosowania w teorii automatow

Waznym zagadnieniem w projektowaniu automatéw jest problem, czy dany auto-
mat jest synchronizujacy. Automat A jest synchronizujacy, jesli istnieje dla niego
stowo W, ktére przeprowadza automat do jednego stanu bez wzgledu na stan
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Rysunek 3.5. Podziat na klastry w problemie rozpoznawania tekstur. Kazdy
wiersz reprezentuje klaster przedstawiony przez szereg tekstur w nim zawartych

2003). Waznym zadaniem jest znalezienie najkrétszego stowa

synchronizujgcego dany automat. Jednym z ostatnich nierozwigzanych zagad-

poczatkowy (Kari,
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Tabela 3.4. Wyniki klasyfikacji tekstur na podstawie pracy (Tou et al., 2007)

Model i uzyte filtry Skutecznos¢ (%)
Tou: GLCM (5 filtréw) 86
Tou: Gabor 80
Tou: GLCM (5 filtréw) + Gabor 91
Tou: Macierz kowariancji (krawedzie) 85
Tou: Macierz kowariancji (GLCM (5 filtrow)) 80
Tou: Macierz kowariancji (Gabor) 92
HCOC: histogram filtru jasnosci 86

nien informatyki jest tzw. hipoteza Cernego méwigca, ze dla n-stanowego auto-
matu synchronizujgcego istnieje stowo synchronizujace o dtugosci co najwyzej
(n —1)? (Cerny et al., 1971). Problem znalezienia minimalnego stowa synchroni-
zujacego (ang. Minimal Synchronizing Word, MSW) jest problemem trudnym (Ol-
schewski, Ummels, 2010; Trahtman, 2006).

Mozna przedstawi¢ problem wyszukiwania minimalnego slowa synchroni-
zujacego jako problem klasyfikacyjny, gdzie dla zadanego automatu klasyfikator
zwraca dtugo$¢ MSW. Algorytmy wyszukujgce minimalne stowa synchronizujgce
majg zfozonos$¢ wykladniczg, wobec czego przydatne jest uproszczenie rozwig-
zania przez najpierw przewidzenie jego prawdopodobnej dtugosci, a nastepnie
skupienie si¢ na wezszym przedziale rozwigzan.

To zadanie sktada si¢ z dwéch probleméw: z jednej strony, wykorzystania kla-
syfikatora hierarchicznego HCOC, z drugiej, odpowiedniej reprezentacji automa-
tu. Wykorzystanie HCOC jest uzasadnione ze wzgledu na jego przeznaczenie do
rozwigzywania probleméw z duzg liczbg klas wyjéciowych: mozna sie wobec te-
go spodziewac szybkiego wyekstrahowania z przedziatu oczekiwanych dtugosci
MSW [0, (n — 1)?] (jezeli, oczywiscie, hipoteza Cernego jest prawdziwa) waskiego
podprzedziatu, dla ktérego mozna uruchomi¢ algorytm wyszukujgcy konkretne
stowo.

Klasyfikator HCOC jednak, podobnie jak inne modele, przyjmuje jedynie wek-
tory atrybutéw o ustalonej dtugosci. Nie jest wigc mozliwe przedstawienie auto-
matu jako tablicy przej$¢. Okazuje si¢ jednak, ze znacznie lepszym podejSciem jest
jego reprezentacja jako wektora wstepnie obliczonych cech (Podolak et al., 2012a).

W doswiadczeniu wykorzystane zostaly nastepujace cechy

e ¢cd() diugosci cykli dla kazdej litery alfabetu z osobna: dla automatu na
rysunku 3.6 i dla litery a ta wartos¢ wynosi Fy (a) = gcd(2,4) = 2,

e Srednia dtugosc cyklu dla zadanej litery: Fy(a) = (2+4)/2 =3,
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z 4z

e maksymalna dtugos¢ Sciezki wchodzacej do cyklu dla danej litery: F3(a) =
max([((93,2)), [((q6,99), (99, 98))1. | ((410,98))]) = 2,

e ulamek liczby cykli, dla danej litery alfabetu, przypadajgcych na jeden stan:
Fy(a) =(2+4)/10=0.6,

e rozmiar synchronizowalnej czeéci automatu dla danej litery alfabetu auto-
matu: F5(a) = [{q2,qs}|,

e Sredni stopien synchronizowalnosci automatu dla danej litery: Fs(a) = (8 +
2+3)/10 =13,

e Srednia wysokosé stanéw w automacie par: F;(A) = 3.77.

Wszystkie cechy sg proste w obliczeniu.

W trakcie doswiadczen nauczono HCOC dla automatéw z |Q| = 4,5,6,8
stanami oraz |A| = 2,3,4 literami alfabetu. Dla kazdego ukladu wygenerowa-
ne zostaly tysigcelementowe zbiory uczace dla losowo wygenerowanych automa-
tow, ktére zostaly podzielone losowo na zbiory uczace i testujace. Zadanie zo-
stato przedstawione jako problem klasyfikacji: nauczony model miat za zadanie
wskazac¢ klase skojarzong z wlasciwag dtugosciag MSW. Wyniki zostaly poréwnane
z tymi dla warstwowej sieci neuronowej (tabela 3.5). Tabela 3.6 pokazuje korelacje
miedzy warto$ciami cech a dlugoscig MSW.

HCOC znajduje prawie idealne dtugosci MSW (patrz btad diff err w tabeli 3.5),
przy czym te predykcje sg stabilne, duzo bardziej niz te dla sieci neuronowe;.
Niskie sa wartosci odchylenia kwadratowego. Zakladajac prawdziwos¢ hipotezy
Cernego, ta dlugos¢ jest kwadratowa ze wzgledu na liczbe stanéw, stad bedzie
rosta szybko wraz ze wzrostem wielkosSci automatéw i stabilno$¢ odpowiedzi be-
dzie szalenie istotna. Trzeba zauwazy¢, ze wyprébowany tu zbiér cech F; do F;
nie jest zamkniety i mozna oczekiwaé znacznie lepszych wynikéw dla nowo wy-
liczonych cech.

3.6. Rozpoznawanie twarzy

W problemach rozpoznawania twarzy zadaniem jest prawidlowa klasyfikacja ob-
razu i przypisanie go jednej ze znanych os6b na podstawie obrazéw (Podolak et al.,
2002; Podolak, Roman, 2011a). Problemami sg zta rozdzielczo$¢ obrazéw, rézne
o$wietlenie i pozy itp.

W tym do$wiadczeniu wykorzystana zostala baza twarzy AT&T (Samaria,
Harter, 1994), sktadajaca sie ze zdje¢ 40 réznych osob, po 10 zdje¢ kazdej oso-
by. Kazde zdjecie ma 92 x 112 pikseli w 256 stopniach szaroéci. Zdjecia zostaly
najpierw poddane analizie PCA i wybranych zostato 100 wektoréw wtasnych od-
powiadajacych 100 najwyzszym warto$ciom wiasnym.
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Tabela 3.5. Wyniki predykcji dlugosci minimalnego stowa synchronizujacego; hid
to liczba ukrytych neuronéw, diff err to btad jako suma bezwzglednych réznic
w odpowiedziach, MSE to $redni blagd kwadratowy odpowiedzi. Dla kazdej ko-
lumny podana takze wartos¢ btedu dla najlepszego przebiegu (wyposrodkowana)

Klasyfikator HCOC Sie¢ neuronowa

|Q| |A| hid  {n diff err MSE Lo diff err MSE

4 2 8 0314+0.03 042+0.04 0.77£0.14 0.71+0.10 1.62+0.60 5.19 +2.80
0.25 0.32 0.50 0.37 0.43 0.57

4 3 3 0434+0.06 0.60+0.13 1.07£0.40 0.66 +0.14 1.20£0.38 2.824+1.24
0.34 0.44 0.71 0.43 0.59 0.97

4 4 8 0474+0.04 0.61+0.08 0.97£0.22 0.71+0.09 1.22+0.27 2.4+0.80
0.40 0.47 0.62 0.60 0.77 1.17

5 2 8 0554+0.03 0.89+0.07 1.86£0.25 0.82+0.11 2.57+£090 11.4+6.53
0.50 0.73 1.37 0.51 0.70 1.24

5 3 5 0494+0.05 0.71+029 1.37+1.63 0.70+0.18 1.48+0.72 4.27+2.92
0.44 0.58 0.94 0.47 0.64 1.05

5 4 8 04440.02 0.60+0.05 1.14+£0.16 0.74+0.17 1.86£0.72 6.84 +3.21
0.40 0.52 0.94 0.40 0.53 0.94

6 2 3 0634005 1.11+021 2.75+£1.00 0.85+0.12 3.24+1.31 18.84+12.0
0.58 0.93 1.97 0.59 0.88 1.67

6 3 8 0644+0.01 1.11+0.06 2.75+0.35 0.82+0.13 293+154 1724+129
0.61 1.01 2.36 0.64 0.97 1.98

6 4 8 0554+0.05 0.80+048 1.83+4.26 0.82+0.11 2.61+£1.06 13.6+7.88
0.51 0.67 1.07 0.51 0.69 1.23

8 2 5 0764+0.02 1.90+0.15 7.04 £1.08 0.86 +0.10 4.25+2.66 38.24+36.3
0.73 1.70 5.67 0.71 1.61 5.09

8 3 8 0704+0.02 1.44+0.13 4.67+£091 0.88+0.08 4.00£1.58 29.7+16.8
0.67 1.31 3.79 0.70 1.28 3.60

8 4 5 0774001 220+021 10.294+2.05 0914+0.05 5.00+1.72 42.4+27.1
0.74 1.75 6.41 0.77 1.71 5.52

We wszystkich testach wykorzystano sieci neuronowe z siedmioma neurona-
mi w korzeniu. Wszedzie wykorzystana zostala metoda ArLL-susTreEs dla ewalu-
acji. Rysunki 3.7 i 3.8 pokazuja podziat zadania na klastry poprzez wskazanie,
ktéra osoba byta rozpoznawana przez ktéry klaster (rysunki pokazuja po jednej,
wybranej losowo z bazy, twarzy dla kazdej osoby). Rysunki 3.7 i 3.8 przedstawiajq
podziaty twarzy na klastry w zbudowanych modelach.



ROZPOZNAWANIE TWARZY 101

Tabela 3.6. Korelacje miedzy warto$ciami cech a diugosciag minimalnego stowa
synchronizujgcego

Q| Al 3 b E K Fs F F
4 2 023 033 —007 028 -0.15 —027 093
4 3 024 029 -0.10 030 -022 -—033 0.90
4 4 018 026 —020 038 —026 —037 0.90
5 2 027 035 —0.15 038 -021 —033 0.90
5 3 018 034 —027 050 -032 —041 092
5 4 010 019 —027 044 —031 —039 093
6 2 019 035 —026 050 -028 —034 093
6 3 010 016 -032 050 -036 -0.40 094
6 4 012 020 —042 056 -048 —048 095
8 2 010 031 -040 0.63 -030 -032 094
8 3 004 011 -032 050 -030 —038 092
8 4 —0.07 —003 —035 048 —036 —0.40 0.90

Rysunek 3.6. Przyktad automatu synchronizujgcego. Wektor cech dla tego auto-
matu ma postac (2,3,1,06,2,1.3,1,4,1,0.8,2,1.2,3.77)

Btedy kwadratowe pojedynczego monolitycznego modelu (tu sieci warstwo-
wej neuronowej), obliczony przy wykorzystaniu metody walidacji krzyzowej, wy-
nosily dla korzenia 0.48 dla zbioru trenujgcego i 0.69 dla testujacego. Byt on wiec
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stosunkowo wysoki, chociaz, pamietajac, Ze razem jest 40 klas w problemie, oczy-
wiscie znacznie lepszy niz dla klasyfikatora losowego. Jednak klasyfikator hie-
rarchiczny, przy wykorzystaniu tgcznie 3 poziomoéw, dawat btad 0.20 dla zbioru
trenujacego i 0.38 dla testujgcego. Celem poréwnania bylo tu gtéwnie pokaza-
nie, ze HCOC znacznie poprawia bfad. Przy lepszej reprezentacji, np. wykorzy-
stujac ekstrakcje cech twarzy przy wykorzystaniu innych algorytméw (Podolak
et al., 2002), nalezy sie spodziewaé lepszych rezultatéw. Do nauczania uzyta zo-
stata implementacja HCOC w jezyku Java przy wykorzystaniu algorytmu GNG
do klastrowania oraz algorytmu typu Resilient Propagation dla nauczania war-
stwowych sieci neuronowych w weztach.

7,
-

Rysunek 3.7. Czes¢ drzewa klastréw w zadaniu rozpoznawania twarzy. U goéry
Klastry pierwszego poziomu. W nauczaniu kazda z 40 twarzy byla reprezento-
wana przez pie¢ z dziesieciu dostepnych zdjeé. Ostatni z klastréw pierwszego
poziomu nie zostat juz podzielony. Zdjecia z bazy AT&T

3.7. Ekstrakcja regul

Ciekawym problemem nauczania maszynowego jest ekstrakcja regut z nauczo-
nych modeli (Andrews et al., 1995; Duch et al., 2004b; Setiono, Leow, 2000), ktéra
moze by¢ zastosowana takze do modeli hierarchicznych (Kurzynski, 1983). Mode-
le takie jak sieci neuronowe uzyskujg wysoki stopieni generalizacji, jednak dziatajg
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Rysunek 3.8. Czesé¢ drzewa klastrow z innego do$wiadczenia w zadaniu rozpo-
znawania twarzy. U géry klastry pierwszego poziomu. Zdjecia z bazy AT&T (Sa-
maria, Harter, 1994)

jak ,,czarna skrzynka”, ktéra pobiera dane wejéciowe i zwraca wyniki, ale nie po-
kazuje dlaczego takie wlasnie wyniki. W wielu systemach, np. biznesowych, ban-
kowych, dotyczacych ubezpieczeni, zwrécone odpowiedzi powinny nie tylko by¢
prawidlowe, ale takze podlega¢ kontroli cztowieka i pozwala¢ na ich indywidu-
alng akceptacje!. Ma to szczegdlne znaczenie w okresie wprowadzania systemu
do ciggtego uzytku.

Mozliwym podejsciem jest préba ekstrakcji regut typu Ir-THEN z nauczonego
modelu dajgcego dobrg generalizacje. Dokladnos¢ takiego modelu jest oczywi-
Scie nizsza niz modelu pierwszego ze wzgledu na niedoktadno$¢ samej ekstrakcji,
jednak bedzie pozwala¢ na analize sposobu przeszukiwania wiedzy przez model
pierwotny. Takie reguly sg jednak w dalszym ciggu slabo czytelne. Na przyktad
w przypadku sieci neuronowych bedg zwykle wykorzystywaly aktywacje neuro-
néw ukrytych, ktére same w sobie opisuja cechy trudne do interpretacij.

ISystem ekspertowy MYCIN, stuzacy do analizy bakteryjnych zakazeri krwi, mimo osiggniecia
,profesorskiego” poziomu poprawnosci analizy, nigdy nie wszed! do szerszego uzytku. Stato sie tak
w duzym stopniu ze wzgledu na staba wyttumaczalno$¢ odpowiedzi, a co za tym idzie, ograniczone
zaufanie lekarzy.
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Tabela 3.7. Skutecznos¢ klasyfikatora HCOC w poréwnaniu ze skutecznoscia sys-
temu ekspertowego z wykorzystaniem wydobytych regul. HCOC z sieciami neu-
ronowymi jako klasyfikatorami bazowymi o r6znej liczbie neuronéw ukrytych.
Wyniki w %

1 ukryty 2 ukryte 3 ukryte 4 ukryte 5 ukrytych

HCreguly HCreguly HCreguly HCreguly HC reguly

Audiology 59.3 309 856 472 926 442 950 715 957 84.4
Primary

tumor 351 248 537 375 656 449 700 472 733 48.8
Vowel 444 137 888 677 953 846 970 881 979 90.5
Zoo 828 63.0 934 868 994 969 99.7 995 99.7 99.7

Mozliwym czesciowym rozwigzaniem jest préba ekstrakgji regut z nauczone-
go klasyfikatora HCOC (Podolak, 2007). W systemie wykorzystano klasyfikator
HCOC z sieciami neuronowymi jako klasyfikatorami bazowymi CI. Dla kazdego
klasytikatora bazowego Cl zastosowany zostat algorytm ekstrakcji FErnn (Setio-
no, Leow, 2000), generujac reguly typu

(3.1) Ir Predicate(x) Tuen Class(x) = [Cyq,...,Ck],

gdzie x jest wektorem wejSciowych atrybutéw, Predicate(x) pewnym logicznym
predykatem, Class(x) = [Cy, ..., Ck] jest wektorem aktywagji. Wykorzystujac za-
dany spos6b ewaluacji drzewa (najlepiej RestricTeED lub a-RestrICTED dajace $ci-
Sle okreslone progi ,, rozpoznania” klasy), algorytm ekstrakeji szuka wartoéci pre-
dykatu Recognized(Q') oznaczajacego rozpoznanie klasy nalezacej do klastra Q'.
Wtedy mozliwe jest wydobycie kolejnych regut

(32) IrRecognized(Q') /\PredictedCluster,(c:li(x)THEN Class(x) = [Cq,...,Ck],

gdzie PredictedC luster,fli (x) jest pewnym predykatem o wartosci obliczonej przez
klasyfikatora CI'. Analogiczna reguta

(3.3) Ir Recognized(Q') /\PredictedCluster,gli (x) Tuen Cluster(x) = [wy, ..., wr],

gdzie [wy, ..., wy] oznacza wektor wag klastréw, rozpoznaje klastry.

W trakcie doswiadczer utworzono taki zbiér regut dla wielu ogélnie znanych
zbioréw wykorzystywanych w problemach nauczania maszynowego (Newman
et al., 1998). Wygenerowane reguly zostaly wpisane do systemu ekspertowego ty-
pu Rete (Friedmann-Hill, 2003) dla poréwnania. Wyniki podane sa w tabeli 3.7.

Klasyfikatory bazowe (sieci neuronowe z jedng warstwa ukrytg) mialy redu-
kowane w niewielkim stopniu potgczenia dla redukgji liczby parametréw, a stad
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i regul. Przykltadowe klasyfikatory zostaly zbudowane dla malej liczby ukrytych
neuronéw. Z wynikéw widag, ze dla prostszych probleméw wyniki systemu eks-
pertowego zaczynaja sie zbliza¢ do tych dla HCOC, natomiast dla probleméw
bardziej skomplikowanych jak primary tumor odstajg one w znacznym stopniu.
Przyktadowa reguta wydobyta z systemu dla problemu zoo (problem zbazy UCI),
w ktérym szereg zwierzat opisanych jest za pomocg wektora cech takich, jak czy
ma ptuca?, czy ma ogon?, ile ma nég?, jakiej jest wielkosci?, jakie Srodowisko zamieszku-
je? iinnych, a zadaniem systemu jest rozpoznanie rodziny, do ktérej dane zwierze
nalezy, moze wyglada¢ nastepujaco:

if(3*"jaja"-2*"mleko"-1*"nogi"+4*"ogon" < 1.7) {
if(-2%"pidra"+4x*"jaja"-2*"mleko"+3*"wodne"-1*"wielkosci kota" < 2.9) {
Q={"ssak", "zwierze wodne"}

} else {
if( ... ) Ao
Q = {"ryba", "insekt"}
} else {
Q = {"gad", "migczak"}
}
}
} else {

}

Wyrazenia sg wcigz ztozone, poniewaz pochodza z analizy sieci neuronowych,
jednak ze wzgledu na to, ze ich docelowymi klasami nie sg pojedyncze zwierzeta,
lecz grupy (klastry) zwierzat, stajg si¢ znacznie bardziej zrozumiate i mozliwe do
analizy. Jednoczesnie klastry przejmuja role cech ukrytych wystepujacych w sie-
ciach neuronowych, jednak o czytelnym znaczeniu. Moga one by¢ przy tym zmo-
dyfikowane, jesli znana jest jakas wiedza ekspercka na temat problemu, np. do
systemu ekspertowego moga by¢ dodane nowe reguly operujace na tych samych
predykatach.






Zakonczenie

W pracy opisana zostata propozycja hierarchicznego modelu klasyfikacji. Model
Hierarchicznego Klasyfikatora HCOC wyréznia sie wykorzystaniem nowego pa-
radygmatu podziatlu oryginalnego problemu na podproblemy. Polega on na po-
dziale w przestrzeni klas, nie przestrzeni atrybutow.

Nie jest to przy tym zwykly podzial przestrzeni klas wedlug ewentualnie do-
stepnej wiedzy eksperckiej czy tez podziat losowy. Polega na nauczeniu prostego
klasyfikatora dla catego problemu i poprzez analize¢ znalezionego rozwigzania
algorytm HCOC wyszukuje, ktdre klasy sa do siebie podobne i ktére klasy byly
przez oryginalny klasyfikator z soba mylone. Algorytm HCOC znajduje proto-
typy aktywacji w przestrzeni rozwigzan i wokét nich buduje nowe podproble-
my, ktére sg rozwigzywane na kolejnych poziomach. Bardzo istotnym elementem
rozwigzania jest fakt, ze budowane podproblemy przecinajg sie. Powoduje to, ze
pojedyncze klasy mogg naleze¢ do wiecej niz jednego podproblemu, co polepsza
skutecznos¢ algorytmu.

Algorytm znajduje wiec nowg wiedze poprzez analize, co ten pierwszy kla-
syfikator ,mysli”, co mu si¢ ,wydaje” o problemie. Pomimo tego ze klasyfika-
tor w korzeniu poddrzewa myli si¢, wydobyta przez niego wiedza jest wydobyta
i wykorzystana. Analiza stabych klasyfikatoréw, umieszczona w pracy, pozwala
na przyjecie, iz stabo nauczony pierwszy klasyfikator bazowy nie daje odpowiedzi
losowych, ze wiedza wynikajgca z takiej analizy ma sens.

W pracy zdefiniowane jest na nowo pojecie stabego (weak) klasyfikatora, ktdre
lepiej, niz dotychczas znane w literaturze definicje, oddaje jego istote. Nowa defi-
nicja bierze pod uwage fakt, ze kazdy klasyfikator sktada si¢ z dwéch elementéw:
pierwszy oblicza wektor przynaleznosci do klas, a drugi element wybiera spo-
§rod nich te klase, ktéra wydaje sie najbardziej prawdopodobna. Nowa definicja
stara si¢ uwzgledni¢ wlasnie prawdopodobiefistwo wtasciwego wyboru i podaje
warunki wzgledem wartosci aktywacji, aby wybrana zostata wtasnie poprawna
klasa. Przedstawione jest, jak nowa definicja wplywa na nauczanie klasyfikatora
przy zmienionych warunkach.

W kolejnych rozdziatach pokazano, ze klasyfikator HCOC minimalizuje swoj
btad wraz z dodawaniem nowych warstw i przy zachowaniu pewnych warunkéw.
Wskazujg one pewne kierunki, ktére powinny by¢ zachowane w trakcie naucza-
nia. Sama konstrukcja klasyfikatora korzysta z tych rozwigzan teoretycznych.
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W pracy przedstawiono wiele rozwigzan poszczegélnych probleméw, zapro-
ponowane sa nowe i zaadaptowane istniejgce algorytmy oraz przeprowadzona
ich analiza. W szczeg6Inosci wazne sg podane algorytmy agregacji wynikéw (SP,
ALL-sUBTREES, RESTRICTED, w-RESTRICTED), ktOre starajg sie coraz bardziej reduko-
wa¢ nieuchronny szum i uniezaleznia¢ klasyfikator od niego. Pokazane jest, ze
HCOC wykorzystuje mechanizm agregacji posrednio zalezny od danych, ktéry
wedtug innych badan jest najbardziej wydajny. Innym waznym elementem pra-
cy jest zdefiniowanie szeregu algorytméw rozdzielania klas na klastry tak, aby
maksymalizowa¢ efekt rozdzielania obliczeri. Obliczenia mogg by¢ wykonywane
rownolegle.

Model HCOC jest szkieletem klasyfikatora w postaci drzewa, w ktérym w kaz-
dym wezle wykorzystywany jest staby klasyfikator. W implementacji pokazanej
W pracy stosowane sa modele sieci neuronowych oraz zdefiniowanego, na po-
trzeby HCOC, lasu drzew decyzyjnych. Mozliwe sg takze inne klasyfikatory, jak
chociazby pozostajacy w trakcie rozwoju liniowy klasyfikator losowy. Wazne jest
to, ze model HCOC nie jest architekturg zamknietq, lecz poprzez wykorzystywa-
nie réznych elementéw sktadowych moze by¢ dostosowywany do konkretnych
zapotrzebowar.

Wazna cechg HCOC jest jego szczegdlna przydatnoé¢ do rozwigzywania pro-
bleméw o bardzo duzej liczbie klas. Zaproponowana architektura moze pozwoli¢
na skalowalnos$¢ rozwigzania ze wzgledu na zwiekszajacg sie wymiarowosé wyij-
Scia. To problem wazny obecnie.

Przysztos¢ HCOC lezy w lepszym jeszcze zdefiniowaniu bazowych klasyfika-
toréw w wezlach. W dotad zaimplementowanej architekturze klasyfikatory kolej-
nego poziomu nie wykorzystujg wystarczajgco, poza samym podzialem na pod-
problemy, wynikéw nauczania klasyfikatorow w korzeniu. Jesli klasyfikatorami
bazowymi sg sieci neuronowe, to wynikami sg takze znalezione wektory wag i ce-
chy wykrywane w warstwie ukrytej. Te cechy mogg by¢ uzyte na kolejnym pozio-
mie. Gdy tak si¢ stanie, HCOC stanie si¢ pewnym przyblizeniem modelu gtebo-
kiego nauczania (ang. deep learning), ktéry stanowi prawdopodobnie przysziosé
sieci neuronowych (Hinton, Osindero, 2006; Bengio, LeCun, 2007). Praca nad ta-
kim rozwinieciem jest w toku.



Dodatek A

Problemy nauczania
maszynowego

A.1. Nadzorowane nauczanie maszynowe

Kazdy, w przypadku nauczania nadzorowanego, przyktad opisany jest przez pare
sktadajgcg sie z wektora atrybutéw oraz etykiety klasy. Na tej podstawie przeprowa-
dzane jest nauczanie.

Definicja A.1. Dla ustalonego skoriczonego zbioru przyktadéw D = {(x;, ¢;) }fi 17
zwanego zbiorem uczacym, sktadajgcego sie z N par p-elementowych wektoréw
atrybutéw x; € X etykietowanych prawdziwa klasg ¢; € C, algorytm klasyfikuja-
cy ma za zadanie znalez¢ hipoteze h : X — C, ktéra bedzie tak zgodna z tymi
etykietowaniami, jak to mozliwe.

Poszczeg6lne atrybuty moga przyjmowaé wartosci réznego typu, w szczegodl-
noéci moga one by¢ ilosciowe (ang. quantitative) lub jakosciowe (ang. qualitative).

A.2. Atrybuty przykladéw uczacych

Atrybuty przykladéw (zmienne niezalezne) opisujace klasyfikowane przyktady
moga by¢ reprezentowane w rézny sposéb, w zaleznoéci zaréwno od informacji,
ktoérag przekazujg, jak i oczekiwanego sposobu klasyfikacji. Typy i sposoby repre-
zentagji atrybutéw pokazane sg w tabeli A.1. Podstawowe rozréznienie miedzy
atrybutami iloéciowymi i jakosciowymi, gdy méwimy o typie zmiennych zalez-
nych, definiuje takze rozréznienie miedzy problemami regres;ji i klasyfikaciji.
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Tabela A.1. Rézne typy i mozliwosci reprezentacji atrybutow

Atrybuty Opis wykorzystania

iloSciowe (ang. quantitative) =~ pomiary, ktére pozostaja w relacji wiekszosci
z sobg i istnieje miara okreélajaca odleglos¢
miedzy nimi

jakoSciowe (ang. qualitative) opisuja wystepowanie badz nie jakich$ cech;

albo kategoryczne przy czym brak jest pomiedzy réznymi warto-
$ciami atrybutu zadnego znanego explicite po-
rzadku

jakosciowe uporzadkowane wartosci nalezg do zbioru etykiet, w ktérym

(ang. ordered) mozna wyrézni¢ porzadek, nie jest jednak zna-

na a priori zadna metryka pozwalajgca na okre-
Slenie odlegtosci pomiedzy tymi warto$ciami

A.3. Funkcje kosztu i ryzyka

Jesli dostepny jest skoriczony zbiér przykladéw, to moze on stanowic zbidr uczgcy

D = {(x;,t;)}, dla algorytméw nauczania maszynowego. Etykieta t; jest praw-

dziwg (ang. target) klasyfikacjq wektora obserwowalnych atrybutéw x;.
Zadaniem algorytmu ML jest zbudowanie modelu £ ()

(A1) T=h(X)+e,

gdzie € jest losowym bledem (szumem) o wartosci oczekiwanej E[e] = 0. W tym
modelu hipoteza h(x) = E[T|X = x] modeluje rozktad warunkowy P(T|X). Wa-
runek E[e] = 0 odpowiada oczekiwaniu, ze hipoteza bedzie podawa¢ poprawng
odpowiedz dla wielu wektoréw atrybutéw, réwniez tych, ktére nie byly znane
na etapie nauczania. Konieczne jest tu okreélenie sposobu karania algorytmu za
nieprawidlowq predykcje: spoczywa ono na funkeji kosztu (ang. loss function).

Definicja A.2. Funkgja kosztu ¢(x,t, h(x)) jest pewna nieujemng funkcjg £ : X' X
X xC — Ry U{0} taka, ze £(x,t,h(x)) =0 gdy h(x) = t.

Definicja A.3. Funkcja ryzyka (ang. risk function) jest wartoécig oczekiwang na
przestrzeni przyktadéw testowych

(A2) R[H] = / 0(x, £, 1(x))P(x, ).
Rozktad prawdopodobieristwa P(x, f) w definicji A.3 nie jest mozliwy do zna-

lezienia ze wzgledu na dostepnos¢, zwykle, jedynie skoriczonej liczby dostepnych
przykladow. W takiej sytuacji musimy sie zadowoli¢ §rednig wartoscig na zbiorze
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Tabela A.2. Niekt6re mozliwe funkcje kosztu ¢(x, t, h(x)) dla probleméw regresji
i klasyfikacji do dwoch klas. Pierwsze trzy uzywane sa w problemach regresji, po-
zostate w klasyfikacji. Dla probleméw wieloklasowych funkcje kosztu sg pewnym
ztozeniem definicji dla probleméw dwuklasowych z uwzglednieniem macierzy
kosztu btednych klasyfikacji miedzy kazdg parg réznych klas

Funkcja Opis

|t —h(x)] warto$¢ bezwzgledna

(t —h(x))? kwadratowa

(t—h(x))? dla catkowitego p > 1

I(t # h(x)) 0-1 (binarna)

—2Y°K | hy(x)log hy(x) entropii wykorzystywana w modelu klasyfikacji

max(0,1 — th(x)) soft margin

In(1+ exp(—th(x))) logistyczna, w modelu Support Vector Machine
(SVM)

exp(—th(x)) wykladnicza, takze w modelu SVM

przyktadéw dostepnych

1 N
(A.3) Remp Z O(xi, ti, h(x;))
1:1

zwang empiryczng funkcja ryzyka (Scholkopf, Smola, 2002).

A4. Klasyfikatory ,, monolityczne”

Wiegkszo$¢ probleméw jest rozwigzywana zwykle przy wykorzystaniu modeli

ojednolitej, ,monolitycznej”, architekturze, ktére stosuja jeden ustalony algorytm

nauczania i budujg jednolity system. Wéréd wielu modeli najlepiej znanymi kla-

sami sg:

perceptron jest przyktadem zastosowania modelu dyskryminatywnego, w ktérym
model, majac dane odwzorowania wektoréw atrybutéw x i klasyfikacji c;
(np. w postaci zbioru uczacego), stara si¢ bezposrednio znalez¢ granice po-
dziatow (ang. decision boundaries). Perceptron jest bardzo uproszczonym mo-
delem neuronu biologicznego. Ze wzgledu na swojg budowe perceptron jest
w stanie rozwigzywac catkowicie poprawnie jedynie zadania, ktére sg linio-
wo separowalne (Rosenblatt, 1962; Minsky, Papert, 1969; Bishop, 1995);

perceptron wielowarstwowy jest rozszerzeniem modelu perceptronu przez do-
danie, jednej lub wiecej, warstw neuronéw pomiedzy warstwe wejSciowq
a wyjéciowa. Model jest tworzony przez znalezienie optymalnego zestawu
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wag dla zdefiniowanej funkgji kosztu. Perceptron wielowarstwowy jest mo-
delem nieparametrycznym, tworzonym przez przyktady (m.in. Rumelhart
et al., 1986; Haykin, 2009; Bishop, 2006).
Twierdzenie o aproksymacji méwi, ze wykorzystujgc poprawnie zbudowa-
ny perceptron z jedng warstwg ukryta, mozna znalez¢é aproksymacje do-
wolnej nieznanej funkgji celu z dowolnie matg doktadnoscig. Jednak jest to
twierdzenie o charakterze egzystencjalnym i nie méwi, jak taki cel osiggna¢;

liniowa analiza dyskryminacyjna (ang. Linear Dominant Analysis, LDA) znajduje
liniowa kombinacje atrybutéw wejsciowych, ktéra odpowiada hiperptasz-
czyznie skutecznie rozdzielajacej przyktady z réznych klas. LDA jest w tym
sensie bliska modelowi perceptronu. Najbardziej znany jest model dyskry-
minacyjny Fishera (Fisher, 1936). Uog6lnieniem LDA sg metody, w ktérych
hiperptaszczyzna rozdzielajaca jest wyzszego stopnia, np. kwadratowa jak
w QDA (Vapnik, 1996);

drzewa decyzyjne sa budowane przez rekurencyjny podziat przestrzeni wejscio-
wej wzdluz wszystkich atrybutéw, tworzac za kazdym razem nowe wezly
z mniejszg liczbg przykladéw spelniajacych warunki. Sg dzieki temu se-
kwencyjnemu podziatowi proste w budowie oraz w zrozumieniu podawa-
nych predykcji.
Podziat moze by¢ wykonywany az do uzyskania drzewa z li$¢mi, w ktérych
wszystkie przyklady naleza do jednej klasy. Takie drzewa bedzie jednak bar-
dzo Zle generalizowad, stad zwykle stosowane s procedury obcinania ga-
fezi (ang. pruning) rozsadnie powiekszajgce blad na zbiorze uczacym, jed-
nak poprawiajgce generalizacje. Jest wiele znanych algorytméw budowania
drzew decyzyjnych, réznigcych sig, przede wszystkim, wykorzystanym pa-
radygmatem podziatu, jak CART, ID3, C4.5, C5.0 i inne (np. Breiman et al.,
1984; Quinlan, 1993, 1996; Witten, Frank, 2000; Kohavi, Quinlan, 2002; Sethi,
Sarvarayudu, 1982);

metody najblizszych sasiadéw dla zaklasyfikowania danego przyktadu tworza
kule obejmujaca K najblizszych przykladéw ze zbioru uczacego i klasyfiku-
ja zgodnie z przewazajaca etykieta. Tu podstawowym problemem jest, tak
zwane, przekleristwo wymiarowosci (ang. curse of dimensionality);

samorganizujace si¢ mapy (ang. Self-Orgqanizing Maps, SOM) s modelem bardzo
bliskim klastrowaniu. Przyklady z przestrzeni wejéciowej sg klastrowane
w przestrzeni wyjsciowej z narzucong topografig siatki (np., dla interpre-
towalnosci, dwuwymiarowej).
Modele typu SOM pozwalajg na redukcje wymiarowosci przez polaczenie
atrybutéw i usuniecie tych, ktére sa zbedne. Wprowadzenie innych miar po-
dobienistwa pozwala na grupowanie wedlug zupelnie catkiem innych zasad
(m.in. Kohonen, Honkela, 2007; Fritzke, 1993; Brugger et al., 2008);

naiwny klasyfikator Bayesa zaklada, ze wszystkie atrybuty sa liniowo niezalez-
ne i, korzystajac z prawa Bayesa, maksymalizuje przynaleznos¢ przyktadu
do jednej z klas P(Cy|x) o< P(x|Cy)P(Cy).
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Naiwny klasyfikator Bayesa oryginalnie wymaga podania warto$ci prawdo-
podobienistw a priori P(Cy) klas. Te zwykle sg nieznane, ale mogg by¢ ewalu-
owane z dostepnych przyktadéw, a nastepnie modyfikowane w trakcie uzy-
wania modelu. Dodatkowo podzialy nie sg ograniczone do hiperplaszczyzn,
a jednoczesnie wyniki sg proste do interpretacji. To wszystko powoduje, ze
klasyfikator Bayesa jest obecnie bardzo popularnym narzedziem predyk-
i (np. Bishop, 2006; Zhang, 2004; Manning et al., 2008; Alpaydin, 2010);
Support Vector Machine jest z jednej strony rozwinieciem modelu perceptronu
dla znalezienia optymalnej hiperplaszczyzny rozdzielajgcej, z drugiej, mo-
delem, w ktérym przestrzer wejsciowa jest w spos6b optymalny mapowa-
na do przestrzeni ukrytej, gdzie mozliwe jest znalezienie optymalnej hiper-
plaszczyzny rozdzielajacej. Wykorzystywana jest tutaj funkcja jadra (ang.
kernel function), umozliwiajgca posrednie obliczenia w przestrzeni ukrytej.
Pozwala to na zdefiniowanie nieskoriczenie wymiarowych przestrzeni ukry-
tych, zwigkszajac prawdopodobiefistwo ¢-separowalnosci problemu. Wiel-
ka zaletg tego modelu jest jego bliski zwigzek z teorig ztozonosci modeli
nauczania (Vapnik, 1998; Scholkopf, Smola, 2002; Christiani, Shawe-Taylor,
2000).
Przewaga SVM nad warstwowymi sieciami neuronowymi jest fakt, ze mi-
nimalizowana funkcja celu jest wklesta, stad rozwigzanie problemu opty-
malizacji jest mozliwe. Z drugiej strony, model wymaga procesu nieliniowej
optymalizacji. SVM sa obecnie jednym z najczeéciej wykorzystywanych mo-
deli ze wzgledu na mozliwos¢ aproksymacji przy jego uzyciu bardzo duzej
liczby probleméw obliczeniowych.

A.5. Klasyfikatory zlozone

Klasyfikatory zlozone starajg si¢ minimalizowaé catkowity blad przede wszyst-

kim przez minimalizacje wariancji w catkowitym bledzie. Dla klasyfikacji popu-

larnych jest co najmniej kilka modeli:

bagging jest modelem polegajacym na wielokrotnym losowaniu ze zwracaniem
z oryginalnego zbioru danych nowego zbioru bootstrap i budowaniu dla kaz-
dego takiego zbioru nowego modelu. Wynikowy model stanowi zwykte
uérednienie dla problemu regresji czy tez gtosowanie dla klasyfikacji (Bre-
iman, 1996);

komitety maszyn to ogdlne okreslenie wielu modeli, zwykle o takiej samej archi-
tekturze, ktére s3 nauczone na podstawie réznych zbioréw uczacych. Zbiory
mogg by¢ generowane niezaleznie dla danego problemu, przez procedure
bootstrap, operacje na przestrzeni atrybutéw wejSciowych albo operacje na
przestrzeni wyjé¢ jak w metodzie Error Correcting Output Coding (ECOC,
Dietterich, Bakiri, 1995; Valentini, Masulli, 2002). Wyniki sa sktadane po-
przez rézne metody glosowania. Zbudowanie i polgczenie wynikéw dla
komitetu redukuje prawdopodobiefistwo, Ze wiekszos¢ bedzie sie mylita,
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a stad ogranicza mozliwo$¢ pomyltki. Jesli poszczegdlne klasyfikatory wy-
korzystuja lokalne metody, znalezienie wielu takich hipotez bedzie zwykle
prostsze niz zbudowanie jednej obejmujacej caly problem (Hastie et al., 2001;
Duch, Itert, 2003; Bishop, 2006);

HME to system hierarchiczny — Hierarchical Mixture of Experts (Jordan, Jacobs,
1993; Titsias, Likas, 2002). Zadaniem HME jest taki podziat przestrzeni wej-
Sciowej, zeby kazda z sieci w lisciach mogta dopasowaé prosty model dla
rozwigzania tego podproblemu. Obszary podzialu moga na siebie nacho-
dzi¢, stad obiekty moga naleze¢ do wigcej niz jednego podproblemu i by¢
rozwigzywane przez kilka sieci eksperckich. Dzieki temu mozliwe jest po-
prawienie skuteczno$ci obliczania wynikow.

‘X ‘X ‘X

Rysunek A.1. Architektura dwupoziomowego modelu typu HME (na podstawie
(Jordan, Jacobs, 1993))

Architektura HME ma strukture drzewiastg. W kazdym liéciu drzewa o in-
deksie i umieszczonych jest kilka sieci eksperckich (ang. expert network). Kaz-
da z nich otrzymuje wektor atrybutéw x przykladu, generujac wektor wyj-
Sciowy u;j. Te wyjscia sg scalane przy wykorzystaniu sieci bramkujgcych
(ang. gating networks), ktére na wejsciu otrzymuja dodatkowo takze wektor
atrybutéw x. Wyijscia lidci u; sg scalane na kolejnym poziomie blizszym ko-
rzenia przez nastepnag sie¢ bramkujaca, dajac koricowy sygnat wyjsciowy
u. Typowa architektura dwupoziomowego HME jest pokazana na rysun-
ku A.1. HME ma sktonno$¢ do zbytniego dopasowywania si¢ ze wzgledu
na zbyt duzg liczbe parametréw, co moze by¢ czeSciowo naprawione przez
wykorzystanie apriorycznych rozkladéw dla parametréw (Bishop, Svensén,
2003).

Wszystkie modele sieci eksperckich i bramkujgcych sg z zatozenia proste (au-
torzy modelu HME proponujg modele liniowe), sg wiec slabe w sensie po-
prawnosci niewiele lepszej niz losowa;
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boosting jest metodg polegajaca na budowie sekwencji klasyfikatoréw tak, aby
nowo utworzone poprawiaty taczny biad juz zbudowanych. Najlepiej zna-
nym algorytmem jest AdaBoost (Freund, Schapire, 1997; Friedman et al.,
2000). Boosting jest metodg nauczania addytywnego;

modele hierarchiczne maja zwykle na celu rozdzielenie zadania na prostsze cze-
$ci, rozwigzanie ich przez niezalezne klasyfikatory i potaczenie wynikow.
Czesto zadaniem jest takze znalezienie hierarchicznie zdefiniowanych kla-
syfikacji (Chou, Shapiro, 2003; Ciampi et al., 2007; Cesa-Bianchi et al., 2006).

Wiele algorytmoéw, np. SVM, dopuszcza jedynie nauczanie dwuklasowe, stad
konieczny jest schemat ich rozszerzenia dla nauczania wieloklasowego. Podsta-
wowymi sg podejscia jeden-przeciwko-wszystkim (ang. one-versus-all) (Duda et al.,
2000), w ktérym dla K klas budowanych jest K, osobnych, dwuklasowych kla-
syfikatoréw kazdy rozpoznajacy jedng klase; oraz jeden-przeciwko-jednemu (ang.
one-versus-one) (Hastie, Tibshirani, 1998), gdzie budowane jest K(K — 1) /2 klasy-
fikatorow rozrézniajacych kazda z par klas. Podejscie jeden-przeciwko-wszystkim
nie bierze pod uwage podobieristw miedzy klasami, drugie podejScie wymaga
budowy bardzo wielu klasyfikatoréw (Kumar, Ghosh, 1999).

A.6. Agregacja wynikow

Istnieje szereg r6znych metod ewaluacji wynikéw przy wykorzystaniu komitetéw
(ang. committees, ensembles) klasyfikatorow. Podstawowy podziat zalezy od wpty-
wu danych (Dara et al., 2009; Wanas et al., 2006; Oza, Tumer, 2008; Kittler et al.,
1997; Rokach, 2009; Hastie et al., 2001) na koficowy wynik. Istnieja trzy podstawo-
we mozliwosci

e agregacja niezalezna od danych, ktéra wykorzystuje jedynie informacje po-
chodzace od poszczegoélnych klasyfikatoréw. Tak zbudowana jest wiekszos¢
systemoéw glosowania i usredniania: wykorzystywane sa jedynie koricowe kla-
syfikacje. Koricowa klasyfikacja ma posta¢

(A4) f(w;, Cli(x)),

gdzie w; sg ustalonymi w trakcie nauczania wagami przypisanymi klasyfi-
katorom. Moze nimi by¢ np. znaleziona w trakcie nauczania skuteczno$¢.
Takie systemy sg czesto bardzo skuteczne, jednak sg tez podatne na btedy
wynikajgce z faktu, ze wagi klastrow pozostajg niezmienne. To podejscie nie
uwzglednia dodatkowej informacji o rozpatrywanym wzorcu;

e agregacja posrednio zalezna od danych, w ktérych wagi klasyfikatoréow sa za-
lezne od klasyfikowanego przyktadu i konicowa klasyfikacja ma postaé

(A5) flwi(CV(x)), Cl ().
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Tak wiec wagi przy klasyfikacji konkretnego przyktadu x sg wprost od niego
zalezne. Waga w;(x) odpowiada, na ile klasyfikator CI' jest kompetentny
w Kklasyfikacji tego przyktadu (Brodowski, Podolak, 2011; Dara et al., 2009).
Takim typem jest wlasnie opisywany w pracy model HCOC.

Pozwala to na skuteczniejszy wybdr, jednak budowa klasyfikatora jest bar-
dziej zlozona. Dodatkowo, jesli klasyfikatory wykazuja duzg korelacje w ob-
liczaniu wynikéw i popetnianiu podobnych btedéw, rezultaty moga by¢ za-
falszowane. Konieczne jest wiec wymuszenie réznorodnosci (Giacinto, Roli,
2001; Kuncheva, 2005; Tumer, Ghosh, 1996);

agregacja bezposrednio zalezna od przyktadéw postaci
(A.6) f (i, Cl (x), CI'(x),

uwzgledniajgca wprost i klasyfikacje, i atrybuty przyktadéw. Takimi sys-
temami sq r6zne metody dynamicznej selekcji klasyfikatoréw opartych na
wykrywaniu lokalnej skutecznosci, model HME, metody oparte na cechach.

Relacje ré6znych typéw agregacji pokazane s3 na rysunku A.2.

Rysunek A.2. Rézne rodzaje zaleznosci wyniku od agregacji wynikéw w komi-
tetach maszyn: niezalezny od danych, zalezny posrednio i zalezny bezposrednio.
U gory dane i ewentualne klasyfikatory w korzeniu, posrodku klasyfikatory po-
chodne, na dole moduty implementujace reguly taczenia wynikéw

Badania przegladowe pokazujg, Ze najlepiej sprawuja si¢ modele posrednio

zalezne od danych: sa najmniej zalezne od niezgodnosci rozktad6w zbioréw ucza-
cych i testujgcych, majg najwyzszy stopien generalizacji. Po nich najlepsze s me-
tody bezposrednio zalezne od danych, na koricu metody od nich niezalezne (Dara
et al., 2009; Wanas et al., 2006).
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A.7. Sposoby selekcji koficowej klasy

W literaturze proponowanych jest wiele metod bezposredniego wyboru korico-
wych klasyfikacji na podstawie wynikéw klasyfikatoréw bazowych (Kittler et al.,
1997; Tumer, Ghosh, 1996). Kittler et al. (1997) rozpatruja trzy podstawowe modele
agregacji wynikéw L klasyfikatoréw CI'

e iloczynowy ¢ = arg max HZL 1 Plg(cél‘cjf))P(CkM),
Ck
e sumy ¢ = argmax (1 — L)P(Ci|x) + X, P(Ci|CI"),
Ck
e mediany ¢ = argmax Y-, P(Ci|CI', x).
Ck

A.8. Podejscia przy aglomeratywnym klastrowaniu

W metodach klastrowania przez faczenie klastréw wykorzystuje sie kilka podsta-

wowych zasad faczenia klastrow:

single linkage (pojedynczego potaczenia albo najblizszego sgsiada), gdzie odleg-
tos¢ miedzy klastrami d(Q?', Q?) jest okreélana jako odlegto$¢ miedzy naj-
blizszymi obiektami z dwéch klastréw

d(Q', Q%) = mindy.
ieQ!
i'eQ?
Ta metoda wykazuje efekt faricuchowania, taczac szeregi obiektéw parami
bliskie. Tworzone klastry nie sg wobec tego zwarte;
complete linkage (pelnego polaczenia albo najdalszego sgsiada), gdzie odlegltosé
miedzy klastrami jest definiowana jako odleglo$¢ miedzy ich najdalszymi
obiektami
4(Q", Q%) = maxd;y.
ieQl
i'eQ?
Uzyskane klastry bedg zwarte. Czasem klastry nie sg wyraznie od siebie
oddzielone: niektére obiekty z danego klastra s blizej do obiektéw z klastra
sgsiedniego niz obiektéw z tego samego;
group average ($rednia grupowa) definiowana jako usredniona odlegto$¢ mie-
dzy elementami klastrow

d(Q', Q%) = =g 2 L di,
Q #Q lGQll €Q2
gdzie #Q! oznacza licznosé klastra. To pewien kompromis miedzy poprzed-
nimi podejsciami. Wyniki klastrowania mogga jednak bardzo zaleze¢ od nu-
merycznych warto$ci reprezentacji obiektéw.
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A.9. Algorytm GNG

Algorytm Rosnacego Gazu Neuronowego (ang. Growing Neural Gas, GNG) jest
przykladem nauczania samoorganizujgcego (Fritzke, 1995). Dla kazdego wylo-
sowanego wektora wejéciowego wyszukiwany jest, wéréd juz utworzonych, naj-
blizszy i drugi najblizszy ,neuron” (sg one aktywowane). Jesli liczba neuronéw
nie przekroczyta progu, dla wylosowanego neuronu tworzony jest nowy neuron.
Znalezione najblizsze neurony sg przesuwane w kierunku wektora wejsciowego,
tworzac z nim razem klaster przez polgczenie krawedziami. Krawedzie miedzy
neuronami, ktére nie sg jednoczeénie aktywowane, sg usuwane (krawedzie sie
,starzejg”). Neurony rzadko aktywowane tez sg usuwane. Neurony akumulujg
takze ,blad” obliczany jako odleglo$¢ od wektora, ktory je aktualizuje. Jesli dla
danego neuronu btad przekracza pewien prég, to miedzy nim a jego najblizszym
sgsiadem dodawany jest nowy neuron. Dzigki temu obszary bardziej aktywne s
reprezentowane przez wigksza liczbe neuronéw.

Dzieki takiemu postepowaniu tworzg sie grupy neuronéw polgczonych kra-
wedziami, ktére odpowiadajg czgstemu jednoczesnemu aktywowaniu. Tak utwo-
rzone klastry po ukonczeniu nauczania moga by¢ analizowane i moga by¢ im
nadane etykiety. Algorytm pokazany jest na rysunku A.3. Warunkiem koricowym
petli jest ustabilizowanie si¢ potozenia neuronéw.

Zaleta algorytmu GNG jest jego zdolnos¢ do dostosowywania sie do zmienia-
jacego sie srodowiska wejsciowego (Fritzke, 1997). Dzieki temu nadaje si¢ bardzo
dobrze do sytuacji, gdy, tak jak przy uréwnolegleniu nauczania i klastrowania
w HCOC, wektorami wejéciowymi nie s przyktady z ustalonego i skoriczonego
zbioru, ale sg wektorami ciggle zmieniajgcych sie w trakcie nauczania aktywacji

Cl(x).

A.10. Niektdre miary r6znorodnosci

Miary réznorodnoéci okreélajg, na ile dwa (lub wiecej) klasyfikatory dajg rézne
odpowiedzi dla zbioréw danych. Gdyby wszystkie wykorzystane w ztozonym
modelu klasyfikatory dawaly te same odpowiedzi, to samo sktadanie nie wnosi-
Toby Zadnej nowej warto$ci. Znany jest caly szereg réznych miar réznorodnosci.
Najprostsze jest podejécie, gdy mamy do czynienia z dwoma klasyfikatorami CI*
i CI2. Istnieje wtedy kilka mozliwosci

CI? poprawnie  CI? niepoprawnie

CI' poprawnie a b
CI' niepoprawnie c d

gdzie a, b, ¢, d odpowiadajg odpowiednie frakcje poprawnie/niepoprawnie roz-
poznanych przyktadéw oraz a + b + ¢ +d = 1. Przy takiej definicji mozna zde-
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Input: X — przyklady uczace
while True do
x < sample(X) // wylosuj kolejny przyktad uczacy
Nyin <— argmin|x — w(n)| // najlepszy neuron
neN
ns < argmin |x —w(n)| // drugi najlepszy
neN, n#win
if 1y, ns ¢ E then
E < EU (ny;y, ns) // dodanie nowej krawedzie
age(nyiy, ns) < 1

else

‘ age(Nyin, Ns) < age(nyiy, ns) + 1 postarzenie istniejgcej krawedzi
end
if age(ny;,, ns) > maxage then

‘ E < E\ (nyin, ns) // usuniecie niewykorzystywanej krawedzi
end
// przysun neuron wygrywajacy i jego sasiadéw do przyktadu
Napin <= Napin + ,uwin(nwin - x)
for n;:

(Myin,ni) € E do

\ nj < nj + ps(n; — x)
end
err(Nyin) — err(Nyin) + |y — w(nyiy )| // uaktualnienie bledu
if mod(iteration, R)) = 0 then
// wykonanie co ustalong liczbe iteracji
Nepr — n}1axerr(ni) // neuron z maksymalnym bledem

if err(nepy) > maxerr then
/ / jedli biad przekracza ustalony prég, to sposréd
// sasiadéw ., wyszukanie neuronu z najwiekszym bledem

Nserr < max_ err(n;)
ni:(niMerr ) EE

E < E\ (Merr, Nserr) // usuniecie krawedzi faczacej

1y < new_node() // nowy neuron miedzy nerr i fgerr
w(nn) — (w(nerr) + w(”serr))/z

age(Nerr, ) — age(np, Nserr) < 1

E < EU (Nerr, Mpew) U (Mpew, Nserr) // nowe krawedzie
end

end

end

Rysunek A.3. Algorytm Growing Neural Gas
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finiowa¢ szereg miar r6znorodnosci dwdéch lub wiecej klasyfikatorow. Niektore

z nich przedstawione sa w tabeli A.3.

Tabela A.3. Niekt6re miary réznorodnoéci odpowiedzi klasyfikatoréw. Za: Shipp,
Kuncheva (2002); Meynet, Thiran (2010); Yule (1900); Brown et al. (2005)

ad — be
Qijiad#—bc
Dik:b+c
ad — bc

Pk = @t o) crdaro)btd

1 N
kw = s iEl(xi)(L =1(x;))

(1/L) Y%y (xi) (L — 1(x;))

L (
FT TN D)

Q-statystyka

niezgodnos¢ klasyfikatoréw CI' i CIF

korelacja miedzy odpowiedziami dwoéch
klasyfikatoréw, podobne do Q

u$rednienie liczby zgodnych i popraw-
nych odpowiedzi; I(x;) jest liczba (spo-
§rod L) klasyfikatoréw poprawnie rozpo-
znajacych przyktad x; (Kohavi-Wolpert)

miara zgodnosci «, gdzie p jest Srednig
poprawnoscig klasyfikatoréw; zwigzana
z miarami kw i D

teoretyczna réznorodno$¢ informacyjna,
gdzie I(Cl!, Cl) jest miarg podobieristwa
klasyfikatoréw; odpowiada $redniej r6z-
norodnoéci pomiedzy L klasyfikatorami

Miara réznorodnosci wydaje sie doé¢ oczywista i przekonujaca. Brak jednak
dowodéw korelacji miedzy bledem uzyskiwanym przez komitet maszyn a wyli-
czonymi warto$ciami wag. Wydaje sie, Ze sama miara réznorodnosci, bez innych
element6w, nie jest wystarczajaca dla okreslenia doktadnosci komitetu klasyfika-
torow (Kuncheva, 2009). W wielu doéwiadczeniach (np. Shipp, Kuncheva, 2002)
dla czesci probleméw ta korelacja jest wyrazna, dla innych juz nie. Brown et al.
(2005) zwracaja uwage na dwojaki sposéb ewentualnego wykorzystania:
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e podredni, w ktérym algorytm tworzacy model losuje przyktady uczace, aby
utworzy¢ szereg niezaleznych zbioréw i wygenerowac niezalezne i rézno-
rodne klasyfikatory sktadowe, nie obliczajgc tej miary ani razu,

e bezposredni, w ktérym algorytm modyfikuje zbiér uczacy bezposrednio
tak, aby uzyska¢ r6zne modele; takim jest np. model boosting.

A.11. Rozklad Beta

To rozklad zmiennej losowej u € [0,1] opisujacej prawdopodobienistwo zajscia
zdarzenia binarnego: jesli yy, ..., 4y, sa wartoSciami zmiennej losowej, réwno-
miernie rozlozonymi na przedziale [0, 1], to rozktad Beta(1,n) opisuje prawdo-
podobieristwo max(py, . .., fn).

r b
(A7) Beta(p|a,b) = 1"((:11);:@7))#“_1(1 — )bt
a—1¢1 _ ,,\b—1
(AS) - (1—p)
Jo w11 — p)b—tdu
gdzie
(A9) I'(x)= /000 w*lemUdy,

I'(x+1) =aT(x),ajeslix € N, toI'(x + 1) = x!. Rozklad Beta jest przypadkiem
rozktadu Dirichleta dla K = 2.

A.12. Rozklad Dirichleta

Jest wielowymiarowym rozkltadem K zmiennych losowych 0 < p < 1, gdzie
k =1,...,Koraz YX  p; = 1. Rozklad jest parametryzowany wektorem a =
(aq,...,ag). Funkgja gestosci prawdopodobieristwa ma postac

I (“0) K ap—1
1T U k=2,
) k=1

(A.10) Dir(pula) = ) I(ag)

Parametry o > 0, aby rozktad byt zmormalizowany.

Rozktad Dirichleta jest wielowymiarowym uogdlnieniem rozkladu Beta. Para-
metry a; mogg by¢ interpretowane jako liczby obserwacji odpowiednich zmien-
nych losowych . Funkcja gestosci ma skoriczong wartosé, pod warunkiem ze
ax > 1 dla kazdego k.
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A.13. Walidacja krzyzowa i btad Err(0632)

Jesli w trakcie budowania modelu dostepna jest nieograniczona (lub chociaz bar-
dzo duza) liczba danych, to mozliwy jest podziat danych na czes$¢ uczaca i czgs¢,
na ktérej wykonywane sa testy. Zwykle tak nie jest i projektant musi poradzi¢ so-
bie w trakcie testowania z dostepnymi danymi, dbajac o to, zeby dane testujace
nie byty w Zaden sposéb uzywane podczas samego nauczania.

Najpopularniejszym wyborem jest tzw. walidacja krzyzowa (ang. cross valida-
tion), w ktorej zbiér dostepnych danych dzielony losowo na P roztacznych czesci
i cykl nauczanie-testowanie powtarzany jest P razy: model tworzony jestna P — 1
czesciach i testowany na pozostatej. Na koricu wyniki testow sa usredniane. W ten
spos6b dane testujgce nie sa wykorzystywane w trakcie budowy modelu, ktéry
testujg. Formalnie

0(t, fO (x)),

z| =
=

(A.11) ErrcV =

i=1

gdzie t; jest prawdziwg wartoscig dla x;, a f(~)(x;) oznacza ewaluacje nieznanej
funkgji dla x; na zbiorze uczacym nie zawierajacym x;. Najczesciej wybieranymi P
sa 5110. Wieksze wartosci P daja maly bias (odchylenie $redniej predykgji od $red-
niej dla nieznanej prawdziwej funkcji F), ale za to duzg warto$¢ wariancji (Hastie
et al.,2001).

Czesto stosowang technika w ewaluacji wartosci statystycznych jest metoda
bootstrap, szczegodlnie wtedy, gdy liczba dostepnych danych jest mata. Dla proble-
mu, w ktérym dostepny jest N-elementowy zbior przyktadéw X, bootstrap polega
na losowaniu ze zwracaniem B zbioréw X;, wszystkich N-elementowych. Esty-
macja btedu ErrBOOT ma postaé

11 & )
(A.12) ErrBOOT — BN Z ((t, F(x)),

n Mz

gdzie f*(x;) oznacza ewaluacje przy wykorzystaniu zbioru bootstrap Xj,.
Prawdopodobienistwo, ze dany przyklad x; pojawi sie w b-tym zbiorze boot-

strap Xy, wynosi 1 — (1 - %)N ~ 1—¢71 = 0.632. Blad ErrBOOT jest wiec zbyt
optymistyczny — wykorzystuje do ewaluacji btedu przyklady, dla ktérych budo-
wany byl model (Efron, 1983). Modyfikacja polega na opuszczeniu we wzorze tych
przykladoéw, ktére byty uzyte do budowy aktualnego modelu

(A.13) Err(1 NZ Yo Ut f (),

l|beBl

gdzie B~ jest zestawem tych zbioréw bootstrap, ktére nie zawierajq przykiadu x;.
W ten sposéb uwzgledniony jest warunek, aby przyktady biorgce udziat w na-
uczaniu nie byly uzywane do ewaluacji btedu.
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Jak zauwazaja Efron, Tibshirani (1997), ewaluacja Err(!) jest pesymistyczna,
stad ich propozycja wyréwnania

(A.14) Err(632) — 0.368 - er7 + 0.632 - Err(D),

gdzie er7 jest bledem dla zbioru trenujgcego. Jest on dobrze okreslony dla modeli,
ktére dla zadanego zbioru uczacego dajg zawsze ten sam wynik (np. modele linio-
we, drzewa decyzyjne itp.). W przypadku gdy uzyskany model jest zalezny takze
od innych parametréw, np. zbioru poczatkowych wag w sieciach neuronowych,
potrzebne jest jego usrednienie z kilku préb. Doswiadczenia (Efron, Tibshirani,
1997) pokazujg, ze Err(632) i jego rozszerzenie Err(932+) daja najlepsze przyblize-
nie rzeczywistego bfedu modelu.
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AdaBoost, 2, 5, 25
agregacja wynikéw, 115
bezposrednio zalezna od danych,
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klasyfikatoréw, 46
niezalezna od danych, 115
posrednio zalezna, 116
algorytm
Growing Neural Gas, 71
arg-max, 10
atrybuty
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jakosciowe, 109
automat synchronizujacy, 96
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bledy
przypadkowe, 48
systematyczne, 48
bagging, 113
boosting, 24, 114
przez filtrowanie, 25
bootstrap, 122

drzewa decyzyjne, 37, 112

entropia problemu, 12
ewaluacja poddrzew, 49
a-RESTRICTED, 53
ALL-SUBTREES, 51

REsTRICTED, 52
SINGLE-PATH, 51
relacje miedzy, 54

Feating, 6

funkgja kosztu, 110

funkgja ryzyka, 110
empiryczna, 111

funkgje fitness, 79

generalizacja, 1
Growning Neural Gas, GNG, 71
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definicja, 38
gorna granica ryzyka, 74
zbieznos¢ nauczania, 79
Hierarchical Mixture of Experts, 114

indeks Giniego, 12

klastrowanie, 37
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REestrICTED, 40
aglomeratywne, 66
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complete linkage, 117
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group average, 117
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nakladanie sig, 37
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single linkage, 117
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nakfadanie sie, 37
klasyfikacja, 109
grupa-klas-przeciwko-reszcie, 45,
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jeden-przeciwko-jednemu, 57
jeden-przeciwko-wszystkim, 57
klasyfikator, 10
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definicja, 38
ewaluacja, 46
klasyfikacja przyktadéw, 60
hierarchiczny, 115
staby, 25, 26, 30, 40
uogo6lniony, 61
funkgja kosztu, 61
macierz generahzacji, 62
komitet maszyn, 113

las drzew decyzyjnych, 64
liniowa analiza dyskryminacyjna, 112

macierz
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generalizacji, 62
klastrowania, 40
liczba klastrow, 46
poprawnosé, 42
misclassification, 67
MapReduce, 7
measure of belief, 52
miara
pseudo-loss, 25
réznorodnosci, 118
x, 120
Kohavi-Wolpert, 120
korelacja, 120
Q-statystyka, 120
ztozonosci problemu, 11

miara ryzyka

podproblemu, 14, 18
miary réznorodnosci, 78
modele agregacji wynikow, 115

naiwny klasyfikator Bayesa, 112
najblizszych sgsiadéw, metody, 112
nauczanie, 1

PAC, 24

perceptron, 111
wielowarstwowy, 111
podziat
przestrzeni atrybutéw, 9, 33
przestrzeni klas, 10, 33
zbioru klas, 9
problem
klasyfikacji, 109

réznorodnos¢ klasyfikatoréw, 77
redukcja atrybutéw, 60
Region of Interest, ROI, 40
rozklad

Beta, 121
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rozpoznawanie twarzy, 99
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samorganizujgce sie¢ mapy, 112
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Support Vector Machine, SVM, 113
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standardowo, 48
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zalezno$§¢ od klas, 55

walidacja krzyzowa, 122

zlozonos¢ podproblemu, 12
zbiér uczacy, 109
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