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PODSTAWOWE MODELE
WZROSTU GOSPODARCZEGO
W TEORII EKONOMII

(Katarzyna Filipowicz, Tomasz Tokarski)

Przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale sg teoretyczne analizy opisujace
determinanty zréznicowania wydajnosci pracy na gruncie wybranych, makro-
ekonomicznych modeli wzrostu gospodarczego.

Zaprezentowano podstawowe, keynesistowskie, modele wzrostu gospodar-
czego (Harroda, Domara, Harroda-Domara, Kaldora i Kaleckiego), neoklasyczne
modele Solowa, Mankiwa-Romera-Weila i Nonnemana-Vanhoudta oraz modele
optymalnego sterowania Lucasa i Romera. Podstawowe idee modelu Solowa taczy
sie z wystepowaniem przestrzennych interakcji rozwoju ekonomicznego miedzy
gospodarkami, przez analogie do prawa powszechnej grawitacji Newtona, kwan-
tyfikowanych za pomoca tzw. efektdéw grawitacyjnych. Zaktada sie, ze gospodarki
wzajemnie oddziatujg na siebie z sitg wprost proporcjonalng do ich potencjatu
ekonomicznego i odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odlegtosci pomiedzy nimi.
Potencjat gospodarki mierzony jest zas wielkoscig technicznego uzbrojenia pracy.

Alternatywne modele wzrostu gospodarczego opisujg tez m.in. Robert J. Bar-
ro, Xawier Sala-i-Martin (1995), David Romer (1996), Philippe Aghion, Pe-
ter Howitt (1998), Daren Acemoglu (2009), Krzysztof Malaga (2011, 2013) lub
Sylwia Roszkowska (2013).

Prekursorami teorii wzrostu gospodarczego sg znani w historii mysli eko-
nomicznej: Adam Smith, David Ricardo, Thomas Malthus, John S. Mill, Karol
Marks, Alfred Marshall czy Joseph A. Schumpeter (Domar 1962: 52-53; Solow
1988: 307 oraz Barro, Sala-i-Martin 1995: 9-10). Pierwsze sformalizowane
matematycznie modele wzrostu gospodarczego powstaja w XX w., jak model
amerykanskiego matematyka Franka Ramseya z 1928 r., do ktdrego bezposrednio
lub posrednio nawigzuja wspotczesne modele optymalizacyjne (Barro, Sala-i-
-Martin 1995; Makarski, Porisko, Weretka, Winek 1998; Roszkowska 2004,
2013 lub Krawiec, Szyd¥owski 2004: 50-53), oraz model z lat 1927 i 1928
radzieckiego ekonomisty GrigorijaA. Feldmana, ktorego wysoko cenit Evsey D.
Domar i do ktérego sie odwotuje (Domar 1962 oraz Brody 1991: 25)1

1 Punkttenwznaczrnej mierze opartyjest napracy: Tokarski 2001
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Evsey D. Domar twierdzi:

Wzrost zajmowat w teorii ekonomii dziwne miejsce: zawsze dostrzegano go w pobli-
zu, dokota, ale rzadko zapraszano go do $rodka. Albo traktowano go jako co$ z gory
przesadzonego, albo tez niejednokrotnie byt on dopiero refleksja ex post. Przez caty
czas zwawo posuwalismy sie naprzdd dyskutujgc na temat zatrudnienia i inwestycji,
procentu i zyskéw, akumulacji kapitatu, cykléw koniunkturalnych i wielu innych fa-
scynujacych problemoéw, ktére wymagaja w oczywisty sposéb wyraznego zastosowania
stopy wzrostu, a dla ktérych staraliSmy sie niezmiernie przemyslnie szuka¢ gotowych
rozwigzan w teoretycznej krainie czar6w (Dom ar 1962: 51).

Powstate na gruncie makroekonomii keynesistowskiej kompleksowe analizy
Roya F. Harroda (1939, 1942), Evseya D. Domara (1962), Nicolasa Kaldo-
ra (1971) i Michata Kaleckiego (w odniesieniu do gospodarki socjalistycznej;
1963, 1970) na trwate wprowadzajg teorie wzrostu gospodarczego do wspot-
czesnej makroekonomii. Modele neoklasyczne to model Roberta M. Solowa
(1956), ztote reguty akumulacji kapitatu Edmunda S. Phelpsa (1961, 1966), model
N. Gregory’ego Mankiwa, Davida Romera, Davida N. Weila (1992) czy Waltera
Nonnemana, Patricka Vanhoudta (1996).

W latach 80. XX w. powstaje tzw. szkota realnego cyklu koniunkturalnego,
ktéra tgczy teorie wzrostu gospodarczego z teorig cyklu koniunkturalnego oraz
z modelami nawigzujacymi do koncepcji rownowagi ogélnej Leona Walrasa.
W drugiej potowie lat 80. XX w. pojawiajg sie takze modele wzrostu endoge-
nicznego, w ktdrych usituje sie rozszerzy¢ neoklasyczny model Solowa i endo-
genizuje sie zaréwno postep techniczny, jak i stopy oszczednosci/inwestycji
w ujeciu makroekonomicznym. Do modeli wzrostu endogenicznego (nazywa-
nych dalej réwniez modelami optymalnego sterowania) mozna zaliczy¢ m.in.
modele optymalnego sterowania Roberta E. Lucasa (1988) i Paula M. Romera
(1986, 1990).

eynesistowskie modele
zrostu gospodarczego

John M. Keynes znany jest jako twdrca nowej, stworzonej w okresie miedzywo-
jennym, teorii makroekonomicznej. Poréwnujac keynesistowskie modele wzrostu,
Janusz Gorski i Witold Sierpinski pisza:

Z teorig Keynesa, ktéra jest ich punktem wyjscia, musimy zwroci¢ uwage przede
wszystkim na to, ze teorie te szerzej niz Keynes ujmujg wptyw inwestycji na procesy
gospodarcze. Dla Keynesa inwestycje byty przede wszystkim czynnikiem tworzacym
popyt i tylko w ten sposéb oddziatywaty na poziom dochodu narodowego. (...) Teorie
wzrostu ujmujg natomiast inwestycje szerzej, badajac takze ich wptyw na rozszerzenie
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potencjatu produkcyjnego spoleczenstwa?. Powstanie teorii wzrostu gospodarczego jest
wigc pewnym logicznym wyciggnigciem wnioskow z teorii Keynesa. Jesli bowiem
zaczniemy prowadzi¢ analize¢ w okresach nieco dluzszych, dostrzezenie podazowego
efektu inwestycji jest czyms do$¢ oczywistym (GORskI, SIERPINSKI 1972: 389; GORsKI
1967: 403-404).

Nalezy zaznaczy<, ze keynesistowskie modele wzrostu powstaja pod silnym
wplywem wielkiego kryzysu lat 30. XX w. 1 szczegdlnie mocno akcentuja niedo-
stosowania popytowych 1 podazowych czynnikéw determinujacych wzrost gospo-
darczy. Uwzgledniajac fakt, ze w keynesistowskich modelach wzrostu wystepuje
niemal zerowa substytucja nakladow kapitatu 1 pracy w procesie produkcyjnym,
nalezy wnioskowac, ze gospodarka kapitalistyczna jest ciagle zagrozona stanem
permanentnej nierownowagi. Zagrozenie to polega na niepelnym wykorzystaniu
zdolnosci produkcyjnych gospodarki, co stosunkowo szybko zostaje zaakcepto-
wane przez makrockonomie¢ keynesistowska, zwracajacg szczegdlng uwage na
ow problem (BARRO, SALA-I-MARTIN 1995: 10).

Pierwszy keynesistowski model wzrostu gospodarczego, ktory na trwale
wchodzi do historii mysli ekonomicznej, opracowal Roy F. Harrod (1939, 1942)
na podstawie analizy dwoch stop wzrostu gospodarczego: tzw. gwarantowanc]
stopy wzrostu oraz naturalnej stopy wzrostu gospodarczego. Gwarantowana
stopa wzrostu G wynika z rownowagi oszczednosci 1 inwestycji oraz z wplywu
realizowanych nakladéow inwestycyjnych na mozliwosci produkcyjne gospodarki
1jest ilorazem stopy oszczednosci s € (0;1) (udzialu oszczednosci w produkcji)

. . . K . .
oraz wspolczynnika kapitalochlonnosci v, = i (gdzie K oznacza zasob kapitalu
w gospodarce, zas ¥ — strumien wytworzonego produktu), co mozna zapisac
w réwnaniu Gy = ‘%(GANDOLFO 1971: 41-43; BRODY 1991: 22). Naturalna stopa

K

wzrostu G, wynika zas ze wzrostu liczby pracujacych oraz postepu technicznego
1jest sumg stopy wzrostu liczby pracujacych » > 0 oraz stopy wzrostu wydajnosci
pracy g > 0, co mozna zapisac jako Gy=n + g (GOrsk1 1967: 419-420; GORsK1,
SIERPINSKI 1972: 401-410).

Gospodarka Harroda jest w stanie dlugookresowej réwnowagi, gdy gwaranto-

wana stopa wzrostu rowna jest stopie naturalnej, co mozna zapisa¢ jako vy =g+tn.
X

Stopa wzrostu liczby pracujacych 1 stopa postepu technicznego w modelu
Harroda to zmienne egzogeniczne, natomiast wspolezynnik kapitalochlonnosci
w modelach keynesistowskich jest staly w czasie, zatem by gospodarka Harroda
znajdowala si¢ w stanie dlugookresowej rownowagi, stopa oszczednosci musi
si¢ ksztaltowac na poziomie s = v (g + n). Zbyt wysoka stopa oszczednosci
[czyli s > vi{g + n)] powoduje, ze opisujaca podazowe mozliwosci gospodarki

2 Ani w keynesowskim modelu mnoznika, ani w modelu IS-LM Johna R. Hicksa (bedacym roz-

winigciem modelu mnoznika Keynesa) nie uwzglednia si¢ podazowych efektow realizowanych
naktadow inwestycyjnych.
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gwarantowana stopa wzrostu jest wyzsza od stopy naturalnej. Oznacza to, ze
w gospodarce czgs¢ wystepujacego potencjatu produkcyjnego jest niewyko-
rzystana na skutek zbyt niskiego efektywnego popytu. Jesli zas s < v (g + n),
to G < Gy 1 wystapi sytuacja odwrotna. Zdaniem Harroda stopa oszczednosci
w gospodarce kapitalistycznej ksztaltuje si¢ zywiolowo, zatem dlugookresowa
rownowaga (bez interwencji panstwa) moze by¢ tylko wynikiem szczegolnego
zbiegu okolicznosci, a odchylenia od tej rownowagi moga by¢ przyczyna stagnacji
sekularnej (GOrsk1, WiToLD 1972: 406-410).
Evsey D. Domar przyjmuje zalozenia, ze*;
1) Popytnarynku produktu Y(f) w ciaglym czasie ¢ € [0; +oo) zalezny jest od egzo-
genicznych inwestycji netto 1(¢), zgodnie z formulg keynesowskiego mnoz-

. 1 . . L .
nika Y7 = ?I, gdzie s € (0;1) jest krancowa, rowna przecigtnej, sktonnoscig

do oszczednosci, co oznacza, ze 1/s jest keynesowskim mnoznikiem
mwestycyjnym.

2) Inwestycje prowadza takze do efektow po stronie zagregowane) podazy
w gospodarce, a zaleznos¢ pomiedzy biezgcymi nakladami inwesty cyjnymi
netto i przyrostem podazowych mozliwosci gospodarki* ¥* opisuje réwna-
nie ¥* =«J , gdzie k> 0jest ,,potencjalna spolecznic przecigtng efektywnos-
cig inwestycji” (DoMAR 1962: 124-141; Gorski 1967: 410-419; GORSKL,
S1ERPINSKI 1972: 390—400; CHIANG 1994: 464—468; OsTOIA-OSTASZEWSKI
1996: 225-228)°.

. . , . 1
Z zalozenia 1. wynika, ze przyrost popytu Y“ dany jest wzorem Y7 = Y

Réwnowaga gospodarki Domara, definiowana jako sytuacja, w ktorej zagrego-
wany popyt 1 podaz sg sobie réwne, prowadzi do wniosku, ze wowczas musi

zachodzi¢ zaleznosé T xl. Implikuje to rownanie stopy wzrostu inwestycji

taci L = s tub L = ¥ (mozma rownier wykazac, 7ejesli L = ks =
w postaci — =xs lub— ve ozna rowniez wykaza¢, ze jesli — stvK,

Warto zwrdci¢ uwage na model wzrostu przedstawiony w pracy Amida Bhaduriego (1994: rozdz. 7),
ktory charakteryzuje si¢ zalozeniami (opisujacymi popytowe i podazowe efekty realizowanych
nakladoéw inwestycyjnych) bardzo zblizonymi do modelu Domara, ale jest bardziej zdezagregowa-
ny, gdyz Bhaduri dzieli gospodarke na sektor wytwarzajacy dobra konsumpeyjne i inwestycyjne.
Pewne mozliwoscei aplikacji modelu Domara w analizach wplywu polityki monetarnej na proces
wzrostu gospodarczego mozna znalez¢ rowniez w pracy Tomasza Tokarskiego (2003).

dx dx
Zapis postaci x(f) = @ lubx = 4 oznacza pochodng zmiennej x po czasie ¢, czyli (ekonomicznie

rzecz biorac) przyrost wartosci owej zmiennej w momencie £.
Nalezy uznaé, ze k¥ w modelu Domara mozna rowniez traktowaé jako odwrotnos¢ wspotczynnika
kapitatochtonno$ci v,. Wynika to stad, iz gdyby zalozy¢, ze gospodarka charakteryzuje sig jed-

s_ K . : .
noczynnikows funkcja produkcji postaci ¥~ = v za$ przyrost zasobu kapitatu K réwny jest
K

. . L5 ! . 1
inwestycjom netto [, wowczas Y = — = —,czylix= —.
v, v, Ve
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vy s , , . .
to yi =y ~K§ =, »COoznacza, 7e takze zagregowany popyt 1 podaz bedg
K

rosty wedlug stopy xs =5/ vy).

Gospodarka Domara jest w stanie dlugookresowej réwnowagi, gdy stopa
wzrostu inwestycji wynosi ks = s / v. Pojawia si¢ jednak pytanie, co stanie si¢
w owe] gospodarce, jesli rzeczywista stopa wzrostu inwestycji wyniesie 1 £ xs?
Mozna pokazac, ze jesli 1 < ks, to analizowana gospodarka bedzie si¢ charakte-
ryzowac stanem permanentnej, nadwyzkowej podazy (CHIANG 1994: 466-468;
OsTorA-OSTASZEWSKI 1996: 225-228).

Przy stalych 1, x oraz s stan tej nierdwnowagi powicksza si¢ wraz z uplywem
czasu, a wyjscie gospodarki z owej sytuacji bedzie niemal niemozliwe. Wynika
to stad, 1z jesli 1 < ks oraz Y*(£) > Y¥(t) w kazdym momencie ¢ € [0;+w), to inwe-
storzy uzmysltowig sobie, 1z w gospodarce istniejg niewykorzystane zdolnosci
produkcyjne 1 beda sklonni obnizy¢ rzeczywista stope wzrostu inwestycji z, co
powigkszy réznice pomigdzy stopami xs a 71 przyczyni si¢ do powickszenia
nierownowagi na rynku produktu (przypadek ten nazywany jest w literaturze
paradoksem Domara). Plynie stad wniosek, ze gospodarka w modelu Domara,
podobnie jak analizowana wczesniej gospodarka w modelu Harroda, delikatnie
balansuje na tzw. ostrzu noza jedynej mozliwej $ciezki wzrostu zapewniajgcej
rownowage makroeckonomiczng. Kazde zejscie z owej Sciezki oznacza stan du-
gookresowej, poglebiajgcej si¢ nierdwnowagi.

W literaturze przedmiotu opisuje si¢ takze tzw. model Harroda-Domara z funk-
cja produkcji Leontiewa, ktory jest kompilacjg obu wspomnianych uprzednio
modeli wzrostu. W modelu Harroda-Domara zaklada sie, ze:

1) Funkcja produkcji jest funkcja Leontiewa o zerowej substytucyjnosci

nakladow pracy (w ujeciu efektywnosciowym) L, 1 kapitalu K w postaci
Y= min{E,L—E} = min{ﬁ,ﬂ} , gdzie ¥ oznacza wielko$¢ produkcji,
VK VL VK VL

L, =AL (A4 jest zasobem wiedzy technologicznej, zas I nakladem pracy

w ujeciu ilosciowym), a v, > 01 v, > 0 to (odpowiednio) wspolczynniki

kapitalo- 1 pracochlonnosci.

2) Przyrost zasobu kapitatu K réwny jest inwestycjom netto stanowiacym sta-
la, s-ta [s € (0;1)] czes¢ produktu (przy zalozeniu rownosci oszczgdnosci

1 Inwestycji stope s mozna zatem interpretowac jako stope oszczednosci/

inwestycji), co oznacza, ze K =1 = sY.

3) Zasoby A 1 L rosng wedhug egzogenicznych stoép wzrostu g > 017 > 0.

Plynie stad wniosek, ze stopa wzrostu efektywnej pracy dana jest wzorem

Ly = A + L =g +n(ALLEN 1975: 199-202; BARRO, SALA-I-MARTIN
L, A L
1995: 46-49).

Analiza funkgji produkcji Leontiewa prowadzi do wniosku, ze warunkiem
pelnego wykorzystania istniejacego zasobu kapitalu jest spelnienie rownania
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Y =", coimplikuje, ze ¥ =— . Z powyzszej zaleznosci 1 zalozenia 2. wynika,
Vi Vg
ze stopa wzrostu produktu (w warunkach pelnego wykorzystania zakumulowanego

. . Y ..
w gospodarce kapitalu) jest stopg wzrostu rowng v - vi Analogiczniec w go-
K

spodarce wykorzystany jest caly zasob pracy (w ujeciu efektywnosciowym), gdy

. . L . . . Y L
zachodzi relacja ¥ =—% | a stad i z zalozenia 3. wynika, 726 —=—% =g +n.
VL E

Spelnienie relacji — = g +n jest warunkiem pelnego wykorzystania zdol-

K
nosci produkcyjnych gospodarki Harroda-Domara (por. réwnanie rownowagi

w modelu Harroda). Jesli LI g+n [i <g+ n], to zasob kapitalu rosnie
Vi Vk
szybciej (wolniej) od zasobu efektywnej pracy. Przy stalych wspdlczynnikach ka-
pitalo- 1 pracochtonnosci w funkcji produkcji Leontiewa powoduje to permanen-
tne niewykorzystanie cz¢sci istniejgcego zasobu kapitatu (efektywnej pracy) 1, po-
dobnie jak w modelach Harroda 1 Domara, gospodarka spada z ostrza noza jedynej
Sciezki wzrostu gwarantujacej dlugookresowa rownowage makrockonomiczng.
Zlagodzenie wspomnianego wyzej problemu ostrza noza z modeli Harroda,
Domara oraz Harroda-Domara wystepuje w keynesistowskim modelu wzrostu
Kaldora®. Funkcja produkcji posiada w nim takie same wlasciwosci, jak funkcja
produkcji w modelu Harroda-Domara. Réwniez przyrosty zasobdw K'i L, zdefi-
niowane sg w ten sam sposob, a jedyna (ale zasadnicza) roznica migdzy modelem
Kaldora a wczesniejszymi, keynesistowskimi modelami wzrostu gospodarczego
polega na dezagregacji stopy oszcz¢dnosci w skali calej gospodarki na stopy
oszczednosci z sumy plac 1 zyskow. Kaldor przyjmuje, ze dochod narodowy
podziclony jest na place W1 zyski Il (a zatem Y = W+ 1), zas — jak pisze —

wazna réznica migdzy tymi dwoma kategoriami polega na réznicach w krancowe;j
sklonno$ci do konsumpceji (lub oszczedzania), tj. na tym, ze krancowa sktonnos¢ do
oszczedzania ludzi zyjacych z placy jest mala w poréwnaniu z kranicowg sktonnoscig
kapitalistow do oszczedzania (Karpor 1971: 83).

W modelu wzrostu Kaldora przyjmuje si¢ zatem, ze s, < s, przy czym
s, 15, € (0;1) oznaczaja sklonnosci do oszczgdnosci z plac 1 zy skow. Zalozenie to
implikuje roéwnanie stopy oszczednosci w skali calej gospodarki (KaLpor 1971: 83;

ALLEN 1975: 215 lub Brauc 1990: 189) jako:
11(?)

S:SW+(SH_SW)%~

6

Podano uproszezong wersje modelu Kaldora na podstawie pracy Roya D.G. Allena (1975: 215—
217). Pelny model Kaldora prezentowany jest w jego pracy (1971: 93—144), por. tez: Mark Blaug
(1990: 186-209).
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Mozna pokazac, ze warunkiem istnienia rdwnowagi gospodarki Kaldora jest
spelnienie nastepujgcej nierdéwnosci:

Woogyp<in 1.1)
Vg Vg
lub:
1
0O<mr<— | (112)
VK

przy czym 7 = I1/ K oznacza stope zyskéw w skali calej gospodarki (ALLEN
1975: 215-216).

Rozluznienie sztywnych zalozen co do stopy oszczednosci w modelu Kaldora
(1. dezagregacja owej stopy na oszczednosci z plac 1 zyskow) prowadzi do tego, ze
warunki dlugookresowej rownowagi gospodarki Kaldora (11.1-11.2) tagodza za-
gadnienie ostrza noza wystepujace we wezesniejszych, keynesistowskich modelach
wzrostu. Z warunkow tych wynika bowiem, 1z do tego, aby gospodarka Kaldora znaj-
dowala si¢ w stanie dlugookresowej rdwnowagi potrzeba 1 wystarcza, by stopa wzrostu
efektywnej pracy g + n znajdowala si¢ w przedziale domknigtym, ograniczonym
z dolu przez iloraz stopy oszczednosci z plac do wspolczynnika kapitalochlonnoscei,
1z gory przez relacje stopy oszczednosci z zyskow do owego wspolczynnika. Oznacza
to, Ze jesli stopy oszczednosci ksztattuja si¢ np. na poziomie s, = 66%, s, = 0% (przy-
padek zerowych oszczednosci z plac), zas n + g = 4%, to wspdtczynnik kapitatochton-
nosci powinien by¢ nie wickszy od ok. 50/3 (KaLpor 1971: 301; ALLEN 1975: 217).

Przyymujac, ze wspolczynnik kapitalochlonnosci w funkcjonujacych gospo-
darkach jest réwny ok. 3-3, prawdopodobienstwo tego, 1z gospodarka natknie si¢
na problem ostrza noza jest stosunkowo niewielkie’. Analiza warunku réwnowagi
(11.2) wskazuje, ze przy wspolczynniku kapitalochlonnosci 35 stopa zyskow gwa-
rantujgca rownowage gospodarki Kaldora nie moze by¢ wyzsza od ok. 20-33%, zas
przekroczenie tej wielkosci oznacza, podobnie jak we wcezesnie) analizowanych, key-
nesistowskich modelach wzrostu, stan permanentnej nieréwnowagi owego modelu.

Nalezy zaznaczy¢, ze niewatpliwym wkladem polskiej mysli ekonomiczne;j
w rozwoj keynesistowskich modeli wzrostu jest model Kaleckiego (1963, 1970)%.
Kluczowym réwnaniem owego modelu jest tzw. formula Kaleckiego (por. np.:
KaLeckr 1970: 130-132):

Z. drugiej strony, gdyby przyjac, ze s, = 9%, za$ v = 3, to roczna stopa wzrostu efektywne;j pracy,
ktora nie powoduje stanu permanentnej nierdwnowagi, musi byé wyzsza od 3%, co przy niskiej
stopie wzrostu liczby ludnosci we wspodlezesnych gospodarkach wysoko rozwinigtych wymaga
dos¢ wysokiej stopy postgpu technicznego.

& Por. tez: Janusz Gorski, Witold Sierpinski (1972: 417-419). Mimo iz model Kaleckiego odnosi
sig (w zasadzie) do realidw gospodarki socjalistycznej, to mozna znalez¢é proby jego aplikacji
do analizy gospodarki polskiej w okresie transformacji (Kozmiski 1991; GLIKMAN 1997, 2002 lub
Domansk1 2000).

W oryginalnym modelu Kaleckiego formuta wzrostu przedstawiona jest w czasie skokowym.
Tutaj jednak, podobnie jak w innych prezentowanych w pracy modelach wzrostu, podana jest
jako rownanie rézniczkowe, co nie zmienia jednak sensu jej interpretacji ekonomiczne;j.
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’\‘(8 :r_nQ() -a+u, (11.3)

gdzie Y/ Y oznacza stope wzrostu strumienia produktu, 1 / Y - stope inwestycji
brutto (udziat owych inwestycji w produkcie), m > 1 - wspdtczynnik kapitato-
chtonnosci (odpowiadajgcy wspotczynnikowi vKw modelach Harroda, Domara
lub Kaldora), a e (0;1) - stope deprecjacji kapitatu, za$ ujest stopg wzrostu pro-
duktu wynikajaca ,,z lepszego wykorzystania istniejacych zdolnosci wytwérczych
dzieki usprawnieniom organizacyjnym” (Kalecki 1970: 131)10

Opisujac gospodarke (w rzeczy samej socjalistyczng), Kalecki pisze:

Wszystkie trzy wspdtczynniki, m, a oraz u, sg wyznaczone (...) przez strone podazowsa;
m oraz a zalezg od decyzji centralnego planisty w sprawie wyboru techniki produkcji
(od kapitatochtonnosci nowej produkcji oraz od polityki usuwania przestarzatych
obiektow); u przedstawia stope wzrostu wykorzystania istniejgcych urzadzen w wyniku
postepu organizacyjnego (Kalecki 1970: 131).

Nalezy zaznaczyé¢, ze réwnanie Kaleckiego mozna réwniez odnie$¢ do rea-
libw gospodarki kapitalistycznej. Pojawia sie tylko wéwczas problem odmiennej
interpretacji wspétczynnikéw m, u oraz a. W warunkach gospodarki rynkowej
interpretacja tych wspotczynnikow jest - jak pisze Kalecki - zupetnie inna, gdyz:

Tempo zmiany stopnia wykorzystania urzadzen, u, zalezy od efektywnego popytu
i w przebiegu cyklu koniunkturalnego moze nawet zmienia¢ znak (...). Elementy strony
popytowej moga oddziatywac na m; prawdajest, ze nowe, a zatem najnowoczesniejsze,
urzadzenia bedg wykorzystywane w petni, ale i w tym przypadku nie mozna wykluczy¢
niepetnego wykorzystania obiektow na skutek braku efektywnego popytu (Kaleck i
1970: 131).

Neoklasyczne modele
| wzrostu gospodarczego

W opozycji (lub alternatywie) do keynesistowskich modeli wzrostu powstaje
neoklasyczny model wzrostu Solowa (1956)1L Punktem wyjscia dla nowatorskich
analiz Solowa jest spostrzezenie, ze:

D Formutawzrostu Kaleckiego jest w duzej mierze zblizona do rownan stopy wzrostu strumienia
produktu z modeli wzrostu typu Harroda-Dorrera postaci —i = %V\Maieries/\ﬁmrmdelu
Harroda-Domara odpowiada bowiemwwrazeniu FIN -a wrmclelllj< Kaleckiego. Winikato stad,
ze zmienna s w modelu wzrostu Harroda-Domara oznacza stope oszczednasci/inwestycji netto,
zas 1/ Yw nodelu Kaleckiego oznacza stope inwestycji brutto.

1 Por. tez np: Harsen (1976: 278-284), Levaci¢, Rebmenn (1982: 272-277) lub Rorrer (1996:
12-23). Mookl Solowa czasami bywa rowniez nazywany modelem Solone-Snana. Winikato stad
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Szczegodlnie prace Harroda byly pelne nie do konca dopracowanych twierdzen, ze
wzrost zrownowazony byl bardzo niestabilnym rodzajem réwnowagi,

zas:

(...) ekspedycja przybywajaca z Marsa na Ziemie po przeczytaniu calej tej literatu-
ry [tj. dotyczgcej keynesistowskich modeli wzrostu — przyp. aut.] spodziewalaby
si¢, ze znajdzie tylko ruiny kapitalizmu, ktéry rozpadt sie na czesci dawno temu.
Historia gospodarcza rzeczywiscie byla zapisem fluktuacji 1 wzrostu, jednakze
wigkszos¢ cykli koniunkturalnych wydawala si¢ samoograniczajgca (Sor.ow 1988:
307-308)'2.

Oznacza to, 1z realnie funkcjonujace gospodarki, jakim§ szczegdlnym zbie-
giem okolicznosci, poruszaja si¢ po ostrzu noza wynikajacym z keynesistowskich
modeli wzrostu Harroda czy Domara, albo ze modele te nicadekwatnie opisuja
rzeczy wistosc.

Piszac o swych wezesnych (4. z polowy lat 50. XX w.) pracach nad neokla-
sycznym modelem wzrostu, Robert M. Solow stwierdza réwniez, ze:

W takim nastroju zaczalem zmagac si¢ z teorig wzrostu gospodarczego, probujac po-
prawi¢ model Harroda-Domara. (...) Pamigtam, ze kiedy jeszcze bylem studentem
bardziej przyciggata mnie teoria produkcji niz, formalnie prawie identyczna, teoria
wyboru konsumenta. Wydawala si¢ bardziej zwigzana 7z rzeczywistoscig. Pamigtam,
7e jako urodzonemu makroekonomiscie wydawalo mi sie, Ze nawet jesli technologia
sama w sobie nie jest zbyt elastyczna (...) to wspolczynniki czynnikochlonnosci musza
by¢ bardziej zmienne, poniewaz gospodarka moze wybraé [w procesie produkeyj-
nym — przyp. aut.| dobra kapitalochlonne, pracochlonne lub ziemiochlonne (Sor.ow
1988: 308).

Spostrzezenia te stajg sic impulsem do skonstruowania przez Solowa neokla-
sycznego modelu wzrostu gospodarczego. Model Solowa zostaje rozszerzony
(odpowiednio na 2 1 N zasobdw kapitalowych) w pracach N. Gregory’ego Man-
kiwa, Davida Romera, Davida N. Weila (1992) oraz Waltera Nonnemana, Patri-
cka Vanhoudta (1996).

iz model Solowa zostal przedstawiony w jego artykule z lutego 1956 r., zas w listopadzie tegoz
roku Swan (niezaleznie od Solowa) opublikowat swoje opracowanie, w ktorym przedstawit bardzo
zblizony model wzrostu gospodarczego (SoLow 1956; Swan 1956). Co ciekawe, nie tylko Solow,
lecz rowniez inni przedstawiciele neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego (jak Phelps czy
Mankiw, Romer i Weil) zaliczani s3 obecnie do czotowej grupy ekonomistow keynesistowskich
lub tzw. nowej ekonomii keynesistowskiej (SNOWDON, VANE, WYNARCZYK 1998; WoITYNA 19974,
1997b, 2000; BREMOND, SALORT 1997: 179-182). Modele owych ekonomistéw nazywane zas
sg w literaturze neoklasycznymi modelami wzrostu gtéwnie z tego wzgledu, ze wykorzystywali
oni neoklasyczna, agregatowa funkcje produkcji.

Por. tez wywiad z Robertem M. Solowem w ksigzce Briana Snowdona, Howarda R. Vane’a (2003).
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m Model wzrostu Solowa

W modelu Solowa przyjmuje sie nastepujace zatozenial3;
1) Proces produkcyjny opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa dana
wzorem:

Y{t) = (K()F (L, (1)l a, (11.4)

gdzie Y oznacza wielko$¢ strumienia produktu wytworzonego w momencie
t e [0; +<»), K - zaséb kapitatu rzeczowego w owym momencie, LE= AL
- jednostki efektywnej pracy, zaSa e (0;1) i 1- a e (0;1) - to elastycz-
nosci produktu Y wzgledem naktadéw K i LElub, na gruncie marginalnej
teorii podziatu Johna B. Clarka, udziaty owych naktadéw w wytworzonym
produkcie.

2) Przyrost zasobu kapitatu K opisuje réwnanie rézniczkowe:

K(t)=yY(t)-SK (), (11.5)

gdzie se(0;1) oznacza stope oszczednosci/inwestycji, za$ de(0;1) - stope
deprecjacji kapitatu.

3) Jednostki efektywnej pracy LErosng wedtug egzogenicznej stopy wzro-
stu bedacej suma stopy wzrostu liczby pracujgcych (L/ L = n > 0) oraz
stopy postepu technicznego w sensie Harrodal4(A/ A =g > 0) i zachodzi
réwnanie:

LE(t) =iiw +ttl! =g +n (116)

L,(t) A(@)+L(,) g+ ( .

Oznaczenie przezy = Y/ LEoraz przez k = K / LEodpowiednio strumienia

produktu i zasobu kapitatu najednostke efektywnej pracy oraz podzielenie funkcji

produkcji (11.4) przez L, > 0 prowadzi do funkcji produkcji w postaci intensyw-
nej, okreslonej przez zwigzek:

y. (= (). (11.7)

Funkcja produkcji w postaci intensywnej opisuje relacje pomiedzy naktadami
kapitatu najednostke efektywnej pracy a wielkoscig produkcji najednostke owej
pracy. Przeksztatcenie réwnania akumulacji kapitatu (11.5) oraz wykorzystanie
zalezno$ci (11.6) prowadzi do réwnania Solowa:

B Prezentownany wtym punkcie model wzrostu Solowajest modelem z funkcja produkeji Coloa-
-Douglasa (1928). VWynika to stad, ze zarowno modele Mankiwe-Romera-Weila, Nonnemena-
-Vanhoudita, jak i prezentowany w punkcie 11.3 granitacyjry model wzrostu gospodarczego
bezpodrednio nawiazuja do modelu Solowa z funkejg produkeji Cobba-Douglasa. Model Solowa
moznajednak rozszerzy¢ namodel z ogdlng, neoklasyczng funkcjg produkeiji. Owo rozszerzenie
Znajd,leSIe min. wtakich Fmre(:znmjakm Barro, Sita-i-Mirtin 1995 b Tokarski
2009, 2011

¥ Tojest takiego postepu technicznego, ktdry bezposrednio poteguje produkeyjnosC precy.
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k() =59, (t)— (8 + g + ), (t), (11.8)

ktore interpretuje si¢ ekonomicznie w ten sposob, ze przyrost kapitatu na jednost-
ke efektywnej pracy (k) rowny jest réznicy pomigdzy inwestycjami przypadaja-
cymi na jednostke efektywnej pracy (sy,) a ubytkiem owego kapitatu (6 + g +n)
k,, ktory wynika zaréwno z jego deprecjacji (czgs¢ rowna dk,), jak 1 ze wzrostu
Jednostek efektywnej pracy ((g + n)k,). Stopa i =0 + g + n > 0 nazywana jest
dalej stopg ubytku kapitatu na jednostke efektywnej pracy.

Wstawienie funkcji produkcji w postaci intensywnej (11.7) oraz podstawienie
1 =0+ g+ ndordéwnania Solowa (11.8) prowadzi do rdwnania rézniczkowego
Bernoulliego:

Jep (0)= s, ()" — ik (1), (11.9)

ktore posiada dwa rozwigzania (calki): calke trywialng k() = 0" oraz pewng
calke nietrywialna, przy czym nietrywialng catke rdwnania rézniczkowego (11.9)

okresla zwigzek:
1

1-o
ke (1) = [i ¥ [k}%“ - i]e(”‘)’”] , (11.10)
M M

gdzie &, > 0 oznacza zas6b kapitatu na jednostke efektywnej pracy w momencie
t = 0. Wstawienie calki (11.10) do funkcji produkeji w postaci intensywnej (11.7)
prowadzi do zwigzku:

=
ve(t)= [i + [k}%“ - i]e(”‘)’”] : (11.11)
7 7

Réwnania (11.10-11.11) wyznaczajg sciezki wzrostu kapitalu 1 pro-
duktu na jednostke efektywnej pracy w modelu Solowa z funkcja produke;ji
Cobba-Douglasa.

Jesli zas przezy =Y / L oznaczymy wydajnosc pracy, a przez k= K / L —tech-
niczne uzbrojenie pracy, to zachodza zwiazki:

k(e)= Aeky (1)

oraz:

y0)= 4y, (0),

gdzie 4> 0 oznacza wiclkosci zasobu A w momencie /= 0. Logarytmujgc strona-
mi oraz rozniczkujac uzyskane wowczas zaleznosci wzgledem czasu ¢, dochodzi
si¢ do rownan:

k() _ +28 (11.12)

k(1)
Zaréwno w modelu Solowa, jak i Mankiwa-Romera-Weila, Nonnemana- Vanhoudta oraz w gra-

witacyjnym modelu wzrostu gospodarczego rozwigzania trywialne z ekonomicznego i matema-
tycznego punktu widzenia s3 tu pomijane.

15
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o), 50 (11.13)

W)~ 50
Z rownan (11.10-11.13) mozna wyciggnaé nastepujace wnioski natury
ckonomiczne;j:
— Jesh wyjsciowy zasob kapitalu na pracujacego &y, jest wyzszy/nizszy od
1

1—a .
(ij , to w kazdym momencie 7 > 0 k; 1 y; sg dodatnie/ujemne, co po-
H .

woduje, ze stopy wzrostu technicznego uzbrojenia pracy k / k 1 wydajnosci

pracy y / y sa wowczas wyzsze od stopy harrodianskiego postepu tech-
1

1-a .
nicznego g, natomiast przy k,, = (ij zachodzi k; = y, = 0, co powo-
7]

duje, ze w tej sytuacjik/ k=y/y=g.

— W dlugim okresie, przy t — +oo, kapital na jednostke efektywnej pracy oraz
produkt na jednostke owej pracy daza do wielkosci rownych (odpowied-
nio) k, = (;) 1y, = (;) . Co wigcej, im wyzsze wartosci przyj-
muja k, oraz y,, tym wyzej polozone sa dlugookresowe sciezki wzrostu
technicznego uzbrojenia pracy &* i wydajnosci pracy 3"

— Polozenie dlugookresowych $ciezek wzrostu technicznego uzbrojenia
pracy 1 wydajnosci pracy jest zatem zalezne m.in. od stopy oszczgdnosci/
inwestycji s oraz stopy ubytku kapitalu na jednostke efektywnej pracy,
czyli . Stad zas, ze:

M: 1 >O’
Os (l—oc)s
Olny, o4
= 0
Os (1—a)s> ’
Ok, 1
ou  (-au
oraz:
ol y, ___a

ou  (l-aju
plynie wniosek, 1z im wyzsza jest stopa oszczednosci/inwestycji s 1/lub niz-
sza wartos¢ przyjmuje stopa ubytku g, tym wyzej polozone sa dlugookre-
sowe $ciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy 1 wydajnosci pracy.
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m Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila

Rozszerzeniem jednokapitatowego, neoklasycznego modelu wzrostu Solowa
jest dwukapitatowy model Mankiwa-Romera-Weila. W modelu tym czyni sie
nastepujace zatozenia:

1) Wielkos¢ produkcji Y zaleznajest (podobnie jak mato miejsce w modelu So-

2)

3)

lowa) od naktadéw kapitatu rzeczowego K, jednostek efektywnej pracy LE
oraz (czego nie ma w modelu Solowa) od zasobu kapitatu ludzkiego H.
Relacje pomiedzy Y a K, H i LEopisuje rozszerzona funkcja produkcji
Cobba-Douglasa dana wzorem:

Y(©)= (KOFKH( () (Le(®)l“KaH, (11.14)

gdzie aK,aH,aK+aHe (0;1). Parametry aKi aHw modelu Mankiwa-Ro-
mera-Weila odczytuje sie ekonomicznie - analogicznie do parametru a
w modelu Solowa - jako elastycznosci Y wzgledem (odpowiednio) K iH
albo - na gruncie teorii podziatu Clarka - jako udziaty kapitatu rzeczowego
i ludzkiego w wytworzonym produkcie.

Przyrost zasobu kapitatu rzeczowego K (ludzkiego H) stanowi rézni-
ce miedzy inwestycjami sKY (sHY) w 6w zasOb ajego deprecjacjale
okK (ShH), gdzie sK(sH oznacza stope inwestycji w kapitat rzeczowy
(ludzki), za$ 6K(SH - stope deprecjacji owego zasobu kapitatowego. O sto-
pach inwestycji i stopach deprecjacji zaktada sieg, iz sK,sH,sK+ sHe (0;1)
oraz SK,SHe (0;1) . Stad ptynie wniosek, ze przyrosty zasobow kapitatu
rzeczowego i ludzkiego opisujg réwnania rézniczkowe:

K (t) = sKY (t) - S KK (t) (11.15)
oraz:

HL)=shvyL)-snnL). (11.16)
W modelu Mankiwa-Romera-Weila, podobnie jak w modelu Solowa,

przyjmuje sie zatozenie, ze jednostki efektywnej pracy LE= AL rosng
wedtug stopy wzrostu g + n, gdzie g > 0 oznacza stope harrodianskiego
postepu technicznego, za$ n > 0 - stope wzrostu liczby pracujacych. Za-
chodzi zatem réwnanie (11.6).

NiechyE= Y/ LE kE= K / LEoraz hE= H / LEoznaczaja odpowiednio strumien
produktu i zasoby kapitatu rzeczowego oraz ludzkiego najednostke efektywnej
pracy, zasy = Y/L, k=K /Lih=H/L - wydajnos¢ pracy, techniczne uzbrojenie
pracy oraz kapitat ludzki na pracujgcego. Przy wprowadzonych tu oznaczeniach
funkcje produkcji (11.14) mozna sprowadzi¢ do funkcji produkcji w postaci
intensywnej danej wzorem:

B

Deprecjacja kapitatu ludzkiego moze by¢ (przede wszystkim) efektern odchodzenia z zasobu
pracujacych starszych, nejbardziej dodwiadczonych pracownikéwwraz z ich umijetnosciami
(czyli zgromedzonymzasobem kapitatu ludzkiego).
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ye(t)= e ()" ()" (11.17)
Funkcja (11.17) jest uogélnieniem funkeji (11 ..7) z n.lodel.u Solowa.
Z rownan (11.15-11.16) oraz z zalozenia, ze Ly = % +% = g +n dochodzi
si¢ do zwigzkow: ’
Fepl0) =53, 1) = paidey (1) (11.18)
I
i (0)= 5,7 0) = bk 1), (11.19)

gdzie: u, =6, +g+n>0 orazu, =o, + g+ n> 0 oznaczaja stopy ubyt-
ku kapitalu rzeczowego 1 ludzkiego na jednostke efektywnej pracy. Réwnania
(11.18-11.19) sg uogdlnieniem réwnania Solowa (11.8), dlatego tez interpretuje
si¢ je ckonomicznie w ten sposob, ze przyrost zasobu kapitalu rzeczowego /éE
(ludzkiego hE) na jednostke efektywnej pracy jest roznica pomigdzy inwestycjami
s, (s,,) w zasdb owego kapitatu, przypadajgcymi na jednostke efektywnej pra-
cy, ajego ubytkiem w k_ (u, h1,), ktory jest skutkiem zaréwno deprecjacji kapitatu
rzeczowego (ludzkiego), jak 1 wzrostu jednostek efektywnej pracy.

Wstawienie funkeji produkeji w postact intensywnej (11.17) do zaleznoscei
(11.18-11.19) prowadzi do ukladu réwnan rézniczkowych:

Fep (1) = 51 (e ()" (i () = pacee 0) }
I (0) = 57 (e OF* (O™ = g2 0) |

Réwnania ukladu rézniczkowych (11.20) wyznaczaja tzw. rownania ruchu
(equations of motion) modelu Mankiwa-Romera-Weila. Uklad éw analizuje sie
w przestrzeni fazowej P = [0;+o0]. W przestrzeni P uklad rownan rézniczkowych
(11.20) posiada dwa punkty stacjonarne: punkt trywialny (0;0) oraz pewien punkt
nietrywialny «* = (k; .1, )& (0:+00).

Ilustracja ukladu rownan rézniczkowych (11.20) to diagram fazowy przed-
stawiony na wykresie 11.1.

Diagram fazowy na wykresie (11.1) jest diagramem z wezlem stabilnym
w punkcie x° = (k, 4, ), skad plynie wniosek, Ze (najpézniej przy ¢ — +o) zasoby
kapitalu rzeczowego k, 1 ludzkiego /1, na jednostke efektywnej pracy daza do wiel-
kosci rownych (odpowiednio) k" oraz /2,". Dlatego tez punkt x” utozsamiany be-
dzie z punktem dlugookresowej rownowagi gospodarki Mankiwa-Romera-Weila.

W punkcie x* zachodzg nastepujace zwiazki:

(11.20)

k=% Sk, O g S (11.21)
) l—op —ay  ppe l-op—oy  uy
1:

=% g Sm o % g S (11.22)

oy —ay  wy l-oap-ay  uy



11. PODSTAWOWE MODELE WZROSTU GOSPODARCZEGO W TEORII EKONOMII 289

Rysunek 11.1. Diagram fazowy ukladu réwnan rozniczkowych (11.20)
Zrddio: opracowania wiasne

7 zalezno$ci (11.21-11.22) oraz z funkcji produkcji w postaci intensywnej
(11.17) wynika, ze produkt na jednostke efektywnej pracy w rownowadze analizo-

wanego modelu wzrostu gospodarczego, czyli y, = (kE )aK (hE )aH , spelnia rdwnanie:

Inyy =—— A gp K T (11.23)
l—ap —ay  pwe l-ap-—ay; uy

Ze zwiagzkow (11.20-11.22) oraz diagramu fazowego na wykresie 11.1 ptyna

nastepujace wnioski:

» Po dojsciu gospodarki Mankiwa-Romera-Weila do punktu dlugookreso-
wej rownowagi k* przyrosty zasobow kapitalu rzeczowego 1 ludzkiego
na jednostke efektywnej pracy, czyli kE 1 hE , Zerujg si¢, co zgodnie ze
zwigzkiem (11.17) powoduje, Ze réwniez y, = 0. Z definicjik, h, y, k,, h,,

Y, oraz z zaloZenia, 7 A/ A=g wynika, iz:

EO) A0 k)

.
=
—_—
N

k)~ 40 *k0) 2 T0)
o) AQ) i) )
o)~ AW m)” 2 nl)

oraz:

) _ AW | 50) | 3e()
yO)AQ) p) w0

zatem w dlugookresowej rownowadze Mankiwa-Romera-Weila techniczne
uzbrojenie pracy k, kapital ludzki na pracujacego /# 1 wydajnosc pracy y
(podobnie jak k£ oraz y w modelu Solowa) rosng wedhug stopy wzrostu g
rownej stopie harrodianskiego postepu technicznego.
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+  Wartosci &, A}, oraz y; zalezne s m.in. od stop inwestycji (s, i s,) oraz
stop ubytkow kapitatu rzeczowego 1 ludzkiego (¢, oraz ), zatem poto-
zenie dlugookresowych $ciezek wzrostu technicznego uzbrojenia pracy £,
kapitatu ludzkiego na pracujacego 4 1 wydajnosci pracy y zalezne jest

rowniez od wartosci s, S, 1, OTaz i,
» Poniewaz:
Ok, l-ay 20
aSK (l_aK _aH)SK |
Oln &, _ Oy -0,
sy (1 Qg —Qy )SH
Olnh, _ (27" 50,
aSK (1 — Qg — 0y )SK
oln i, _ -, -0,
aSH (l_aK _aH)SH
élny;, _ o 20
aSK (1 g —Qy )SK
oraz:
Oln y, _ oy 20
aSH (l_aK g )SH ’

co oznacza, ze wysokim stopom inwestycji s, 15, towarzysza wysokie
wartosci &, ), oraz y, 1 — tym samym — wysoko polozone dlugookresowe
sciezki wzrostu k, h oraz y.

» Stad, ze:
dlnk, l1-a,

=— <0,
6:”1( (1_051( —Qy )IUK

oln iy, oy,

= — <
6:”}1 (1 —Op — Oy )IUH

0,

oln oy

=— <0,
Opy (1 O Oy )ILtK

olnhy, _ l1-a, -
Ofly (1 — O — Uy )ILtH

0,

oln y;, oy

=— <0
Ofy (1 —Ug — Oy )/UH
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oraz:

dinyE
Spk
wynika, iz wysokim stopom ubytku y K iy Hodpowiadajg niskie wartosci RE
hEoraz yEi nisko potozone diugookresowe Sciezki wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy, kapitatu ludzkiego na pracujgcego oraz wydajnosci pracy.

m Model wzrostu Nonnemana-Vanhoudta

Uogolnieniem modeli wzrostu Solowa i Mankiwa-Romera-Weila jest N-kapita-
towy model wzrostu Nonnemana-Vanhoudta z 1996 r. W modelu tym czyni sie
nastepujgce zatozenia:

1) Proces produkcyjny opisany jest za pomocg uog6lnionej (N+1)-czynniko-

2)

3)

wej funkcji produkcji Cobba-Douglasa danej wzorem17:
(11.24)

gdzie Y oznacza wielko$¢ wytworzonego w gospodarce produktu, K. (dla
kolejnychj) - naktadyj-tego zasobu kapitatowego, LE- jednostki efek-
tywnej pracy. Parametry aj e (0;1), przy czym Y&j e (0;1), sg zarow-

no elastycznosciami produktu wzgledem kolejnych zasobéw kapitato-
wych, jak i (na gruncie teorii podziatu Clarka) udziatami owych zasobéw
w produkcie.

Akumulacje kazdego z zasobow kapitatowych opisujg nastepujace row-
nania rozniczkowe:

vi 2ik)=Syk)-Sik;{t), (11.25)

gdzie dla kolejnychj s. oraz S. oznaczajg (odpowiednio) stopy inwestycji
w j-ty zasob kapitatu i stopy ich deprecjacji. O stopach s. oraz S zaktada
sie, ze Vj S Sj e (0;1) oraz }(—J-e (0;1).

Jednostki efektywnej pracy LEdefiniowane sg tak, jak ma to miejsce w mo-
delach Solowa i Mankiwa-Romera-Weila, a zatem LE= AL, co powoduje,
ze Le/Le =g +n, gdzie g, n > 0 interpretuje sie ekonomicznie tak, jak
w analizowanych uprzednio modelach wzrostu gospodarczego.

Niech yE=Y / LE oznacza produkt na jednostke efektywnej pracy, a k=
Kj/ Le (dla kolejnychj) zasobj-tego kapitatu najednostke efektywnej pracy, zas
kE= (kE, k2..,,kBN - dowolng kombinacje zasobéw kapitatowych najednostke

r

Zapis Vj delej bedzie oznaczat Vj = 1,2,., N, gdzie N > 2. Podobnie odczytuije sie rdwniez
wyrazenia Yj oraz nj.
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efektywnej pracy w przestrzeni fazowej P = [0;+o0)Y wyprowadzonego dalej
ukladu réwnan rézniczkowych (11.30). Oznaczmy ponadto przezy =Y /L —wy-
dajnos¢ pracy, zas Vj kj = Kj / L — zasob j-tego kapitalu na pracujgcego. Stad oraz
z zalozenia 3. wynika, 1z zachodza nastepujace zwiazki:

)= A0y, (1) > % g+ ::8 (11.26)

oraz:

kO k(0
Vi k()= Ak, () = (11.27)
ONEAN0)
Dzielac funkcje produkcji (11.24) przez jednostki efektywnej pracy L, > 0, do-
chodzi si¢ do funkcji produkeji w postaci intensywnej danej wzorem:

yp(t)= H(kEJ (). (11.28)

Funkcja (11.28) stanowi naturalne uogélnienie funkcji produkeji w postaci in-
tensywnej (11.7) zmodelu Solowa oraz (11.17) z modelu Mankiwa-Romera-Weila.
Z réwnan (11.25) oraz zalozenia 3. uzyskuje si¢ nastepujace zwiazki:

V) by (1) =535 (0)- 1.k, (1), (11.29)

gdzie dla kolejnych j H, = 5j + g + n > 0 oznaczajg stopy ubytku kolejnych za-
sobow kapitalowych na jednostke efektywnej pracy. Rownania (11.29) stanowig
za$ uogolnienie rownania Solowa (11.8) oraz réwnan (11.18) z modelu wzrostu
Mankiwa-Romera-Weila.

Wstawienie funkeji produkceji w postaci intensywnej (11.28) do réwnan
(11.29) prowadzi do ukladu réwnan rézniczkowych:

V) iy (0)=s, 1 (ke () = 1,5, (0). (11.30)

ktéory ma dwa punkty stacjonarne w przestrzeni fazowej P: punkt trywialny
(0;0;...;0) oraz pewien punkt nietrywialny &, = (k},, k... .k, ) € (0;+0)", przy
czym w punkcie nietrywialnym spelnione sa nastepujace zwiqzki:

I—Za ;) Z[amln;’”]
VJ hl k]; _ m¢j + m#j m

Za n— I—Zam '

Korzystajac z twierdzenia Grobmana-Hartmana (OMBACH 1999: 219-221),
mozna pokaza¢, ze punkt &, charakteryzuje si¢ asymptotyczng stabilnoscia.
Oznacza to, 1z punkt ten jest punktem dlugookresowej réwnowagi modelu
Nonnemana-Vanhoudta (Dykas, SuLiMA, TokARSKI 2008; DyKAS, EDIGARIAN,
Tokarsk1 2011).

(11.31)
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Z réwnan (11.31) oraz funkcji (11.28) wynika, ze dlugookresowa produkcja
na jednostke efektywnej pracy, y;., spehnia zaleznos¢:

s
Z [a}. In ’j
J luj

I—Zaj

Iny, = (11.32)

J
Z zaleznosci (11.26-11.27) oraz (11.31-11.32) plyng nastepujace wnioski
natury ekonomiczne;j:
+ W punkcie stacjonarnym k; modelu Nonnemana-Vanhoudta dla kolej-
nych j, przy t—>+o, kEj(t)—>k;j oraz Y (D—y;,. Wowczas, zgodnie z za-

k. :
leznosciami (11.26-11.27), Vj k—’ —¢ i £ g, skad wniosek, ze
y

J
w warunkach dlugookresowej rownowagi Nonnemana-Vanhoudta stopy
wzrostu kolejnych zasobow kapitalu na pracujgcego (kj / kj) oraz strumienia
wydajnosci pracy (v /y) — podobnie jak ma to miejsce w modelu Solowa
1 Mankiwa-Romera-Weila — sg zbiezne ze stopg egzogenicznego postepu
technicznego w sensie Harroda.

+ Na warto$¢ produktu na jednostke efektywnej pracy y;, a tym samym na
polozenie dlugookresowej sciezki wzrostu wydajnosci pracy y, oddzialujg
zarowno stopy inwestycji s, W kolejne zasoby kapitalowe, jak tez stopy ich
ubytku, czyli M Co wigcej, poniewaz:

\Yi Olnys _ % >0

&, [1 - Z o, ]s}.

oraz:

vj 6lnyE:_ a, <0,

ok, [1 - Z o, ),uj

zatem wysokim wartosciom s, lub niskim warto$ciom 1, towarzysza wy-
sokie wartosci y;, 1 wysoko polozona dlugookresowa $ciezka wzrostu
wydajnosci pracy.

» Zasob j-tego kapitalu na jednostke efektywnej pracy w dlugookresowe;j
rownowadze Nonnemana-Vanhoudta, czyli k;j, zalezny jest zarowno od
stopy inwestycji w Ow zasob, s, jak 1 od stop mmwestycji w pozostale za-
soby kapitalowe, czyli s dlam # j, stopy ubytku j-tego zasobu kapita-
hu, 1, oraz stop ubytkow pozostatych zasobow kapitalowych, a wige x
dlam+£j.




Katarzyna Filipowicz, Tomasz Tokarski

Stad, ze:

8Ink—
V/i,ma m”™i -

oraz:

mozna wyciagna¢ dwa wnioski. Po pierwsze, im wyzsze wartosci przyjmu-
ja s—lub sm tym wyzszajest wartos¢ Kg. Po drugie, wysokim wartosciom
s—i/lub sm towarzyszg wysoko potozone dtugookresowe $ciezki wzrostu
kolejnych zasobéw kapitatu na pracujacego.

Im wyzsze wartosci przyjmuja y i/lub o tym nizsze jest kEEJ.oraz nizej
potozone sg Sciezki wzrostu k w warunkach dtugookresowej réwnowagi
Nonnemana-Vanhoudta. Wynika to stad, ze:

. 1- 1 a
8InkH m
Vj S e - <0
8N i li-1 a s
m no
_ 8lik
VJ ma Mm»J] ———=- - -===---- m—i— <0
8Um
ll ap M
v p

| Modele optymalnego sterowania

W prowadzonych tu analizach scharakteryzowano podstawowe, makroekono-
miczne modele wzrostu gospodarczego, nazywane w literaturze przedmiotu
modelami wzrostu endogenicznego. Nazwa wynika stad, ze w modelach tych
endogenizuje sie zaréwno postep techniczny, ktory wynika z akumulacji wiedzy
naukowo-technicznej i/lub akumulacji kapitatu ludzkiego, jak i stopy inwestycji
w zasoby rozwazanych w tych modelach czynnikdw produkcji. Modele te oparte
sg na matematycznej zasadzie maksimum Pontriagina, stad mozna je nazwac
réwniez modelami optymalnego sterowania.
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m Model wzrostu Lucasa

Lucas przyjmuje nastepujace zatozenia dotyczace funkcjonowania gospodarki
w dtugim okresiels
1) Typowy, zachowujacy sie racjonalnie konsument (podmiot gospodarczy)

2)

3)

4)

5)

B

maksymalizuje sume zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji w nie-
skonczonym przedziale czasowym. Suma ta maksymalizowanajest przez
nastepujaca catke niewtasciwg (nazywang dalej réwniez catka preferencji
owego konsumenta):

(11.33)

gdzie ¢ oznacza konsumpcje typowego konsumenta w modelu Lucasa
utozsamiang z konsumpcjg na pracujacego, aa e (0;1)u(l;+0>) - to od-
wrotno$¢ miedzyokresowej substytucji konsumpcji owego konsumenta,
zasp > 0tojego stopa dyskontowa.

Agregatowa funkcja produkcji danajest wzorem:

yk)=m){kKY km n)r, (11.34)

przy czym ai (1 - a) e (0;1) - to elastycznosci strumienia produktu Y
wzgledem naktadéw kapitatu rzeczowego K oraz naktadéw pracy w sferze
produkcji ShL, S e (0;1) oznacza udziat czasu przeznaczonego na prace,
ktory jest wykorzystywany w sferze produkcji dobr i ustug, h jest zasobem
kapitatu ludzkiego typowego konsumenta-pracownika w gospodarce, afi e
[0;1) jest zas$ sitg oddziatywania tzw. proceséw zewnetrznych akumulacji
kapitatu ludzkiego.

Przyrost zasobu kapitatu rzeczowego K opisuje rownanie rézniczkowe
w postaci:

k k)=ik)-SKk)=yk)- ck)-SKKk), (11.35)
gdzie | oznacza inwestycje (réwne réznicy pomiedzy produkcjg Y a kon-
sumpcja C), natomiast S e (0;1) to stopa deprecjacji kapitatu.

Przyrost zasobu kapitatu ludzkiego opisuje tzw. funkcja Uzawy-Rosena
dana wzorem:

hk) =*(1 - s kt))h(t), (11.36)

gdzie k e (0;1) jest maksymalna, mozliwg do uzyskania, stopg wzrostu
zasobu kapitatu ludzkiego.
Liczba pracujgcych rosnie wedtug stopy wzrostu n > 0, czyli:

LK) =nLk) . (11.37)

Lucas 1988, 1%, 1%3, 2010;A1Iin 1992: 222-223, Dykas, Tokarski 2013,
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6) Gospodarka charakteryzuje si¢ stalymi stopami wzrostu g =y /y==Fk/ k=
c'/cigh=h/h (gdziey=Y/L,k=K/Lic=C/L) oraz statlym udzialem
czasu przeznaczonego na dziatalnos$¢ w sferze produkeji Z(1) = £7¢ (0;1)
(dla dowolnego ¢ > 0).

Problem wyznaczenia optymalnej $ciezki wzrostu gospodarczego w modelu
wzrostu endogenicznego Lucasa sprowadza si¢ do maksymalizacji catki preferen-
¢ji (11.33) przy ograniczeniu rownaniami (11.34-11.37). Problem ten mozna roz-
wigzaé za pomoca ekstremum Pontriagina'®. Mozna pokaza¢, ze przy zalozeniach
1-6 optymalne stopy wzrostu g 1 g, oraz optymalny udzial czasu przeznaczony na
dziatalnos¢ w sferze produkeji £ dane sg wzorami (Tokarsk1 2009: rozdz. 10):

g=lftfiﬁx—@ (11.38)
ol 1-a

1 l1-a
gh:’E(”‘"TiE?§§pj (11.39)

oraz:

Eﬁﬂ—lﬁ—fgllﬂﬂ. (11.40)

o l—a—i-ﬂ)}c

Z réwnan (11.38-11.40), przy dodatkowym zalozeniu, ze zachodzi réwniez
.y o 1—a+p _p l—at+p o

nierownosc —a = > = —a (1 - a), wynika, 1z stopy wzrostu stru-
mieni produkcji 1 konsumpgji oraz zasobu kapitalu rzeczowego (wszystkich na
pracujacego) 1 indywidualnych kwalifikacji pracownikow w gospodarce zalezne
sg, w glownej mierze, od czynnikow opisujacych preferencje co do struktury
konsumpcji w czasie (a wigc od migdzyokresowej substytucji konsumpeji 1/o
1 od stopy dyskontowej p typowego konsumenta). Co wigcej, im bardziej konsu-
menci w modelu Lucasa preferujg konsumpcj¢ biezagcg w stosunku do konsumpcji
przyszlej (czyli im wigksze bedzie 1/0 lub im nizsze bedzie p), tym nizsze stopy
wzrostu beda uzyskiwaé podstawowe zmienne makroekonomiczne. Dlatego tez
w modelu wzrostu gospodarczego Lucasa, w przeciwienstwie do analizowanych
poprzednio neoklasycznych modeli wzrostu, mozliwe jest trwale podniesienie
stop wzrostu gospodarczego. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze trwale podnie-
sienie dlugookresowych stop wzrostu gospodarczego musi by¢ polaczone ze
zmiang preferencji konsumentow w stosunku do struktury konsumpcji w czasie.

1 Zasada maksimum Pontriagina syntetycznie omdwiona jest np. w pracach Alpha C. Chianga

(1992: 210-212, 250-257) lub Roberta J. Barro, Xawiera Sala-i-Martina (1995: 498-510). Szeroki
za$ przeglad mozliwosci aplikacji maksimum Pontriagina w modelowaniu proceséw wzrostu
gospodarczego znajduje si¢ np. w pracach Emila Panka (1986, 2003). Por. tez: Krzysztof Malaga
(2009) lub Michat Konopczynski (2015).

20 Nieré6wnos$¢ ta nie ma bezposredniej interpretacji ekonomiczne;j.
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m Model wzrostu Romera

Romer czyni nastepujace zatozenia opisujgce funkcjonowanie gospodarki:
1) W gospodarce istnieje skoriczony, niezmienny w czasie zaséb kapitatu

2)

3)

4)

5)

6)

ludzkiego H > 0. Kapitat 6w jest dzielony na cze$¢ zaangazowang w sferze
produkcji débr i ustug (réwng Hr) oraz czes¢, ktérajest wykorzystywana
w tworzeniu nowej wiedzy naukowo-technicznej (oznaczana przez HA).
Wynika stad, ze spetnione jest rownanie:

H =Hy+ Ha. (11.41)

Zasob wiedzy naukowo-technicznej A zmienia sie w czasie zgodnie z na-
stepujgcym réwnaniem rézniczkowym:

A()_ KHAA(®D), (11.42)

gdzie k > 0 jest wspoétczynnikiem efektywnosci naktadow kapitatu ludz-
kiego w sferze kreacji wiedzy naukowo-technicznej.
Strumienh produktu Y opisany jest przez funkcje produkcji w postaci:

Y(t)_(HrYLa\M)[xGit~ d i, (11.43)

gdzie x(i) jest naktadem i-tego dobra kapitatowego, natomiasti e (0A),
€0 0znacza, ze ilo$¢ débr kapitatowych i (wykorzystywanych w procesach
produkcyjnych w gospodarce) jest zalezna od istniejgcego w niej zaso-
bu wiedzy naukowo-technicznej. Natomiast parametry a, f e (0;1) oraz
(1- a+-f) e 0sgelastycznosciami Y wzgledem L, Hr oraz x(i). Oznacze-
nie przez X=x(i), dlakazdego i e (0;A), przecietnego dobra kapitatowego
pozwala zapisa¢ funkcje produkcji (11.43) wzorem:

Y(t) _ (Hr)PLa™ i(™ (i)}=apdi _ (Hr) La(x)™aP™ i(di _ (Hr)L a(x)t:&2

0 0 (11.44)

taczny zaséb kapitatu rzeczowego K w gospodarce jest suma débr kapi-
tatowych x(i), co implikuje zaleznosci:

K (f)_j~Oox(i)di _ X (di _A{t)x ~ X_K({)/A(). (11.45)

Przyrost kapitatu rzeczowego Kjest réznica miedzy produkcjg Y a kon-

sumpcjg C (dla uproszczenia rozwazan w modelu wzrostu Romera po-

mija sie deprecjacje kapitatu SK). Stad za$ oraz z réwnan (11.44-11.45)
wynika, ze:

K (t)_(HFA()Y(LA(D))a(K {t0ra-B—C (1) (11.46)

Liczba pracujacych nie ulega zmianie w czasie i w kazdym momencie
t> 0 wynosi L > 0.
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7) Celem dzialania typowego podmiotu (konsumenta) w gospodarce Rome-
ra jest maksymalizacja sumy zdyskontowanej uzytecznosci konsumpcji

W postaci:
1-0o
I %’”dz, (11.47)
0 _

gdzie parametry ¢ € (0;1)u(1;+w0) oraz p > 0 interpretuje si¢ ekonomicznie
tak, jak ma to migjsce w modelu wzrostu Lucasa.
Z réwnan (11.41-11.46) otrzymuje si¢ rownania ruchu modelu wzrostu Ro-
mera w postaci:

Alt)=xH (A(r) (1148)
K()=(A0)"(H -H, Y LK) -c) |

Problem wyznaczenia rownowagi gospodarki Romera sprowadza si¢ do mak-
symalizacji calki preferencji (11.47) przy ograniczeniu ukladem réwnan rdznicz-
kowych (11.48). Poslugujac si¢ zasada maksimum Pontriagina, mozna pokazaé,
ze rozwigzaniem owego problemu w warunkach wzrostu réwnomiernego (przy
Y/Y=K/K=C/C=A4/A=kH ) jest zasob kapitalu ludzkiego kierowany do sfe-
ry kreacji wiedzy naukowo-technicznej, dany wzorem (CHIANG 1992: 272-274):

~xk(a+BYH—pp
H, = (fo @) (11.49)
oraz stopy wzrostu gospodarczego postaci:
O _KO_CO_M0)_deaPH g

Y(t) K@) C@) Al) Bo +a

Z réwnan (11.49-11.50), przy dodatkowym warunku x(a + S)H > fp?!, wy-
nika, ze w modelu wzrostu gospodarczego Romera zardwno wielkos¢ kapitatu
ludzkiego kierowanego do dzialalnosci naukowo-technicznej, jak 1 stopy wzrostu
podstawowych, wyrdznionych w tym modelu, zmiennych makroeckonomicznych,
sg tym wyzsze, im wyzszy jest laczny zasob kapitalu ludzkiego (H) oraz im wyz-
szy jest egzogeniczny wspolczynnik efektywnosci nakladow kapitalu ludzkiego
w sferze naukowo-techniczngj (k).

Dlugookresowe stopy wzrostu gospodarczego ¥/ Y=K /K=C/C=A4/ A,
podobnie jak ma to miejsce w modelu Lucasa, powinny by¢ rowniez tym wyzsze,
im bardziej konsumenci w gospodarce beda przedkladali konsumpcje przyszla
nad konsumpcjg biezaca (. im nizsza jest stopa dyskontowa p oraz im wyzsza
jest stopa miedzyokresowej substytucji konsumpgeji 1/0).

Zasob kapitalu ludzkiego oraz jego podzial —na kapital ludzki wykorzystywany
w sferze produkcji dobr 1 ustug oraz akumulacji wiedzy — zasadniczo determinuja

' Nierownos¢ x(a + /)H > fip jest niezbgdna do tego, by optymalny zaséb kapitatu ludzkiego
w réwnaniu (11.49) byt dodatni.
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podstawowe stopy wzrostu w modelu Romera okre$lone przez réwnanie (11.50).
Mozna sie zatem spodziewadé, ze gospodarki o wzglednie matym zasobie kapitatu
ludzkiego uzyskujg stosunkowo niskie stopy wzrostu gospodarczego. Warto jednak
zauwazyé¢, iz do wniosku tego (szczegblnie w modelu wzrostu endogenicznego
Romera) nalezy podchodzi¢ bardzo ostroznie, gdyz w modelu tym zaktada sie, ze
zasob kapitatu ludzkiego jest staty w czasie od dzi$ az do nieskoriczonosci.

Grawitacyjny model
I wzrostu gospodarczego

Grawitacyjny model wzrostu gospodarczego2 stanowi kompilacje modelu wzro-
stu Solowa z tzw. efektami grawitacyjnymi zaproponowanymi m.in. w pracach
Jana Tinbergena (1962), Kyosti Pulliainena (1963) lub Hans Linnemanna (1963).
W modelu tym czyni sie nastepujace zatozenia:

1) Analizie poddaje sie funkcjonowanie pewnej, skonczonej liczby N krajow
(lub regionéw)23 miedzy ktérymi istniejg przestrzenne interakcje rozwoju
ekonomicznego scharakteryzowane przez opisane nizej indywidualne
i faczne efekty grawitacyjne.

2) Przyjmuje sie, ze proces produkcyjny wj-tej gospodarce opisany jest przez
funkcje produkcji Cobba-Douglasa, co powoduje, iz wydajno$¢ pracy y.
w owej gospodarce mozna zapisa¢ wzorem24:

Yj yi(0=aj k) (kk)“ (11.51)

1.
gdzie: Yja. > 0,a,fie 0i fi < —C—a ay. oznacza wydajnos¢ pracy w kraju/

regioniej, k.- techniczne uzbrojenie pracy w owym Kkraju/regionie, za$

2 NbcbltenZ(Bta*ZaprownAawqueranlu Moczek, Tokarski, Trojak 2014. Ror. tez:

Moczek Tokarskl 2014 Moczek Now osad, Tokarskl 2015

Kra;e/reglownazy\/\ane sg chlej rowniez

Welkosciy. oraz k wrdwnaniu (11.51) i dalszych nnzrlatralda/\a:zarw\mjakovwdqmsc pracy

oraz techniczne uzbrojenie pracy wj-tej gospodarce, jak i jako produkt najednostie efektywej

pra(,yl kapitat najednostke efekiywnej pracy w onej gospodarce. Wpierwszymz rozwezarych

tu przypadkdw gospodarka dazy do punktu stacjonarmego, w ktdrymesie zatrzymuje, w drugimzas
przypacku w dhugookresowej rownowadize produkt i kapital napracujacego w kazdymz krajow/
regiondw rosngwedtug stopy wzrostu rowrej stopie harrodiarskiego postepu technicznego (por.

tez: Moczek, Tokarski, Trojak 2014)

5 Przyjecie zalozenia, ze fi <l-_£w rownaniu (11.51) jest bardzo istotre dla pokazania stabil-
noéci nietrywialnego punktu stacjonarmego uiktadu ronnen rozniczkowych (11.57). Zatozenie to
oznaczatyle, ze elastycznos¢ produkeji wzgledem efektu grawitacyjnegojest nmiejsza.od potowy
elastycznosci produkeji wzgledem naldadow kapitatu.

N B3
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3)

4)

wielkos¢ gf w funkcji wydajnosci pracy (11.51) opisuje te czes¢ tacznej
produktywnosci czynnikéw produkc;i (aj gf) w gospodarce /, ktora wynika
z dzialania efektu grawitacyjnego (opisanego w zalozeniach 3—4). Natomiast
a> 0 jest cze$cig taczne) produktywnosci czynnikow produkeji wynikajaca
z dziatania pewnych czynnikow, ktore nie sg uwzglednione w prowadzonych
dalej rozwazaniach?’. Parametr a oznacza elastycznos¢ wielkosci produkcji
(lub wydajnosci pracy) wzgledem nakladdw kapitatu rzeczowego (lub tech-
nicznego uzbrojenia pracy) badz tez — na gruncie marginalnej teorii podziatu
Clarka — udzial nakladow kapitalu w wytworzonym produkcie. Parametr
oznacza elastycznos¢ lacznej produktywnosci czynnikow produkceji wzgle-
dem lacznego efektu grawitacyjnego opisanego przez g

Indywidualne efekty grawitacyjne taczace gospodarke j z gospodarka m
opisuja zaleznosci:

k0, ()

dZ >

Jjm

Vimam=j g, ()= (11.52)
gdzie Vi,m Am#J d,m > () oznacza odleglos¢ migdzy stolicg kraju/regionu ;
a stolicg kraju/regionu m. Przez analogi¢ do prawa powszechnej grawitacji
Newtona przyjmuje si¢ tez, ze sila oddzialywania indywidualnych efektow
grawitacyjnych, lagczacych dwa kraje/regiony, jest wprost proporcjonalna
do ich potencjalu ekonomicznego, mierzonego wartosciami technicznego
uzbrojenia pracy (kj 1k ), oraz odwrotnie proporcjonalna do kwadratu
odleglosci migdzy nimi.

t.aczne efekty grawitacyjne oddzialujace na gospodarke ; sg srednig geo-
metryczng z indywidualnych efektéw grawitacyjnych. Oznacza to, ze

spelnione sg zwigzki:
v g (1)= N,I/H g, (). (11.53)
m#j

26

27

Jesli wezmie si¢ pod uwagg oryginalng funkejg produkciji Cobba-Douglasa w postaci: ¥'=AK* L',
gdzie 4 > 0, za$ a € (0;1), to taczna produktywnosé czynnikoéw produkeji, czyli 4, mozna defi-
niowa¢ jako produkt, ktory mogltby by¢ wytworzony z jednostkowych naktadéw kapitatu i pracy,
gdyz przy K =L =1 produkt ¥ = 4. Termin: faczna produktywnos$¢ czynnikow produkcji pochodzi
zas$ stad, iz przeksztalcajac funkcje produkeji ¥ =AK* L'~ otrzymuje si¢:

N
ke \K) \L

skad wynika, iz taczna produktywnos$¢ czynnikoéw produkcji jest wazong srednia geometryczng
z produktywnosci kapitatu ¥/ K i wydajnosci pracy ¥/ L, gdzie rolg wag petnig udzialy naktadow
kapitalu i pracy w wytworzonym produkcie, czyli a oraz 1 —a.

Zréznicowanie a, moze (jak to ma miejsce np. w modelu Lucasa lub Mankiwa-Romera-Weila)
wynikaé¢ ze zréznicowania kapitalu ludzkiego pomigdzy analizowanymi krajami/regionami
badz tez moze by¢ skutkiem réznych instytucjonalnych lub sektorowych struktur badanych
gospodarek.
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5) Podobnie jak w modelu wzrostu Solowa, réwnania przyrostéw technicz-
nego uzbrojenia pracy w kazdym z krajow/regionéw opisujg réwnania
rézniczkowe:

Vi kiO=slylC 1 (), (n.54)

przy Yj, SjS(0;1) a y. > 0, gdzie s. oznaczajg stopy inwestycji w j-tym
kraju/regionie, zasy .- stopy ubytku kapitatu na pracujgcego w tym kraju/
regionie. Stopy y. (dla kolejnychj) sa sumami stop deprecjacji kapitatu
i stopy wzrostu liczby pracujacych.

Réwnowaga modelu

Z zaleznosci (11.52-11.53) uzyskuje sie rownaniatgcznych efektow grawitacyj-
nych dane wzorami:

f ON1
kj(t) n km(t) (11.55)
Yigij()= 1j2 »

przy Yj dj = NJ” djm > 0, gdzie df oznacza $redniag geometryczng z odle-
m*j
gtosci stolicy j-tej gospodarki od stolic pozostatych gospodarek, co oznacza,
ze im mniejszg warto$¢ przyjmuje d, tym bardziej centralnie potozona jestj-ta
gospodarka, za$ wysokie wartosci d sg tozsame z peryferyjnym charakterem
j-tej gospodarki.
Wstawiajgc zwigzki (11.55) do réwnan (11.51), mamy:

N1

Yj yi(h=doip km () (ir - (11.56)
dj \/H.,- )
Z zaleznosci (11.54) i (11.56) dochodzi sig do uktadu réwnan rézniczkowych:

( ‘N
Yj kj()= Si~gjfp Vrr]rrj k”’())

Korzystajgc z twierdzenia Grobmana-Hartmana, mozna pokazaé, ze uktad
rownan rozniczkowych (11.57) ma doktadnie jeden nietrywialny punkt stacjo-
narny k*= (K1, K2,...k*N w przestrzeni fazowej P = [0;+<»)N ktdry charakteryzuje
sie asymptotyczng stabilnosScig28 Punkt k*mozna zatem traktowac jako punkt
dtugookresowej réwnowagi grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego
(Mroczek, Tokarski, Trojak 2014).

K(T "=~ ,0)- (11.57)

B Uklad rownan rézniczkowych (11.57) posiadatakze rozwigzanie trywialre (0, 0,
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Mozna réwniez pokazaé, ze w nietrywialnym punkcie stacjonarnym £” tech-
niczne uzbrojenie pracy kj oraz wydajnos¢ pracy y; w j-tym kraju/regionie opisane
sg przez rownania (MROCZEK, TOKARSKI, TRoJAK 2014):

Zhl Sjaj
2/3 28
_— _(N 1)(1 a-28)5"" w,d? yjdj (11.58)
1—a-N22
N - 1’3
oraz:
N-2
a+ Y53
. * N_l Sjaj
Vilny, = In +
J ’ l—Ot—N_z,B lujdj_ﬁ
N-1
(11.59)
(N Wl—o-— 2ﬂ)[1 a—ﬂj Hom

Z rownan (11.58-11.59) plyng m.in. cztery nastepujace wnioski:

» Dlugookresowy zasdb technicznego uzbrojenia pracy 1 strumien wydajno-
$ci pracy w kraju/regionie j, podobnie jak ma to miejsce w oryginalnym
modelu Solowa, sg tym wyzZsze, im wyZsza jest stopa inwestycji s, oraz m
nizsza jest stopa ubytku kapitalu na pracujagcego #, W tym kraju/regionie.
Wynika to stad, 1z:

B L
G Mk (W-ima2) s
aSj I—Q—Hﬂ
N-1
N-2
* o+
vy Oy, _ N1? s >0
2 N_2 N-2 ’
J (l—a—N_l,Bij (N_l)(l—a—zﬂ)(l—a—]v_lﬂjsj
L1
. ok, (N-)1-a-2p)u;, 4 -0
OH, - _Mﬂ
N-1
I
O£+N_2
dln y
v Y N-1 i <0,

Ot [1—a—]]\\[[_jﬂj (N )1 -o - 2ﬂ)(1 a—ﬂ]
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» Im bardziej centralnie polozona jest dana gospodarka, czyli im nizsza jest
$rednia geometryczna z odleglosci a}m, tym wyzszy jest poziom zarowno
technicznego uzbrojenia pracy, jak 1 wydajnosci pracy w warunkach dhu-
gookresowej rownowagi grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego.
Dzigje sig¢ tak dlatego, ze:

25 28
v ok,  (N-IN-a-2p)d, d, 0
ad , N-2
1_ - -
’ N ”
oraz:
N-2
N 2(Ot+ jﬂz 2
oy, 28 N 2 <o
od, d, (1_05_ _1ﬁjdj (N-1)1-c— 2ﬁ)(1 a—Tﬁj
» Stad, ze:
' , alnk%
VjimAam# | p ! >0,
S ( ]X] a— 2,3{ OC—N,BJ
oy’
Vi,mam# j any]: v >0,
o (N1 —a- 2ﬁ)(1 a i ,Bj
dln k'
Vimam# j o b <0
J Y N-2
© v ema-2pfima N,
I
oy’
Vi.mAam# j 2V g <0

mozna wnioskowac, 1z poziomy rozwazanych tu zmiennych makroekono-
micznych w j-tym kraju/regionie sg tym wyzsze, im wyzsza jest Srednia geo-

metryczna v ,1, [ 150 2 stop inwestycji w pozostatych krajach/regionach
m=j
oraz im nizsza jest $rednia geometryczna ~-, 1’ I I Ky ze stop ubytku kapitatu
m=j

na pracujacego w tych krajach/regionach.
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Wptyw na poziom wydajnosci pracy oraz technicznego uzbrojenia pracy
w j-tej gospodarce w warunkach dtugookresowej réwnowagi ma takze
pozagrawitacyjna czes¢ tagcznej produktywnosci czynnikow produkcji a

zar6éwno w tej gospodarce, jak i Srednia geometryczna N\'/Pne am z po-
]

zagrawitacyjnych czesci tgcznych produktywnosci czynnikéw produkcji
w pozostatych krajach/regionach. Mozna zauwazy¢, ze im wyzsze jest a.

i/lub n-in am,tym wyzsze wartosci przyjmujay* oraz k*. Dzieje sie tak

dlatego, ze:
. _ 9Ink* R ]
Vimam” j " - = 7 s— >0
am a(h-i¥(i-« -2R 1-« -NI\-I-%R)/,
V/,mam'\/ _9_'[1)/': R

-~ 7 — >0
N-D1-a-2r)i-a- NN-E(R&A,

m Podsumowanie

Podstawowe modele wzrostu gospodarczego mozna podzieli¢ na trzy gtowne
kategorie: modele keynesistowskie, neoklasyczne oraz modele optymalnego
sterowania, nazywane takze modelami wzrostu endogenicznego.

W opracowaniu zaprezentowano takze grawitacyjny model wzrostu gospodar-
czego, zaproponowany przez Katarzyne Mroczek, Tomasza Tokarskiego i Mariu-
sza Trojaka (2014) i oparty na zatozeniach neoklasycznego modelu wzrostu go-
spodarczego Solowa. W modelu tym akcentuje sie role interakcji przestrzennych
jako czynnika determinujgcego zréznicowanie wydajnosci pracy, co znacznie
odro6znia go od podstawowych modeli neoklasycznych.

Nalezy stwierdzi¢, ze modele keynesistowskie powstajg pod silnym wptywem
wielkiego kryzysu lat 30. XX w. Cechgwspoélng tych modelijest ogélna konkluzja, ze
gospodarka kapitalistycznajest narazona na stan permanentnej nieréwnowagi, wynika-
jacej m.in. z zatozenia prawie zerowej substytucji naktadéw kapitatu i pracy w procesie
produkcyjnym. W modelach keynesistowskich podkreslane jest takze znaczenie ak-
tywnych dziatan panstwaw utrzymaniu gospodarki na Sciezce wzrostu gwarantujacej
dtugookresowg réwnowage makroekonomiczna. Wsrod najwazniejszych modeli key-
nesistowskich nalezy wyrézni¢ modele: Harroda, Domara, Harroda-Domara, Kaldora
oraz (w polskiej literaturze makroekonomicznej) model wzrostu Kaleckiego.
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Alternatywne wobec modeli keynesistowskich sg modele neoklasyczne, kto-
rych sztandarowym reprezentantem jest model wzrostu gospodarczego Solowa
z 1956 r. Geneza powstania tego modelu to spostrzezenie Solowa, 1z modele
keynesistowskie niedostatecznie dobrze opisuja rzeczywistos¢, poniewaz, mimo
ze gospodarki ulegaja pewnym fluktuacjom krétkookresowym, to maja tendencje
do pozostawania na $ciezce wzrostu gwarantujgcej dlugookresowa rownowage
makrockonomiczng. W modelu Solowa dlugookresowe stopy wzrostu wydaj-
nosci pracy 1 technicznego uzbrojenia pracy réwne sa egzogenicznej stopie
postepu technicznego. W modelu tym na polozenie dlugookresowych sciezek
wzrostu technicznego uzbrojenia pracy 1 wydajnosci pracy wplywa m.in. stopa
oszczednosci/inwestycji oraz stopa ubytku kapitalu na jednostke efektywnej
pracy. Mozna zauwazy¢, ze im wyzsza jest stopa oszczednosci/inwestycji lub im
nizsza jest stopa ubytku, tym wyzej polozone sg dlugookresowe $ciezki wzrostu
rozwazanych tu zmiennych makroekonomicznych.

Do modeli neoklasycznych naleza takze model Mankiwa-Romera-Weila,
ktory rozwija podstawowy model wzrostu Solowa o dodatkowy zasdb kapita-
lowy (kapital ludzki), oraz model Nonnemana-Vanhoudta bedacy uogolnieniem
modelu Solowa 1 Mankiwa-Romera-Weila na skoniczong liczbe N dowolnych
zasobow kapitalowych.

Modele optymalnego sterowania to modele oparte na matematycznej zasadzie
maksimum Pontriagina 1 zaproponowane m.in. przez Lucasa oraz Romera. Oba
te modele podkreslaja, ze wplyw na stopy wzrostu podstawowych zmiennych
makroekonomicznych majg subicktywne preferencje co do podzialu konsump-
cji w czasie (opisywane przez miedzyokresowa stope substytucji konsumpcji
1 stope dyskontowg typowego konsumenta). Gospodarka uzyskuje tym wyz-
sze stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroeckonomicznych, im kon-
sumenci chetniej przedkladaja konsumpcje przyszla nad konsumpcje biezaca.
W modelu Romera wérdd istotnych czynnikow wzrostu gospodarczego znajduja
si¢ takze: laczny zasob kapitatu ludzkiego oraz egzogeniczny wspdlczynnik
efektywnosci nakladow kapitatu ludzkiego w sferze kreacji wiedzy naukowo-
-technicznej. Im wyzsze sg wartosci tych zmiennych w modelu Romera, tym
wyzsze s3 stopy wzrostu podstawowych zmiennych makroekonomicznych.
W odréznieniu od neoklasycznych modeli wzrostu w modelach optymalne-
go sterowania mozliwe jest stale podniesienic dlugookresowej stopy wzrostu
gospodarczego.

Grawitacyjny model wzrostu gospodarczego rozwija zalozenia neoklasyczne-
go modelu Solowa o aspekt przestrzenny. W modelu tym interakcje przestrzenne
opisane sg przez indywidualne efekty grawitacyjne, rowne iloczynowi poten-
cjalow ekonomicznych dwoch krajow podzielonemu przez kwadrat odleglosci
mi¢dzy nimi. Model ten posiada stabilny punkt stacjonarny, ktory jest punktem
dlugookresowej rownowagi modelu. W stanie dlugookresowej rownowagi wy-
dajnos¢ pracy w danym kraju zalezy od stopy inwestycji, stopy ubytku kapitatu
na pracujacego oraz efektow indywidualnych w tym kraju, stop inwestycji, stop
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ubytku technicznego uzbrojenia pracy, efektow indywidualnych w pozostalych
krajach/regionach oraz od sredniej odleglosci danego kraju/regionu, jaka dzicli
go od pozostalych panstw.
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