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Teoria partycji stanowi nieodtaczna cze$é¢ kombinatoryki i teorii liczb, ktéra zajmuje sie
badaniem mozliwych reprezentacji liczby calkowitej n za pomoca sumy liczb naturalnych do-
datnich. Przypomnijmy, Ze przez partycje A = (A1, Ag, ..., A;) liczby catkowitej n rozumiemy
dowolny nierosnacy ciag A\; = Ao = -+ > A; liczb naturalnych dodatnich o tej wlasnosci, ze
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Ponadto dwie partycje uwazamy za jednakowe, jezeli réznia sie wytacznie kolejnoscig swoich
sktadowych. Funkcja partycji p(n) okresla liczbe wszystkich mozliwych partycji n.

Funkcja partycji p(n) bylta po raz pierwszy intensywnie badana przez Eulera w XVIII wieku,
ktory udowodnil miedzy innymi, ze liczba partycji liczby naturalnej n o sktadowych nieparzy-
stych jest réwna liczbie partycji liczby n o sktadowych réznych. Co wiecej, Euler wyprowadzit
wzor na funkcje tworzaca p(n) postaci:
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Wspoblczednie teoria partycji stanowi nieodtaczna cze$é nie tylko matematyki, ale i innych
dziedzin nauki. Dla przyktadu, tozsamosci Rogersa-Ramanujana sa bezposrednio zwigzane z
rozwiagzaniami tak zwanego modelu ,hard hexagon” w mechanice statystycznej |2, 3]. Partycje
znajduja zastosowanie takze w chemii molekularnej, krystalografii oraz mechanice kwantowe;j.

Istnieje wiele roznych mozliwosci na uogolnienie funkeji partycji p(n). W szczegolnosei mo-
zemy ustali¢ zbior (lub ogolniej multizbior) A liczb catkowitych dodatnich i bra¢ pod uwage
wylacznie te partycje liczby naturalnej n, ktorych sktadowe nalezg do A. Partycje takiego typu
nazywamy A-partycjami, natomiast funkcje je zliczajaca oznaczamy przez pa(n). W tym przy-
padku okazuje sie, ze funkcja tworzaca dla pa(n) jest postaci
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Dla przyktadu, bioragc A = N, otrzymujemy, ze py, (n) = p(n).

W polowie ubiegtego dziesieciolecia rozpoczely sie intensywne badania poswiecone tak zwa-
nemu log-zachowaniu funkcji partycji p(n) oraz jej roznym wariantom. W 2015 roku DeSalvo
i Pak [5] udowodnili rezultat wezesniej uzyskany przez Nicolasa [17] mowiacy, ze funkcja p(n)
jest log-wklesta dla wszystkich n > 26. Innymi stowy, nieréwnosé

p*(n) > p(n+ 1)p(n — 1)

jest spelniona dla kazdej liczby catkowitej n > 25. Od tamtej pory log-wklestos¢ zostata spraw-
dzona dla wielu réznych wariantow funkcji p(n). Niemniej jednak, spektrum log-zachowania
nie ogranicza sie wylacznie do powyzszej nieréwnosci. Innym ciekawym zagadnieniem jest tak
zwana nieré6wnos¢ Bessenrodt-Ono.

W roku 2016 Bessenrodt oraz Ono udowodnili, ze funkcja partycji p(n) spetnia nieréwnosé
postaci

p(a)p(b) > p(a +b)



dla wszystkich takich a,b > 2, ze a + b > 9. Powyzszy rezultat byt motywacja do badania
analogicznych wlasciwosci dla innych wariantéw funkeji partycji.

Istnieje rowniez wiele innych znaczenie gtebszych probleméw zwiazanych z log-zachowaniem.
Pierwszym z nich jest tak zwana r-log-wklestosé, ktora jest swego rodzaju iteracja problemu
log-wklestosci. Kolejnym zagadnieniem tego typu sa tak zwane nieréwnosci Turdna wyzszych
rzedow, ktore sa bezposrednio zwiazane z hiperbolicznoscia wielomianéw Jensena zwiazanych z
dang funkcja partycji. Nastepnym interesujacym zagadnieniem zwigzanym z log-zachowaniem
sa nieréwnosci Laguerrea wyzszych rzedow, ktore z kolei powiazane sa z klasa Laguerrea-Polyi.
Ze wzgledu na ztozonos¢ wyzej wymienionych zagadnien, nie przedstawiamy w streszczeniu
szczegotow, lecz zwracamy uwage, ze byly one intensywnie badane w przypadku funkcji p(n) i
kilku jej wariantow.

7 zagadnienn o charakterze dyskretnym mozna przej$¢ na zagadnienia typu ciaglego przez
rozpatrywanie pewnej szczegolnej rodziny wielomiandéw zwigzanych z dang funkcjg A-partycji.
Doktadniej, biorac funkcje tworzaca funkcji p(n) do potegi x otrzymamy, ze
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gdzie P, (z) jest wielomianem stopnia n o wspotczynniku wiodacym réwnym 1/n!. Wielomiany
P,(x) byly intensywnie studiowane przez Heima i Neuhasera, ktorzy przedstawili wielomianowa
wersje niero6wnosci Bessenrodt-Ono [14]. Doktadniej, udowodnili, iz nieréwnosé

Po(z)Py(x) > Pays()

jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych dodatnich a i b takich, ze a+0b0 > 2, oraz x > 2.
Warto w tym miejscu wspomnieé¢, ze podobne wyniki zostaty uzyskane w przypadku tak zwanej
dwuwymiarowej funkcji partycji [15] oraz dla overpartition function” [16].

Niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest arytmetycznym wlasno$ciom funkceji A-partycji
oraz jej uogodlnieniom.

W Rozdziale 1 ustalamy odpowiednia notacje, wprowadzamy podstawowe definicje oraz
przedstawiamy wtasnoéci, ktére beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

Rozdzial 2 poswiecony jest log-zachowaniu funkcji A-partycji w przypadku, gdy A jest skori-
czonym multizbiorem liczb catkowitych dodatnich. Rozdziat bazuje na trzech pracach Gajdzicy
[7, 18, ©].

Na poczatku tego rozdziatu zajmujemy sie badaniem nieréwnosci typu Bessenrodt-Ono dla
funkcji pa(n). Innymi stowy, rozwazamy, jakie warunki musi spelnia¢ mulizbior A, aby zacho-
dzita nieréwno$é postaci

pa(a)pa(b) > pa(a+0b)

dla odpowiednio duzych wartosci a oraz b. Naszym gltownym celem jest udowodnienie, ze po-
wyzsza wlasno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ged(A) = 1 oraz #A > 2.

Nastepnie przechodzimy do bardziej skomplikowanego zagadnienia log-wklestosci funkcji
A-partycji. Checemy wykazaé, ze

pi(n) > pa(n+ Dpa(n —1)

jest spetniona dla dostatecznie duzych wartosci parametru n wtedy i tylko wtedy, gdy ged(B) =
1 dla kazdego (#A — 2)-elementowego podmultizbioru B multizbioru A oraz #A > 2.



W nastepnym kroku przechodzimy do podstawowych uogélnienn wtasnosci log-wklestosci.
Na tym etapie dazymy do wyprowadzenia odpowiednich kryteriéw na zachodzenie nieréwnosci
postaci

Pa(n) > pa(n +m)pa(n —m),
00 > (14 ) pato — Dpato+ 1),

(pA(n))2 _ pa(n+1)pa(n —1)

ne (n?2—1)2

dla odpowiednio duzych warto$ci parametru n, gdzie m > 1 jest liczba catkowita zas a > 0
dowolng liczba rzeczywista.

Na konicu Rozdzialu 2 zajmujemy si¢ najbardziej ztozonymi uogélnieniami wtasnosci log-
wklestosci. Tutaj badamy r-log-wklestos¢, nieréwnosci Turana wyzszych rzedéw oraz nieréw-
nosci Laguerrea wyzszych rzedow dla funkeji A-partycji pa(n) oraz funkeji, tak zwanego, typu
kwazi-wielomianowego.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze zachowanie asymptotyczne funkcji pa(n) dla skonczo-
nego multizbioru A odgrywa w tym rozdziale niejednokrotnie kluczowsa role.

Rozdzial 3 oparty jest na wspoélnej pracy Gajdzicy i in. [I3] oraz dotyczy nieréwnosci typu
Bessenrodt-Ono, wtasnosci log-wklestosci, a takze powiazan pomiedzy tymi wtasnosciami. Ze
wzgledu na fakt, ze dla przypadku #A = oo wiemy jedynie, ze p4(n) asymptotycznie zachowuje
sie superwielomianowo, w tym rozdziale nie ograniczamy sie do zadnych funkcji A-partycji, ale
zaktadamy, iz istnieje funkcja F': N, — R, taka, ze nieréwnosci

c1(n)ef™ < F(n) < ¢y(n)ef™

sa prawdziwe dla odpowiednio duzych wartoéci parametru n, gdzie ci,co, f : Ny — R, sa
dowolne. Przy takich zalozeniach badamy, pod jakimi warunkami na powyzsze przeksztatcenia
zachodzi odpowiednia log-wtasnosé. W szczegdlnodci okazuje sie, ze wlasciwosé log-wklestosci
czesto (ale nie zawsze) implikuje nier6wnosé typu Bessenrodt-Ono.

W Rozdziale 4 raz jeszcze zajmujemy sie badaniem nieréwnosci typu Bessenrodt-Ono dla
szerokiej klasy funkcji A-partycji. Tym razem zakladamy, ze A = {a; : 1 < i < k} (k = o0
jest dopuszczalne) jest zbiorem dodatnich liczb naturalnych takim, ze a1 = 1, a; < a4 dla
kazdego j € Ny i a1 — a; > ag dla wszystkich [ > 3. Naszym celem jest udowodnienie
kryterium na nieréwnosci typu Bessenrodt-Ono dla funkcji pa(n) za pomoca rozumowania
kombinatorycznego. Z otrzymanego rezultatu wywnioskujemy pozadang wlasno$é dla m-arnej
funkcji partycji b,,(n) oraz potegowej funkcji partycji pa(n).

Zawarto$¢ tego rozdzialu w istotny sposob jest oparta na pracy Gajdzicy[10)].

Rozdzial 5 jest poswiecony wielomianowe]j wersji nieréwnosci typu Bessenrodt-Ono dla funk-
cji A-partycji. Dokladniej, wprowadzamy tutaj rodzine wielomianéw f4,(z) przez funkcje two-

rzaca postaci
o0 . 1 x
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Z tego wzgledu otrzymujemy, ze f4,(1) = pa(n) dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.
Naszym pierwszym celem jest zbadanie nieréwnosci

Jaa(®) fap(r) > faars()

dla a,b € Ny i x > 0. Nastepnie przejdziemy do uogélnienia powyzszego problemu na rodzine
wielomianéw f, ,(z) zdefiniowana wzorem rekurencyjnym postaci
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gdzie (g(n))nen, jest ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych. Ten rozdzial jest oparty na pracach
Gajdzicy i in. [111, [12].

Rozdzial 6 oparty na pracy Gajdzicy [6] jest niezalezny od poprzednich i poswiecony bada-
niom wtasnosci podzielnosci funkeji A-partycji w przypadku, gdy A jest multizbiorem skoriczo-
nym. Naszym gtownym celem jest wyprowadzenie oszacowania zaréwno dolnego, jak i gérnego
na tak zwana nieparzysta gestos¢ pa(n), czyli wartos¢é wyrazenia

#{1<n < N:pan)=1(mod 2)}

li )
Nl—rgo N

Po czym przejdziemy do szczegdlnego przypadku i rozwazymy wilasnosci arytmetyczne skon-
czonego analogonu funkcji m-arnej. W szczeg6lnosci otrzymamy tutaj odpowiednik znanego
twierdzenia Alkauskasa [I].

Literatura

[1] G. Alkauskas, m-nariniai skaidiniai, DOI: 10.13140/RG.2.2.23219.12321.

[2] G.E. Andrews, The hard-hexagon model and Rogers-Ramanujan type identities, Proc. Nat.
Acad. Sci. 78 (1981), 5290-5292.

[3] R. J. Baxter, Hard hexagons: exact solution, J. Phys. A 13 (1980), 161—170.

[4] C. Bessenrodt, K. Ono, Maximal multiplicative properties of partitions, Ann. Comb. 20 (1)
(2016), 59-64.

[5] S. DeSalvo, 1. Pak, Log-concavity of the partition function, Ramanujan J. 38 (2015), 61-73.

[6] K. Gajdzica, A note on the restricted partition function p4(n,k), Discrete Math. 345
(2022), 112943.

[7] K. Gajdzica, Log-concavity of the restricted partition function pa(n,k) and the new
Bessenrodt—Ono type inequality, J. Number Theory 251 (2023), 31-65.

[8] K. Gajdzica, Restricted partition functions and the r-log-concavity of quasi-polynomial-like
functions, https://arxiv.org/abs/2305.00085 (2023).

[9] K. Gajdzica, The Turdn and Laguerre inequalities for quasi-polynomial-like functions, Res.
Number Theory, to appear.

[10] K. Gajdzica, On the Bessenrodt-Ono type inequality for a wide class of A-partition func-
tions, https://arxiv.org/abs/2401.16267 (2024).

[11] K. Gajdzica, B. Heim, M. Neuhauser, Polynomization of the Bessenrodt-Ono Type Inequ-
alities for A-Partition Functions, Annals of Combinatorics (2024), https://doi.org/10.
1007/s00026-024-00692-4.


https://arxiv.org/abs/2305.00085
https://arxiv.org/abs/2401.16267
https://doi.org/10.1007/s00026-024-00692-4
https://doi.org/10.1007/s00026-024-00692-4

[12] K. Gajdzica, B. Heim, M. Neuhauser, B. Zmija, On the Bessenrodt-Ono inequality for a
special class of polynomials, work in progress.

[13] K. Gajdzica, P. Miska, M. Ulas, On general approach to Bessenrodt-Ono type inequalities
and log-concavity property, https://arxiv.org/abs/2312.14501 (2023).

[14] B. Heim, M. Neuhauser, R. Troger, Polynomization of the Bessenrodt-Ono inequality, Ann.
Comb. 24 (2020), 697—7009.

[15] B. Heim, M. Neuhauser, R. Troger, Inequalities for Plane Partitions, Ann. Comb. 27 (2023),
87—108.

[16] X. Li, Polynomization of the Liu—-Zhang inequality for the overpartition function, Rama-
nujan J. 62 (2023), 797-817.

[17] J.-L. Nicolas, Sur les entiers N pour lesquels il y a beaucoup des groupes abéliens d’ordre
N, Ann. Inst. Fourier 28 No. 4 (1978), 1-16.


https://arxiv.org/abs/2312.14501

