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Metoda filtru czasteczkowego

Streszczenie. Celem pracy jest zaprezentowanie idei metod filtracji opartych na sekwen-
cyjnej metodzie Monte Carlo, w literaturze nazywanych réwniez metodami filtru cza-
steczkowego oraz odniesienia do odpowiedniej literatury. Istote omawianych algorytméw
przedstawiamy rozwazajac problem estymacji silnie nieliniowych i niegaussowskich modeli
przestrzeni stanéw. W praktyce bowiem w takich przypadkach dobrze znany i najczesciej
wykorzystywany algorytm rozszerzonego filtru Kalmana (ang. Eztended Kalman Filter,
EKF) moze wykazywaé istotng nieefektywnoséé. Idea filtru czasteczkowego polega na esty-
magcji rozktadu prawdopodobienstwa rozktadem empirycznym wyznaczonym na podsta-
wie czasteczek, tzw. ,chmury punktéw”. Zaimplementowanie algorytmu filtru czastecz-
kowego wymaga zasadniczo przeprowadzenia trzech procedur: (1) losowania czasteczek
z odpowiednio dobranej sekwencyjnej funkcji waznosci, (2) okreslenia istotnosci czaste-
czek, (3) powtdrnego losowania, tzw. resampling. Metody te sa coraz bardziej popularne
w dziedzinie ekonomii, statystyki, medycynie i teorii sygnaléw.

Stowa kluczowe: model przestrzeni stanéw, ukryte procesy Markowa, filtracja opty-
malna, sekwencyjne metody Monte Carlo, sekwencyjna funkcja waznosci, ,re-probkowa-
nie” (ang. resampling).

1. Wstep. W praktyce wiele zagadnienn wnioskowania statystycznego,
analizy szeregdéw czasowych, ekonometrii oraz przetwarzania sygnaléw wy-
godnie jest rozwaza¢ w postaci modeli przestrzeni stanéw. Jezeli posiadamy
pewna wiedze a priori na temat badanego ukladu wéwczas, jego dynamike
mozemy opisa¢ dwoma réwnaniami. Réwnanie standéw okreslane jest roz-
ktadem a priori ukrytego procesu Markowa {z;}:cn, & réwnanie obserwacji
{y¢ }+en warunkowym rozkladem obserwacji p(y; | z).

zy ~ p(xe | 24-1),
ye ~ p(ye | ).
Znajomos¢ wspomnianych rozktadow umozliwia wykorzystanie reguty Bay-

esa, czyli polaczenia rozktadéw a priori nieznanych stanéw z prawdopodo-
bienstwem wystapienia obserwacji (zdarzenia zwanego ,skutkiem”). Wszyst-
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kie istotne informacje na temat zmiennej stanu xg.; = {zo,x1,...2¢+} przy
zalozeniu, ze znane sa obserwacje do chwili ¢ y1.; = {y1,...y¢}, zawarte
sa w lacznym rozkladzie a posteriori p(zo.+ | y1.t). Idea metody filtracji
polega na estymacji wspomnianego rozktadu p(zo.+ | y1.¢), jego charakte-
rystyk oraz rozkladu brzegowego p(x; | y1.¢). Okazuje sie jednak, ze o ile
zasady wnioskowania bayesowskiego sg proste, to w praktyce pojawiaja sie
problemy natury numerycznej. Jedynie w kilku wyjatkowych przypadkach,
tj. liniowych modelach gaussowskich oraz ukrytych tancuchach Markowa
okreélonych na skonczonej przestrzeni standéw, badany rozktad a posteriori
ma postaé¢ analityczna. Wyznaczanie rozkladéw a posteriori i a priori zwia-
zane jest bowiem z obliczaniem wysoko-wymiarowych catek. W przypadku
wielowymiarowych przestrzeni zmiennych ukrytych, bedacych przedmiotem
wnioskowania, praktycznie jedynymi metodami obliczeniowymi sa metody
Monte Carlo. W liniowych modelach gaussowskich problem estymacji roz-
wigzuje sie za pomocy filtru Kalmana. Niestety w sytuacji, gdy model jest
nieliniowy i/lub niegaussowski, filtr Kalmana, jak réwniez jego modyfika-
cje (np. Extended Kalman Filter, Unscented Kalman Filter) moga by¢ je-
dynie wykorzystywane do wstepnej aproksymacji [3]. W literaturze jedna
z najpopularniejszych metod uzyskiwania proby z tacznego rozktadu a po-
steriori zmiennych ukrytych jest algorytm Gibbsa [13], [17], [18]. Metoda ta
poprzez konstrukcje odpowiedniego (o zadanym rozkladzie granicznym(!))
tancucha Markowa, umozliwia losowanie z rozktadu wielowymiarowego. Po
dostatecznie duzej liczbie losowan z warunkowych rozktadéw a posteriori,
otrzymuje sie probe z tacznego rozktadu a posteriori. W praktyce czesto
rozktad a posteriori musi by¢ aktualizowany w momencie pojawienia si¢ no-
wych danych (zaréwno obserwacji jak i zmiennej ukrytej). Okazuje sie, ze
w takich przypadkach algorytm Gibbsa jest wysoce nieefektywny, co zwia-
zane jest z konieczno$cig powtarzania iteracji dla nowego zbioru danych.
W takich przypadkach, dosé¢ naturalng propozycja jest zastosowanie metod
sekwencyjnych, w ktérych rozwaza si¢ ciag rozkltadéw {m;};>1 zamiast sta-
tycznego rozktadu .

W ostatnich latach wyraznie wzrasta zainteresowanie sekwencyjnymi me-
todami Monte Carlo SMC. Od momentu zaproponowania przez Gordona
klasycznego algorytmu filtracji (bootstrap algorithm) [14] w literaturze po-
jawito sie wiele prac, w ktoérych proponuje sie usprawnienia pierwotnego al-
gorytmu, niemniej pewne problemy nadal pozostaja nierozwiazane. Naszym
zamiarem jest stworzenie aktualnego przewodnika (opartego na literaturze
zawartej w bibliografii) na temat algorytmu filtru czasteczkowego (ang. Par-
ticle Filter, PF) w kontekscie nieliniowych, niegaussowskich, markowowskich

(1) Do symulacji tancucha Markowa z zadanego rozktadu czesto wykorzystuje sie
algorytm Metropolisa i Hastingsa.
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modeli przestrzeni standéw. Mamy réwniez nadzieje, ze niniejsza praca przy-
czyni sie do tego, iz grono polskich statystykéw i ekonomistow zainteresuje
sie prezentowana metoda, szeroko stosowang w literaturze angielskiej.

W praktyce symulacyjne metody Monte Carlo wykorzystywane sg mie-
dzy innymi w ekonomii do modelowania zmiennosci danych finansowych,
medycynie, statystyce, ekonometrii oraz inzynierii (analizie proceséw sygna-
towych, w lokalizacji robotéw mobilnych), szczegdly mozna znalezé w pozy-
cjach umieszczonych w bibliografii [10], [14], [16].

2. Markowowski model przestrzeni stanéw. Rozwazamy prze-
strzeni probabilistyczna (92, B(2), P) oraz przestrzen P(R™) wszystkich
miar probabilistycznych na B(R"*) z topologia stabej zbieznosci. Na prze-
strzeni (2, B(Q2), P) definiujemy dwa rzeczywiste procesy stochastyczne: pro-
ces {X¢}ten, zwany procesem zmiennych ukrytych (sygnalowym) oraz pro-
ces {Y;}ien, zwany procesem obserwacji, dla ktérych przestrzenie stanéw
majg odpowiednio wymiary n, i n,. Realizacje omawianych proceséw od
chwili ¢ do j bedziemy odpowiednio oznaczaé¢ x;.; = (x;,...,%;), Yij =
(Yiy--.,yj). W dalszej czesci pracy bedziemy gitéwnie rozwaza¢ funkcje ge-
stosci prawdopodobiefistwa p(z), natomiast dla zaznaczenia miary prawdo-
podobienstwa przyjeliSmy oznaczenie p(dz). Jak wspomnieliémy we wstepie,
bedziemy rozwazaé nieliniowe modele przestrzeni stanéw bedace modelami
ukrytych lancuchéw Markowa (Hidden Markov Model, HMM), w ktérych
dynamike proceséow {Xy,Y;}:+ opisuja réwnania

(2.1) xy ~ k(e | 24-1),
(2.2) Yyt ~ go(ye | me),

gdzie [¢, 0] € © oznacza wektor parametréw modelu.
W prezentowanym modelu przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1) Proces zmiennych ukrytych {X;}:cn jest procesem Markowa, o znanym
rozkladzie poczatkowym Xy ~ mo(dxg) oraz prawdopodobienstwie przej-
Scia

(23) p(Xt S d$t | Ft—l) = p(Xt S dl’t | Xt—l = $t—1) = K¢($t_1,d$t),
Q) p(Xi€ Al Xy =m1) = [ kolay | 21)dme, A€ B(Q),
A

gdzie przez F} oznaczmy filtracje Fy := o(Xy, Yi; k € {0, ..t}), K jest ja-
drem przejscia Markowa, tzn. funkcjg ktéra spelnia nastepujace warunki
K : R" x B(R"™) — R:

i) VA€ B(R"™)K(-| A) jest funkcja mierzalna w sensie Lebesgue’a,
ii) Yo € R™ K (x| -) jest miara probabilistyczna.

iii) funkcja k(z | -) jest gestoscia rozkladu K(x,-)
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2) Zmienne obserwowalne {Y;};cn maja znany rozklad brzegowy oraz sa

warunkowo niezalezne wzgledem sigma algebry F, := o(Xj, Yk €
{0,..t — 1}, Xy),
(2.5) p(Yi € B| Xy =)= [ go(dy; | z1), B € B(Q),
B
(2.6) p(Ye € dy: | Fy) = p(Yr € dy: | Xo).

Funkcja gg(y: | x¢) jest funkcja gestosci wzgledem miary Lebesgue’a

(2.7) 9(dy | z¢) =g(ye | ©¢)dys.

Powyzsze wlasnosci, warunkowa niezaleznosci obserwacji, (2.6) oraz fakt, ze
pelna informacja o procesie zawarta jest w stanie uktadu w chwili ¢ (przeszte
obserwacje nie wnosza zadnej wiedzy o przyszlych zmianach ukladu), (2.3)
stanowia podstawe prezentowanych w pracy metod filtracji.

Praca ogranicza sie do zaprezentowania metod filtracji bez poruszania
problemu estymacji parametréow modelu, dlatego w dalszej czesci pracy be-
dziemy pomijaé¢ fakt, iz funkcje gestosci k, g zaleza od parametréw ¢, 6.

Problem filtracji polega na wyznaczeniu funkcji gestosci rozktadu brze-
gowego p(z; | y1.¢). Faktycznie w praktyce szacuje sie laczny rozklad wa-
runkowy p(xo.: | y1.t), gdzie laczny rozklad a posteriori zmiennej ukrytej
i obserwowanej jest postaci

(2.8) p(@or | y1.7) = mo(x0) | | Kzt | we-1)9(ye | 24)

=

t=1

Wyznaczenie rozktadéw p(xo.; | y1¢) 1 p(x¢ | y1.4) wymaga wyznaczania
wielowymiarowych catek, co analitycznie mozliwe jest jedynie dla niewielu
modeli. Jak wspomnieliSmy we wstepie w takich przypadkach wskazane jest
korzystanie z metod Monte Carlo. Prezentowana metoda polega na wyzna-
czaniu ciggu rozkladéw prawdopodobienstwa {7 (x¢)}, ktore sa aktualizo-
wane w czasie. Zagadnienie, ktorym bedziemy sie zajmowaé przedstawia
krotko ponizsza definicja

DEeFINICJA. Cigg zmieniajgcych sie w czasie rozkladéw prawdopodobien-
stwa {m;(x¢)}; nazywany jest probabilistycznym ukladem dynamicznym.
Ewolucja zmiennej stanu w czasie moze by¢ opisana dwoma scenariuszami

e Rozwazamy Xj.; pod warunkiem obserwacji Y71.; = y1.;, wowczas w kolej-
nych momentach czasowych zwigksza sie wymiar prébki Xo.; = (Xo.4—1,

Xt), a badane rozklady prawdopodobienstwa sa lacznymi rozkladami

warunkowymi 7;(zo..) = p(zo.¢ | y1.t), okreslonymi na przestrzeni R* "=,

e Interesuje nas X; pod warunkiem obserwacji Y1.; = y1.t, wtedy wymiar
prébki nie zalezy od czasu, a badane rozklady prawdopodobienstwa sa
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rozkladami brzegowymi 7 (x¢) = p(z¢ | y1.¢), okreslonymi na przestrzeni
R"=.
Ze wzgledu na fakt, iz bedziemy rozwazaé¢ dwa przypadki (warunkowy roz-
ktad laczny i rozktad brzegowy), w dalszej czesci pracy bedziemy przyjmo-
wac oznaczenia 71'():t\t(f’?Ont) = p(Zo:t | Y1:t)s 7Tt|t($t) = p(x¢ | Y1:)-

3. Filtracja bayesowska. Klasyczny problem filtracji sprowadza sie do
rekurencyjnego wyznaczania rozktadu brzegowego

(3.1) 7Tt|t(d$t) = p(X; € dxy | y1.e).

Powyzszy rozklad zawiera wszystkie dostepne w chwili t informacje na temat
zmiennej ukrytej. Niestety analityczna posta¢ funkeji ), istnieje jedynie dla
kilku szczegblnych modeli dynamicznych. Ze wzgledu na brak analitycznej
postaci gestosci rozwazanego rozkladu proponuje sie zastosowanie metod
numerycznych. W pracy estymator filtru optymalnego bedziemy definiowaé
za pomoca rozkladu empirycznego

N

(3.2) () = % > o — ),
i=1

Efz}f\il generowane sa z odpowiednio dobranej funkcji g(-)

nazywanej funkcja waznosci. Sposéb wyboru funkcji ¢(+) i jej istotnosé w po-

prawnym dziataniu algorytmu zostanie przedstawiona w czwartym i pigtym

rozdziale pracy.

Idea prezentowanego algorytmu wynika z koniecznosci aktualizacji roz-
ktadu a posteriori w momencie pojawienia sie nowych danych. Reguta Bay-
esa pozwala oszacowaé brzegowy rozklad a posteriori 7y (dz;) uwzglednia-
jac zaréwno prawdopodobienstwa a priori jak i informacje spoza préby. Przy
zalozeniu, ze zmienna ukryta ma wtasno$é procesu Markowa(?), funkcja ge-
stosci filtracji moze by¢ wyrazona rekurencyjnie w postaci

gdzie czasteczki {x

(3-3) Wt\t(xt) = p(xt | yl:t) :p(xt ‘ yt7y1:t71)
(korekta/uaktualninie) = oy | @)p(e | yra—1)
p(e | y1:0-1)

9yt | xt)ﬂﬂt—l(xt)

a f 9t | ze)meje—1(ze)dy
Rnax

o< g(yt | xt)ﬂ'ﬂt—l(xt)a

(%) Z réwnania Chapmana-Kotmogorowa dla proceséw markowowskich zachodzi naste-
pujaca r6wnosé p(zilyi:i—1) = [ p(@t, zi-1lyre—1)dee—1 = [, k(@elee—1)p(@e-1]y1.e-1)
dwtfl.
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gdzie funkcja

(3.4) (prognoza) 7Tt|t71(xt) = f P(we, o1 | Yrie—1)dwyy
an

= f k(x| xt—l)ﬂ-tfntfl(xt—l)dxt—l
R"e
okresla gesto$¢ prognozy. Zaktadamy, ze p(y; | y1.4-1) > 0.

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla tacznych rozktadow
warunkowych

p(xO:taylzt)
p(yu)

_ Toutje—1(@o:e)g (e | @)

B (Yt | y1:e-1)

(3.5) (korekta) — mo.y¢(zo:t) = p(To:t | Y1:) =

(36) (prognoza) 7-"O:t\t*l(xO:t) = p(x():t ‘ yl:tfl)
= Toit—1ft—1(To:—1)k(z¢ | 4—1)

Zauwazmy jednak, ze powyzsze réwnania rekurencyjne (3.3-3.6) bedace
podstawa optymalizacji Bayesowskiej maja tylko charakter koncepcyjny, po-
niewaz wystepujace w nich funkcje gestodci nie maja postaci analitycznej.

Warto réwniez wspomnieé, ze w wielu przypadkach estymacje rozktadu
wygodnie jest sprowadzi¢ (za pomoca wartosci oczekiwanej) do problemu
estymacji funkcjonatlu, ktéry jednoznacznie wyznacza rozklad zmiennej lo-
SOWej

(8.7) mulp) == Bo(Xe) lyne) = [ @(wp(as | yra)dae, o € Cy(R™).

Powyzsze przejécie w szczegolnosci wykorzystywane jest w dowodzeniu zbiez-
nos$ci omawianej metody (rozdzial 9). Prezentujac sposéb dowodzenia zbiez-
nosci wygodnie jest wprowadzi¢ dodatkowe oznaczenia. W tym celu definiu-
Jemy

o (u,) € P(R™) x Cp(R™) — pu(p) = [ ()
Niech K(a;, dz) bedzie operatorem calkowym K P(R"w) — P(R™)

o (Ko)(z) := [ K(x,dz)p(2)

o uK( dz — [ ulda) K (2,d2), = (uEK)(f) = u(K(f))

Na podstavme powyzszych notacji, przy zalozeniu, ze (my;—1,9¢) > 0 oma-
wiana zalezno$é rekurencyjna (3.3-3.4) mozna przedstawi¢ w postaci uktadu

(3.8) (prognoza) (ﬂ't\tflﬂp) = (ﬂ-t71|t717KQ0)a
(3.9) (korekta) (ﬁ\ta‘P) = (7Tt|t71ag<p)(7rt\t71)g)71
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4. Metoda Monte Carlo i funkcja waznoSci (ang. Importance Sam-
pling). Rozwazany w tym rozdziale problem dotyczy aproksymacji funkeji
gestoéci. Wybrana przez nas metoda jest symulacyjna metoda Monte Carlo,
ktorej idea oparta jest na teorii dystrybucji. Wyobrazmy sobie, ze zmienna
losowa X ma rozkltad o gestoséci p. W przypadku, gdy dla rozwazanego roz-
ktadu, istnieje generator liczb pseudo-losowych, wéwczas estymatorem miary
prawdopodobienstwa p jest rozktad empiryczny postaci

1 & .
(4.1) pr(dr) = Z 5(z — 2®),

gdzie § oznacza delte Diraca(®), natomiast ciag {z(M}N | jest ciagiem nie-
zaleznych probek wygenerowanych z rozkladu p (ang. perfect Monte Carlo
sampling).

Ponizsze wykresy przedstawiaja wynik zastosowania przedstawionej me-
tody w estymacji funkcji gestosci rozktadu gamma w zaleznosci od liczby
generowanych prébek.

Wykres 1.
N =60

Dysponujac estymatorem funkcji gestosci mozemy zastosowaé go do oszaco-
wania wybranych charakterystyk rozktadéw. Przypusémy, ze interesuje nas
oszacowanie momentu opisanego za pomocsy funkcji ¢

(4.2) p(e(x)) = Bylo(x)] = [ e(x)p(a)da,

gdzie ¢ jest funkcja catkowalng wzgledem p(z).
Wtedy na podstawie estymatora (4.1) otrzymujemy oszacowanie postaci

1 & .
(4.3) pr(p) =5 D o).
=1

(3) Przyjmujemy konwencje, ze zmienna losowa zawsze ma gestosé, ktorg definiujemy,
jako pochodng dystrybuanty. W przypadku rozkladu, ktéry nie jest absolutnie ciagty
pochodng rozumiemy w sensie dystrybucyjnym.
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Z mocnego prawa wielkich liczb estymator (4.3) jest prawie wszedzie zbiezny,
dla N — oo. Przy dodatkowym zalozeniu p(¢?) < oo spetnione sa zalozenia
centralnego twierdzenia granicznego, tzn.

N

@) VNGNGBl 2 NO 15 Y lel®) — px ()P,
i=1

gdzie L oznacza zbiesnosé w sensie dystrybuanty.

W przypadku gdy badany rozktad jest zlozony, wysoko wymiarowy i nie-
standardowy, w dodatku znany z doktadno$cia do stalej normujacej, bezpo-
$rednie generowanie probki jest zadaniem skomplikowanym lub wrecz nie-
mozliwym. W literaturze popularne sg trzy metody generowania préby na
podstawie empirycznego rozkladu, tj. funkcja waznosci, metoda eliminacji
lub markowowskie metody Monte Carlo (MCMC). W naszej analizie propo-
nujemy zastosowaé¢ metode funkcji waznosci.

Idea metody polega na zastapieniu analizowanego rozktadu p rozktadem
g (o mozliwie zblizonych wlasnosciach), dla ktérego istnieje generator liczb
pseudolosowych. Za pomocg wprowadzonego rozkladu ¢ generuje sie prébke
niezaleznych, wazonych zmiennych losowych {2 w(z)}N . Prébke uzna-
jemy za odpowiednio wazona jezeli prawdziwa jest tozsamosé

(4.5) Eqlp(x)w(x)] = cEp(p(x)),
gdzie ¢ jest stala normujaca (wspdlna dla kazdego N).

Jezeli powyzsze zatozenie jest spelnione, wéwczas metoda funkcji wazno-
Sci umozliwia zamiane wartosci oczekiwanej zmiennej p(X) wzgledem miary
p na warto$¢ oczekiwana zmiennej p(X) o w(X) wzgledem gestosci ¢

W6)  Eyle) = [ ep@dr= [ o@D @)

= Eqlo(z)w(z)]
Wagi w(z) okreslaja prawdopodobienstwo, ze prébka {z(M1Y | pochodzi

z rozktadu p. Wyznacza sie je ze wzoru w(z®) = Iq)g:;g, i=1,..,N ina-
zywa wagami waznosci. Gestos¢ ¢, ktéra ma zasadnicze znaczenie w tej
procedurze, nazywana jest funkcja waznosci.

Dysponujac probka N niezaleznych zmiennych losowych o gestosci ¢ de-
finiujemy estymator miary prawdopodobienstwa

(4.7) pn(dx) = p(dz) =Y w(zD)s( —2),
i=1
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oraz estymator wartosci oczekiwanej

=1

N
gdzie Y> w(z®) =1,Vi=1,..,N @) >0, {zOIY  oznacza prébke
prostz; zlrozkladu o gestosci q.

Formalne matematyczne uzasadnienie powyzszych rozwazan zwigzane
jest z pochodng Radona-Nikodyma, mozna je znalez¢ miedzy innym w pracy
Geweke’a [13]. Efektywnosé metody funkcji waznosci Scisle zalezy od wa-
riancji wag waznosci. Okazuje sie, ze estymator (4.8) jest zbiezny z prawdo-
podobienstwem 1, jezeli oszacowania wag sa nieobciazone Jezeli wariancja
wag nie jest skonczona, wowczas wariancja estymatora (4.8) réwniez jest
nieskonczona, to jednak nie przekresla teoretycznej zbieznosci omawianych
estymatorow.

5. Sekwencyjna funkcja wazno$ci (ang. Sequential Importance Sam-
pling, SIS) W praktyce bardzo czesto bezposrednie losowanie z rozkladu
brzegowego p(z; | y1.¢) nie jest zadaniem prostym, dlatego prébki losuje sa
z tacznego rozktadu p(zo.: | y1.¢), a nastepnie eliminuje sie wartosci zg.;—1.

Idea sekwencyjnej estymacji rozkltadu p(zo.+ | y1.t) polega na rekuren-
cyjnym wyznaczaniu oszacowania py(zo.¢ | y1.¢) bez zmiany historii stanéw

{x( AN L. W wyniku metody uzyskujemy cigg rozktadéw {mg.s¢}i>1 zalez-
nych od chwili ¢. Ponizej przedstawimy krotko schemat algorytmu. Zakta-

damy, ze w chwili t—1 czasteczki {$(()2—1 N | zostaly wygenerowane z funkcji

waznosci qi—1(xo.t—1), ich wagi waznosci wyznaczamy ze wzoru

p($(()l:1)f—1 | Y1:4—1)

(@)

(5.1) w,g )1 x
qe-1(Tg;-1)

(4)

N ast(gpme na ich podstawie w chwili ¢ generujemy czasteczki x; "’ z rozkladu

q: (- | 370 Ho1)-
Podstawa metody sekwencyjnej jest funkcja waznosci, ktora daje sie wy-

razi¢ rekurencyjna zaleznoscia (Cappe, [4])
t
(5.2) qi(zo) = qo(xo) [ [ 5 (x5 | wo,-1)
j=1

= qt—1(0:t-1)qt(w¢ | T0:¢-1)-
W markowowskich modelach zmiennych ukrytych funkcja waznosci (5.2)
przyjmuje postaé

(5-3) Qt(on:t | yl:t) = Qt—1($0:t—1 | yl:t—l)‘]t($t | $t—1ayt)-
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Generowanie prébki losowej z proponowanej sekwencyjnej funkcji wazno-
Sci odbywa sie zgodnie z przedstawionym ponizej algorytmem sekwencyjnej
funkcji waznosci

ALGORYTM SEKWENCYJNEJ FUNKCJI WAZNOSCI

Dla t =0, w(()i) ~ qo(zo) .
Dla t=1,...,T

~ q(zy | xé{%_l) i definiujemy

e Dla j=1...N generujemy xgj)
$(()]t) = {ft()]t) 1a$t])}
e Wyznaczamy wagi wygenerowanych czastek

€) (@ . G)

Wy o< W Uy

©)
e Normalizujemy wagi waznosci czasteczek w(]) %,
w
i=1

N i
> w,gj)zl.

Pojawiajace sie w algorytmie wagi czasteczek wyznaczane sa z zaleznosci

(i)
(5.4)  w? x : P(@0; | y1:1)
t @ .0 0)
qi (s ‘th 1) Q- 1(370t 1)
(%t | y1:¢) _ p(xéz:)t—l | y1:6-1)
qt<x£”|xé%1_1>p<x0t v gei@$y)
o wl®, p(ad) \y(l t)

qt($t) | x l% 1)p(x0:t—1 | Y1:4—1)
X wgl)luy)a

gdzie uy, w ogbélnym przypadku, definiujemy wzorem

ol e
ge(zi | 28 Sy 1 y_))

W literaturze czynnik u; nazywany jest wspélczynnikiem przyrostu wagi
(ang. incremental weight). Efektywno$¢ metody silnie zalezy od trafnosci
wyboru funkcji waznosci, dlatego w dalszej czeéci pracy bardziej szczegd-
lowo zajmiemy sie tym problemem. Zauwazmy, ze jezeli za kryterium opty-
malizacji wyboru funkcji waznoéci przyjmiemy minimalizacje warunkowej
wariancji wag w chwili ¢, wéwczas optymalng funkcja waznosci jest funkcja

(5.5) ut =y (2] 0.) =



Metoda filtru czgsteczkowego 79

[(DIE)]
(5.6) qt(zt | wo:t—1) =p(w¢ | To:t—1)-
W dalszej czesci pracy bedziemy pomijaé indeks okreslajacy moment, dla
ktorego okreslana jest funkcja ¢ (uzyliSmy go aby w przejrzysty sposob za-
prezentowaé ide¢ metody).

Uzywajac optymalnej funkcji waznoéci, wspotczynnik przyrostu wagi wy-
raza sie wzorem

(5.7) up =

7TO:t71|t(x(()271)

7r0:t—1\t—1($(()2—1)
Podobnie, jak w klasycznej metodzie funkcji waznosci, estymator tacznego
rozktadu warunkowego zmiennych ukrytych wyraza sie wzorem

N
(5.8)  #drr(dror) = py(deor | yur) = Y @ daor - ay).
i=1
za$ estymator wartosci oczekiwanej funkcji ¢
N
(5.9)  #(e) = b (20r) = Epy (ool (@(zor) = D plag )iy,
i=1

gdzie x(()l)T oznacza probke z rozkladu q(w[()l)T)

Otrzymany estymator jest estymatorem obciazonym ale zgodnym (ob-
ciazenie jest rzedu O(N)). W pracach [9], [13] Doucet i Geweke pokazali, ze
jezeli {w(()l)T N | jest zbiorem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozkladzie, zachodzi inkluzja nos$nikéw suppp(zo.r | y1.7) C suppg(zo.r |
y1.7) oraz warunkowa warto$¢ oczekiwana Ep (.. |y..) (¢ (Zo.7)) istnieje i jest
skonczona, to powyzszy estymator jest zbiezny z prawdopodobienstwem je-
den do badanej wartosci oczekiwanej, przy N — oo (mocne prawo wielkich

liczb)

EQ('|y1:T) [(p(xO:T)wT]
Ey(yrr 0]

(5.10) o (zo.r) —

2
(*) Z postaci warunkowej wariancji wag waznosci Varq(w(X)) = f [% - 1} q(z)dz
wynika, ze optymalna funkcja waznosci jest sama funkcja p(z), tj. ¢ = p.
przypadku, rozklad p znany jest z doktadnoscig do czynnika normujacego
5) W przypadku, gdy rozklad v doktadnoscig do czynnik jaceg
Z = f p(z)dx, ktérego nie mozemy wyznaczy¢ analitycznie, zamiast funkcji p rozwazamy

funkcje v, taka ze p(z) = %
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Przy zalozeniach, ze wartosci oczekiwane
p(zo.7 | yl:T):| )P(l“o:T | y1.1)
q(wo.r | y1:1) q(zo.r | y1.1)

istnieja i sa skonczone estymator (5.10) posiada graniczny rozktad normalny
(zachodzi centralne twierdzenie graniczne), tzn.

(5'11) \/N((,b - Ep(zo;lel;T)[(rO]) ~ N(Oa Etp)a

gdzie Xy = Varg[w(z)(p(z) — Eplp(x)])]-

Wybér funkcji waznodci jest istotnym elementem procedury, dlatego
w dalszej czesci przedstawimy najczedciej stosowane sposoby okreslenia funk-
cji waznosci.

E

p(xo:T|y1:T) |: i E

2
p(xO:T‘yl:T) <p (‘/EO T

5.1. Metody wyboru funkcji waznosci rozktadu.

1) ROZKELAD A PRIORI (ang. bootstrap filter) jest to najpopularniej-
sza 1 najszerzej stosowana postaé¢ funkcji waznosci [14], w ktorej za funkcje
waznosci przyjmuje sie prawdopodobienstwo przejscia
(5.12) q(xt | Tot—1,Y1:6) = P(@e | T4-1) = k(g | 141).

Wowcezas warunkowa funkcje gestosci mozna przedstawi¢ w postaci
e | )p(@e | Yor—1)
Pyt | Yo:e—1)

(5-13) p(xt \ yo:t) = P(ﬂft | ytayO:tfl) =
o g(ye | w¢) p(@e | Yo:e—1)

waga generator

(5.14) p(ze | you1) = / Pt | 20-1)p(Er1 | Youm1)dzer
z/ (¢ | 24-1) 25 (Te-1 — t 1|t L
1 (i)
= N Zp($t | $,4,71\,4,71)

Nzk Lt ‘xt 1)t— 1)
W tym przypadku przyrost wagi waznosci wyraza sie proporcja

(5.15) u? o< gy | =),

Gléwna wada tak skonstruowanej funkcji waznosci jest niezaleznos¢ od ob-
serwacji, co moze powodowaé¢ brak odpornoéci na wartoéci odstajace [4].
7 drugiej jednak strony w wiekszosci przypadkéw taki wybér jest najko-
rzystniejszy ze wzgledu na tatwos¢ uzyskiwania préby, a dalej estymacji
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badanego rozkladu (co znacznie zmniejsza stopien komplikacji algorytmu
oraz czas jego dzialania).

2) JADRO OPTYMALNE (ang. Optimal distribution). Metody filtracji
optymalnej zostaly zaproponowane przez Liu i Chen [16] (chociaz wczesniej
juz byly stosowane do szczegdlnych przypadkéw w pracy [22]). W tym po-
dejsciu funkcja waznoéci zalezy od wartosci x;_1 oraz y;

(5-16) Q(»Tt | xO:t—laylzt) = p($t | $t—1,yt)

(5.17) oo |70 =] Zﬁﬂ'Zﬂfﬁ;ﬁ;ﬁ]‘iﬁzxt-

Uwzgledniajac zalozenia (2.3)—(2.5), na podstawie ogdlnego wzoru (5.4)
otrzymujemy nastepujacy wzér na wagi waznosci

A A ()
(5.18) w? o wy_)lp(yt \ w(ti) )p(i)
q(zy” [ 221, yr)

Taki wybér funkcji waznosci jest optymalny ze wzgledu na mozliwo$é¢ mini-
malizacji warunkowej wariancji wag waznosci w chwili t. Zauwazmy bowiem,
7e wariancja wyraza sie wzorem

(5.19) var

Q(wt|r§i>,yt) [w’gl)]

o V[ (ke 1220t 1 20) |
= = Tt — 2 t x(z_)l
= <p( )> / day —p~(ye | 2124)

Yt | Y1:t—1 q(gjt | xlgi)l’yt)

i 2
o w
P | Y1:e—1)

2
X [/ q(ze | 21,41 </ k(E: | 2 gy | 57t)d57t> dzy — p*(ye | xg”ﬂ]

. 2
_ wil—)l
p(yt | ylzt—l)

2
X [ / q(ze | 2|, ye)de, ( / k(E | 27 ) gy | @)d@) — Py | xi’h)]

o (oY (@ SEEYRING
ol k(& | 2 Fi)di, ) - 23] = o.
(e | Y1:4-1) </ (@ | 221)g(ye | ) t> P (ye | 242y)

W réwnosci (*) wykorzystujemy zaleznosci (5.17), na podstawie ktorej wy-

znaczamy wzor na postaé iloczynu k(x| wgl)g(yt | x¢). Przejscie (**)

uzyskujemy zakladajac, ze q(xs | xgi_)l,yt) =p(z; | wgi_)l,yt), wéwezas catka
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z funkcji gestosci wynosi 1. Przy takim wyborze funkcji waznosci wagi spet-
niaja zaleznos¢ rekurencyjng postaci

(5.20) w,ﬁi) x wg?lp(yt | xﬁ)l).

W praktyce stosujac jadro optymalne mozna napotkaé dwa powazne pro-
blemy. Pierwszy zwiazany jest z koniecznoscia losowania z rozkladu p(x |
aﬁgl,yt), drugi z obliczeniem calki p(y; | xi?l) = [k(z: | ajgi)l)g(yt | z¢)dxy
(moze nie mieé¢ postaci analitycznej). Postaé analityczna wag istnieje tylko
dla wybranych modeli. W literaturze problemu pojawia sie coraz wiecej tech-
nik efektywnego wyboru i estymacji funkeji waznosci q(z; | z¢—1,y:) [5], [6],
[9].

Przyktad 1. [9] Rozwazmy nieliniowy gaussowski model przestrzeni
stanow

= f(xio1) + v v ~ N(Op, <1, 20), (5.21)
Y = Cft + wy Wy ~ N(Onwxla Ew)a (522)

gdzie f : R™ — R™ jest nieliniowg funkcjg, C € R™*™= jest macierzy
obserwacji. O skladnikach losowych v; 1 w; zakladamy, ze sa wzajemnie
niezalezne, ¥, > 01 X, > 0.

Wykorzystujac wtasnosci wielowymiarowego rozkladu gaussowskiego
mozna pokazaé, ze warunkowy rozktad zmiennej ukrytej z; wzgledem zmien-
nej x;_1 i obserwacji y; jest rozktadem normalnym

(5.23) x| w1, ye ~ N(my, X),

o parametrach

(5.24) sl=x'+C"Ts, o

(5.25) my = S(S, " f(@—1) + CTS, ),

oraz rozkladzie warunkowym

(5.26)  p(y: | w1-1)

ocenp (= = CH-)(E, + CECT) M - Cf(ain)).

W prezentowanym przyktadzie wykorzystuje sie zaleznosé, jaka spelniaja
warunkowe funkcje gestosci
(e, yr | T1-1)

Py | w4-1)

Na poczatku zauwazmy, ze rOwnanie obserwacji mozemy zapisa¢ w postaci

(528) Yt = Cf(l?t_l) + Cl/t + wy.

(5.27) p(e | xeo1,y) =
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W takim razie rozktad p(y; | x—1) jest rozkladem normalnym, w celu okre-
Slenia gestosci wystarczy zna¢ warunkowa wartos¢ oczekiwang oraz warian-
cie E(ye | xr—1) = Cf(x41), var(y; | ap—1) = CE,CT + 5y,

Aby wyznaczy¢ rozklad p(z; | ©¢—1,y:), wystarczy znalezé funkcje gesto-
$ci tacznego rozkladu p(z¢, 4 | £1—1). Rozwazany model (5.21, 5.22) mozemy
zapisa¢ w postaci macierzowej

Tt f(xi—1) I 0| |
5.29 = + ,
woéwczas korzystajac z teorii wielowymiarowego rozkltadu gaussowskiego wa-

runkowy rozklad zmiennych (X;,Y;) wzgledem zmiennej X; 1 jest rozkla-
dem normalnym

Ty f(zi—1) E11212]>
5.30 ~N ) )
( ) [yt} ([Cf(xt—l):| [221222
gdzie X1 = %, X1 = 8,07 — 21 3y = 08,CT + %,,. Dokonujac pod-

stawienia oraz zmudnych przeksztalcen wzoru (5.27) otrzymujemy rozklad
normalny zadany parametrami (5.24), (5.25).

3) ROZKLADY SUBOPTYMALNE (ang. suboptimal distributions). W
zwigzku z trudnosciami stosowania jadra optymalnego pojawily sie metody,
w ktérych proponuje sie rézne sposoby estymacji jadra. Rozktady otrzymane
woéwczas nazywamy suboptymalnymi, poniewaz méwiac ,po literacku” sa
one optymalne w klasie takich, ktére sie da policzyé¢. Jedna z takich metod
(Doucet [9]) opiera si¢ na idei Rozszerzonego Filtru Kalmana, w ktérym
wykorzystuje sie lokalng linearyzacje modelu przestrzeni stanéw. Niestety
w literaturze ciagle brakuje ogélnej teorii dotyczacej przeprowadzania takiej
procedury. W pracy [9] Arulampalam i Maskell twierdza, ze wprowadza-
nie do modelu dodatkowego kroku zwigzanego z estymacja funkcji wazno-
$ci moze istotnie podniesé koszty dziatania algorytmu bez gwarancji istot-
nych korzysci. Z tego powodu najstosowniejszy ich zdaniem jest wybor jadra
a priori.

3.1. Funkcja waznosci wyznaczana metodg lokalnej linearyzacji. Jeden
ze sposob6éw wyznaczenia funkcji waznosci q(xy | 4—1,y:) polega na rozwa-
zaniu funkcji waznosci w postaci rozktadu parametrycznego q(z; | 0(x¢—1,
y¢)). Przy czym zakladamy, ze 6 jest skonczenie wymiarowym parametrem
0 € © C R™, ktérego wartoé¢ determinowana jest przez xy_1 i g, 0 :
R" x R™ — O jest odwzorowaniem deterministycznym. Prezentowana me-
tode przedstawimy na dwdéch wybranych podejsciach zaczerpnietych z pracy
Douceta [9].
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A. LOKALNA LINEARYZACJA MARKOWOWSKIEGO MODELU
PRZESTRZENI STANOW.

Idee metody przedstawimy rozwazajac nastepujacy model
(531) Ty = f(xt,l) +Ut Ve ~ N(Onvxl,zv),
(5.32) yr = g(xe) + wy we ~ N(0p,x1, X)),
gdzie f : R"™» — R", g : R" — R™ sa funkcjami rézniczkowalnymi,
o sktadnikach losowych v; i w; zakladamy, ze sa wzajemnie niezalezne, 3, >
01X, > 0. Szacujac rownanie obserwacji, za pomocg wzoru Peano w punkcie
f(z¢—1) otrzymujemy réwnanie liniowe
(5.33)  yr = g(z¢) +wy

~ o) + B |y w- F)
t

Nowy model ztozony z réwnan (5.31) i (5.33) nie jest juz modelem mar-
kowowskim, ale jest liniowym modelem gaussowskim, dzieki temu szukana
funkcja waznosci jest postaci

(534) q($t | 'It—layt) ~ N(mt7 Et)a

ze $rednia m; i macierza kowariancji ¥; wyznaczana dla kazdej trajektorii
na podstawie wzoréw

ey [0g(x) T 1 0g(y)
(5-35) Et 1 = E’U 1 + |: axt |;(;t:f(xt71) Ewl axt |$t:f(xt71)’
_ -1 8g(a:t) ! -1
(5.36) my = 3y | X, f(24-1) + oz, loi=f(@e_) | Zw W — 9(f(21-1)))

dg(xt)
+ Txt |1’t:f(1’t71) f@t—l)) .

Wagi waznosci wyznacza sie (z doktadnoscia do stalej ) na podstawie
wzoru (5.26).

Przyktad2. Model nieliniowy [14]. W literaturze jako klasyczny przy-
ktad modelu nieliniowego rozwaza si¢ model postaci

(5.37) @ = f(zs_1) + s = 0,521 + 25— —2— 4 8cos(1,2t) + v,
L+7
2

x
(5.38) ye = g(xy) +wy = i + wy,

gdzie g ~ N(0,5), zmienne losowy v; i w; sa wzajemnie niezaleznymi
zmiennymi losowymi generowanymi z rozktadéw normalnych, v; ~ N(0,02),
wg ~ N(0,02). W tym przypadku nie da si¢ wyznaczy¢ w sposéb analityczny
rozktadu p(y; | z;—1) oraz nie mozna generowaé¢ bezposrednio z rozkltadu
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p(xt | xe—1,yt). Z tego wzgledu w celu wyznaczenia funkcji waznosci propo-
nuje sie zastosowanie metody lokalnej linearyzacji rownania obserwacji.

(5.39) yr = g(xe) + we = g(f(x4-1))
0g(x¢
* ?9(;1) | wi=f@ir) - (@ = flzi1)) + w

_ fQ(eTt—l) J(wi1)
= — 20 + 10 Ty + Wy

Szukana postacia rozktadu p(z; | z4_1,y:) jest rozktad normalny N(my,o?)
z parametrami zadanymi wzorami

2
(5.40) o l=02+0" Og(w+) | =0,
. t — Y%ov w axt zr=f(xr—1) — Y

f(xi—1) (1 + fz(ﬂftl)> ‘

2
2 —1f (xt—l)
T g

(5.41) my = 0? <0U2f(xt_1) + 0;2

10 20
Funkcja wag wyraza sie réwniez rozkladem normalnym takim jak nizej
(5.42) pye | we—1) = N((f*(ze-1) + 03)/20,07).

B. LOKALNA LINEARYZACJA OPTYMALNEJ FUNKCJI WAZNO-
SCI.

Zakladamy, ze ¢(x;) Y 1n p(xy | ©—1,y:) jest dwukrotnie rézniczkowalna
wzgledem z; na przestrzeni R™ dzieki czemu mozemy aproksymowaé funk-
cje £(x;) za pomoca wzoru Taylora rzedu dwa w punkcie x

(G43) L)~ ) + @) e 2) + gl — 2 @)~ 7).

gdzie
(5.44) ey =2
(5.45) () = )

= 7 | o=
Ox0xy

Punkt x, w ktérym dokonujemy aproksymacji, jest wybierany arbitralnie
(ale okreslany jest przez odwzorowanie x;_1 i ;). Jezeli dodatkowo za-
tozymy, ze funkcja ¢’(x;) jest ujemnie okre$lona (warunek zachodzi, gdy
funkcja £(z;) jest wklesta), wowczas okreslajac

(5.46) S(z) = 0" (z) 7
(5.47) m(x) = ()l (x,),
otrzymujemy

(5.48) [/ ()] (2 — 2) + %(fﬁt — )" (@) (ze — @)
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_o- %(:gt = m@)'S @) (0 — @ — m(x))

Z powyzszych rozwazan wynika, ze za funkcja waznosci jest gaussowska funk-
cja rozktadu

(5.49) q(ze | 2e-1,y) = N(m(x) + z,5(x)).

W przypadku, gdy funkcja p(x; | £1—1,y¢) jest unimodalna, najkorzyst-
niej jest przyjaé, ze warto$é¢ x jest mediana rozkladu p(x; | x4—1,y:), wtedy
m(xz) =0p, x1-

Przyktad 3. Klasycznym przypadkiem, w ktérym warto zastosowaé
powyzsze rozumowanie, jest liniowy model gaussowski z obserwacjami gene-
rowanymi z wyktadniczej rodziny rozktadow

(550) Tt = A(Iftfl + V¢,
(5.51) p(ye | z¢) = exp(yl Cxy — b(Cxy) + c(yy)),
gdzie C' jest macierza n, X ng, b: R"™ — R, c: R"™ — R, ¥, > 0. Wtedy

(5.52) £(w¢) = Inp(ay | @o—1, 1)
1
= C +yl'Caxy — b(Cxy) — 5@ = Az )8 (@ — Azya),

0%0(xy) 0?b(Cxy) _
5500 () = ——2 |, _, = ——""“ | _ —¥-1
( ) (x) axtax? t= ax% t v

Przyktad 4. Kolejny przyktad dotyczy zastosowania metody filtru
czasteczkowego do procesu stochastycznej zmiennosci SV. Ciekawa cecha,
ktora odréznia model SV od modeli typu ARCH, GARCH, jest to, iz warun-
kowa wariancja jest odrebnym procesem stochastycznym. W praktyce ozna-
cza to, iz zmiany warunkowej wariancji nie sa utozsamiane z przyczynami
zmian obserwacji procesu. Umozliwia to lepsze modelowanie rzeczywistej
zmienno$ci niz w przypadku modeli GARCH. Dodatkowymi zaletami oma-
wianego modelu jest mozliwos¢ modelowania zjawiska ,grubych ogondw”,
oraz leptokurtozy. Powyzsze wlasnosci procesu stanowia o jego konkuren-
cyjnoéci oraz powoduja, ze coraz czesciej model SV stosowany jest do analizy
zmiennosci danych finansowych [18].

Najczesciej proces stochastycznej zmiennosci {x; }1eny definiuje sie ukla-
dem réwnan

o2
(5.54) Ty = QTy_1 + O, g~ N <0> 0a2> )

(5.55) Yi = pexp (%) £t

Zmienna x; jest logarytmem wariancji warunkowej w chwili ¢, sktadniki lo-
sowe 1y 1 €; sa wzajemnie niezalezne, o standardowym rozkladzie normal-
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nym. W praktyce zmienna y; moze na przyklad oznaczaé¢ dzienng stope
zwrotu danego instrumentu finansowego. Przyjmujac, ze F; jest zbiorem
wszystkich informacji dostepnych o procesie obserwacji do chwili ¢ wlacznie
(filtracja), a 6 jest wektorem parametréw modelu 6 = [v, ¢, 02], woéwczas wa-
runkowe gestosci omawianego modelu przyjmuja postaé fo(z; | x4—1,0, Fi—1)
= N(axi_1,0%); go(ys | w, Fy_1) = N(0, ¢* exp(x)). Z doktadnogcia do sta-
tej potrafimy wyznaczy¢ taczny rozktad zmiennej ukrytej wzgledem obser-
wacjl.

Istotnie, gestos¢ warunkowa wyrazona zaleznoscia
(T, Th—1, Yk)

P(Tk—1,Yk)

Pk lz)p(ek | o—)p(ek—1)  — pyk | zi)p(@k [ 2K-1)

JpQye | ze)p(@e | zh-1)dzep(ze-1) [Py | 26)p(z) | 28-1)dz)
o< p(yk | zr)p(xk | TH-1)

przyjmuje postaé

p(xk | xk—layk) =

(5.56) exp{—[o"*(zx — azp_1)* + ¢ exp(—ax)yi + 4] /2}.
Zatem
t
(557) p(xlzt ‘ yl:t) = H eXp{—[072(xk — axk,l)Q
k=2

+ ¢ exp(—zk)yi + 7] /2}.
Niestety ze wzgledu na zalezno$é zmiennych ukrytych, ich wysoki wymiar
oraz obecnos¢ skladnika exp(—)y; nie mozna w sposéb bezposredni ge-
nerowa¢ prébki z rozkladu (5.57). Dodatkowo sytuacje komplikuje fakt, ze
nie istnieje analityczna postaé¢ funkcji okreslajacej wagi czasteczek p(y; |
x¢—1). W celu wyznaczenia postaci funkcji waznosci proponujemy rozwi-
niecie sktadnika wyktadniczego exp(—xj) w punkcie, ktory jest warunkowa
wartoscia oczekiwang axy_1 zmiennej xj

1

(5.58)  exp(—zk) ~ exp(—axp){l — (vx — azr_1) + §(xk —axp_1)?}.
Wykorzystujac oszacowanie (5.58) we wzorze (5.56) w wykladniku funkeji
exp(+) otrzymujemy nastepujaca forme kwadratowa

1 —_ —
(5.59)  — 5 (07 (@ — awp—1)® + ¢ *yp exp(—xx) + )
1 —_ —
= — 5 (07 (wx — awp-1)? + 67y} exp(—awp1)

— ¢ 2yi exp(—axy_1)(Tk — axp_1)

1
—I—§¢ 21/1% exp(—axg_1)(zr — Owk-—1)2 + xk)
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1 1
=3 <(02 + §¢’2y,% exp(—axk_1)) (zr — ozwk._l)2
+(—¢*ypexp(—axp_1) + 1)(z) — azp-1)) + C(Tk—1, Yk)
1

T2 <(0_2 + %(ﬁ”yi exp(—awk-1))

2
1— L6722 exp(—amg_1) >>
))

X | (zp —axp_1) +
<( k k—1) 2(02 + %(ﬁ*?yz exp(—axy_1

+ Cl(xkfh yk)

Powyzsza postaé¢ kanoniczna wskazuje, ze szukany rozktad (funkcja wazno-
$ci) bedzie rozkladem normalnym z parametrami, wartoscia oczekiwana

{1 — &%y exp(—owp_1)}/2
o2+ ¢?yl exp(—awxy_1)/2’

(5.60) My = QTp_1 —

oraz wariancjg
(5.61) i = (072 + ¢ Pypexp(—aw-1)/2) 7"

Stosujemy algorytm SIR generujac na poczatku Xy ~ N(0,0), a kolejne
wartosci standéw X z wyznaczonej funkcji waznosci, natomiast wagi gene-
rowanych czasteczek wyznaczmy ze wzoru

exp{—[07?(z) — azk_1)* + ¢~ 2 exp(—zy)yi + xk]/2}

o0 expl[ry (e — P21

6. Resampling. W praktyce, po kilku iteracjach algorytmu SIS okazuje
sie, ze wszystkie oprocz jednej wagi waznosci przyjmujg wartodci bliskie zeru
— pojawia sie tzw. zjawisko degeneracji préby. W zwiazku z tym do algo-
rytmu wprowadza sie dodatkowe losowanie majace na celu ,jodnowienie”
trajektorii, z angielskiego nazywane resamplingiem. Podstawowa procedura
resamplingu polega na losowaniu N wartoéci z dostepnej populacji czaste-
czek (jest to losowanie z szacowanego rozkladu ﬁé\\]t) Losowanie odbywa sie
zgodnie ze znormalizowanymi wagami wyznaczanymi podczas algorytmu.
W literaturze znanych jest co najmniej kilka metod przeprowadzania resam-
plingu. A mianowicie resampling wielomianowy (ang. multinomial resam-
pling), rezidualny (ang. residual resampling), systematyczny (ang. systema-
tic resampling). Niestety pelne wlasnosci teoretyczne wymienionych metod
ciagle stanowig otwarty problem. W pracy proponujemy korzystanie z algo-
rytmu systematycznego oraz wielomianowego.

Prezentowane ponizej algorytmy sa przedstawione dla ustalonego mo-
mentu ¢.



Metoda filtru czgsteczkowego 89

RESAMPLING SYSTEMATYCZNY
1. Losujemy N uporzadkowanych wartosci wuy = % +uw, gdzie u ~

o((0.4]). 1

2. Powtérnie losowane czasteczki x
(@)

Eft), Jj =1,..,N; sa otrzymywa-

ne jako kopie czasteczki x gdzie N; jest liczbag warto-

tjt—1°2
e A
éciukE(Zd)t,Zﬂ)t .
s=1 s=1

Zaleta powyzszego algorytmu jest tatwosé w jego konstrukcji, niestety
czasteczki generowane na jego podstawie przestaja by¢ niezalezne, co znacz-
nie utrudnia badanie zbieznosci metody. W literaturze metoda czesto wy-
stepuje pod nazwa prébkowania minimalizujacego wariancje (minimum va-
riance sampling), poniewaz wagi replikowanych czasteczek wybierane sa tak,
aby minimalizowaé¢ wartoé¢ wariancji Var [N;] = E [N; — E[N;]]°.

RESAMPLING WIELOMIANOWY

1. Losujemy N niezaleznych zmiennych losowych {uk}]kvzl 0 roz-
k¥adzie jednostajnym na przedziale (0,1].
2. Definiujemy indeks I(i) = F~!'(u;) dlai = 1,..,N. Funkcja
F_l(') jest odwrotnoscig dystrybuanty wyznaczonej na podsta-
DN
b

wie znormalizowanych wag czgsteczek {d)t( i—1, rozumiang

w taki sposéb, ze F~l(u) =i, jesli u € (Zi;ll TS S

3. Powtdérnie losowane czgsteczki $E|lt)
L0 _ (@)

t|t tlt—1"

otrzymujemy podstawiajac

=T

Resampling wielomianowy umozliwia wygenerowanie N nowych, nie-
zaleznych czasteczek ze znanego zbioru. Kazda nowa czasteczka pojawia
sie N; razy (N; moze by¢ zerem), gdzie Z£i1 N; = N, E(N;) = NaoW,
Var(N;) = No®W (1 — o®).

Niestety stosowanie procedury resamplingu oprécz korzysci — wyboru
najbardziej prawdopodobnych trajektorii w efekcie wielokrotnego stosowa-
nia — powoduje degeneracje réznorodnosci préby (ang. sample impoverish-
ment) oraz utrate niezaleznosci czasteczek. Zauwazmy bowiem, ze trajekto-
ria {xézi,z = 1,..., N}, ktéra ma odpowiednio wysokie wagi waznosci wg”,

wybierana jest wiele razy, co w konsekwencji powoduje, ze trajektorie x(()l}c)

(6) Wéwcezas zmienna losowa uy, ma rozktad jednostajny na przedziale (kN;l, %] .
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i a;(()fi), dla i1 # ig, i1,i2 € 1,...,N sa identyczne [14]. Jednym ze spo-
sobow zapobiegania degeneracji trajektorii jest ograniczenie czestotliwosci
przeprowadzania resamplingu. W literaturze (miedzy innymi [3], [4]) miara
degeneracji algorytmu jest wspétczynnik definiowany za pomocg wariancji
wag waznosci

N N
6.1 NESS = — = — S N.
o1 T var (w00 Eyf(roa)]
Wspélezynnik ten nazywany jest efektywna wielkoScia probki (ang. effective
sample size). W praktyce, niestety nie mozna wyznaczy¢ go analityczne,
dlatego postugujemy sie oszacowaniem powyzszej wielkoSci wyznaczanej ze
wzoru

N -1
(6.2) NESS = (Z (wt(l))2> .

i=1
Na podstawie wzoru (6.1) mozemy wyznaczy¢ przedzial zmiennosci dla
wspotezynnika efektywnej wielkodci proby tj. 1 < Nggg < N. W praktyce
proponuje sie przeprowadzanie resamplingu w przypadku, gdy Ngss < Nrp,
gdzie N jest wartoscia krytyczna (zazwyczaj ustalana na poziomie réwnym
potowie liczby iteracji algorytmu Np = %)

7. Klasyczny algorytm filtru czasteczkowego (ang. Sampling im-
portance resampling filter, SIR). Klasyczny algorytm filtru czasteczkowego
SIR jest najbardziej znang i najczesciej stosowana postacia symulacyjnej
metody Monte Carlo wykorzystywana do numerycznej aproksymacji roz-
ktadu {p(x¢ | y1.t) }+>1. Algorytm SIR jest rozszerzong postacia procedury
SIS. Modyfikacja polega na wprowadzeniu ponownego prébkowania, (ang.
resampling), ktory ma zapobiega¢ problemowi degeneracji préobek, czyli pro-
pagowaniu nieistotnych czasteczek do kolejnych iteracji algorytmu. W wersji
klasycznej wyznaczenie brzegowego rozkladu p(x; | y1.1) wymaga przeprowa-
dzenia dwdch nastepujacych po sobie etapéw predykeji i tzw. korekty (uak-
tualnienia). W prezentowanym ponizej algorytmie funkcja waznosci oraz
wspblezynnik uE] ) (przyrost wagi) wystepuja w ogdlnej postaci, a resam-
pling jest dokonywany w kazdej iteracji (bootstrap PF, [14]).

SIR

1) Dlat = 0 z zadanego rozktadu poczatkowego generujemy N
stanéw poczatkowych xéﬁl ~mo(zo), j=1,...,N,
Dla t =1,..,T oraz j = 1,..., N przeprowadzamy dwukrokowg induk-
cje ze wzgledu na ¢

(LOSOWANIE)
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2) Dla j=1..N losujemy xg‘]t)_l ~ q(2yp—1 | xij_)w_l)

3) Wyznaczamy wagi wygenerowanych czasteczek

0 oc w® y@

()
Po normalizacji otrzymujemy wagi czagsteczek w(j) = -

N
Z'th(]) = 1. Otrzymujemy estymatory
J

7Tt|t 1(dxy) = 25 @ (dzy),

tlt—1

7Tt|t da?t Zw§])5 (i) (d(lft)

tlt—1
=1
(RESAMPLING)
4) Zgodnie z wyznaczonym prawdopodobiefistwem losujemy nieza-

(G N

leznie (ze zwracaniem) czasteczki {xt|t P

P =29 y=a®  j=1,.,N.

t|t tlt—1
Na podstawie prébki {xl(t']t), N} otrzymujemy empiryczng miare
prawdopodobiefstwa
1 X
7Tt|t da?t N Z(Sxi‘z da?t

5) Podstawiamy t =t+ 1 i powtarzamy algorytm od punktu 2.

Ponizej prezentujemy wynik zastosowania algorytmu SIR do estymacji
stanéw zmiennej ukrytej modelu SV z parametrami o = 0,85, 8 = 0,65,
o=1.

Wykres 2. Realizacja zmiennej ukrytej. Linia ciagta — realizacja na pod-
stawie modelu SV, linia przerywana — wynik estymacji na podstawie algo-
rytmu SIR z N = 500, dla szeregu o dtugosci T' = 500.



92 K. Brzozowska—Rup, A.L. Dawidowicz

7.1. Ograniczenia. Zaprezentowany algorytm umozliwia uzyskanie zgod-
nych estymatoréw, w wielu przypadkach jest tatwy w implementacji, efek-
tywno$¢ algorytmu nie zalezy od wymiaru badanego uktadu, ale w prak-
tyce musimy by¢ $wiadomi jego niedoskonalosci. Okazuje sie bowiem, ze
nawet w przypadkach, gdy potrafimy wtasciwie oszacowaé funkcje wazno-
Sci algorytm, SIR moze okazal sie nieefektywny. Taki problem pojawia
si¢ wéwcezas, gdy ciagi dystrybuant m, 1), (p—1) i Tp_1jpn—1(Tn—1) sa roz-
biezne. Wowczas wariancja przyrostu wag jest duza i konieczne jest czeste
przeprowadzanie resamplingu. To z kolei moze spowodowaé, ze estymator

N
ﬁﬁft(daﬁt) => u?t(] )533% 1 (dz¢) bedzie niewiarygodny, wprowadzenie dodat-
i=1 -

kowego losowania wiaze sie bowiem z dodatkowa wariancja(”). Chociaz na-
szym celem jest zachecenie Czytelnika do korzystania z metod czastecz-
kowych, musimy jednak zwréci¢ Jego uwage na kilka niedoskonatosci algo-
rytmu SIR. A mianowicie algorytm wykazuje wysoka wrazliwosé na trafnosé
wyboru funkcji waznosci, w chwili ¢ nastepuje tylko losowanie zmiennej Xt(l),
a pozostate wartosci (Sciezki) Xfft_l pozostaja niezmienione w swietlne no-
wych obserwacji. W szczegblnoséci problem polega na tym, ze dla k < n
dystrybuanta brzegowa 7y.,(,(Zx:n) bedzie szacowana na podstawie tylko
kilku czasteczek (a moze sie zdarzyé, ze tylko jednej), poniewaz w algo-
rytmie miedzy chwila k a n wielokrotnie wykonano resampling. Mozna wiec
oczekiwad, ze wiarygodna estymacje uzyskamy tylko wtedy, gdy n—k bedzie
mata.
W pracy przedstawimy dwie wybrane metody bedace modyfikacja kla-

sycznego algorytm filtru czasteczkowego:

e auziliary particle filter,

e block sampling strategy.

8. Zaawansowane metody SMC. W poszukiwaniu optymalnej po-

(7) W ten sposéb pojawia sie czesto spotykany w statystyce problem, ktéry mozna
sformutowaé: wyposrodkowaé pomiedzy strata informacji i kumulacja bledu.
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staci algorytmu w rozdziale 3 przedstawiliémy mozliwosci wyboru sekwen-
cyjnej funkeji waznosci. Kolejna z proponowanych modyfikacji dotyczy spo-
sobu przeprowadzenia resamplingu.

8.1. Auziliary particle filter (APF). Metoda APF zaproponowana przez
Pitta i Shepharda [19] jest proba zwiekszenia efektywnosci dziatania metody
funkcji waznosci. W omawianym podejsciu funkcje waznosci definiuje sie za
pomoca jadra optymalnego q(z; | To.t—1,91.¢) = p(x¢ | e—1,9:). W celu
zmniejszenia wariancji wag waznosci zmienia sie kolejno$¢ krokéw algorytmu
SIR. Najpierw przeprowadzany jest resampling, a potem odbywa sie genero-
wanie czasteczek (poprawno$é rozumowania wynika z faktu, iz wynik losowa-
nia z funkcji g nie zalezy od z;). Okazuje sie, ze taka zmiana daje podwdjna
korzysé. Z jednej strony pozwala na zwiekszenie réznorodnosci czasteczek,
co umozliwia lepsze szacowanie rozktadu. Z drugiej losowos¢ zwiazana z re-
samplingiem nie wplywa na wagi waznosci, dzigki czemu mozna ograniczy¢
strate informacji (metoda APF umozliwia redukcje wariancji wag waznosci).
Resampling czasteczek w chwili ¢ przeprowadza sie z prawdopodobienstwem
bliskim p(y; | x¢+—1), tak wiec dokonuje sie proby przewidzenia najbardziej
prawdopodobnych czasteczek.

W praktyce zaproponowana modyfikacja oznacza generowanie czasteczek
z rozszerzonego rozkladu brzegowego o funkeji gestosci p(x¢,l | y1.¢). Roz-
ktad ten mozna wyrazi¢ z doktadnoscia do staltej nastepujacym réwnaniem

(8-1) p($tal | yl:t) X g(yt | $t)p($t,l | ylzt—l)
= g(ye | )p(ze | Ly | yi)_1).

Jezeli bezposrednie generowanie z rozkladu p(x¢, 1 | y1.¢) jest skompliko-
wane, wowczas jest on aproksymowany rozktadem wyznaczonym przez funk-
cje waznosci postaci

l l l
(8.2) g(@, 1| y1a) o< g(ys | k(e | 2D wl .

Parametr [ € {1,..., N} nazywany jest zmienna pomocnicza (ang. auziliary

variable), wartosé ,ugl) jest pewna charakterystyka zmiennej x; wyznaczana

pod warunkiem a;gl_)l Najczesciej ugl) wyznaczana jest jako wartos¢ oczeki-
wana, mediana lub dowolna warto$é¢ wylosowana z rozkladu K(z; | xglzl)
Dla ogdélnego zapisu bedziemy przyjmowaé uﬁl) = h(xglzl)

Przedstawiajac funkcje (8.1) w postaci iloczynu

(83) Q(xtal | yl:t) = Q(l | yl:t)q<$t | laylzt);
oraz przyjmujac, ze

(84) Q(xt | laylzt) = k(xt | x,gl_)l),
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otrzymujemy nastepujaca zalezno$é

(8.5) a(l | yre) o< gye | w2,

Powyzsze rozumowanie pokazuje, ze generowanie z rozkladu q(zy,l | y1.¢)
jest rownowazne dwustopniowemu losowaniu, a mianowicie najpierw gene-
rujemy warto$é¢ indeksu 1) ~ g(I | y14), a na jego podstawie losujemy

z funkcji przejscia k(x; | xﬁljl)

Algorytm auxiliary particle filter
1) Dla j = 1,...,N generujemy x(()j)
nosci zb(()j) x g(yo | a:(()j))
Dla t=1,..,T.
2) Dla t=1,...,N wyznaczamy ,ugj) = h(x,@l),
3) Losujemy N indekséw czasteczek [ € {l1,..,N} zgodnie z roz-

~ mo(xo), wyznaczamy wagi waz-

ktadem dyskretnym o wagach vﬁj) = wij;)lg(yt | ,ugj)), j=1.,N,
(RESAMPLING)

4) Dla j=1,..,N generujemy prébke {xgj)}, takay ze P(xgj) ~(lj))

= xt

; } 9)

= ugj), gdzie ugj) = ;U(’jj) )
t

(LOSOWANIE)

o : ~(7) =) | ,.(3) -

4) Dla j =1,..,N losujemy #;”” ~ q(&;" | z;2;,y+). Wyznaczamy wagi

waznosci

o0 _ o 9w | Tk | o)
ol - | &)
q(@" | o2y, )

Po normalizacji otrzymujemy wagi czasteczek wt(]) = .

j=1,..,N.

Oczekuje sie, ze wyznaczone wagi w; charakteryzuja sie mniejszg zmien-
noscia niz wagi otrzymywane w klasycznym algorytmie PF.
Na podstawie powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujacy estymator
rozktadu brzegowego
N . ,
" * "
(8.6) Pl |y oY gl | i K (e | 2 3)wit)
i=1
Dla zobrazowania dziatania powyzszej procedury przytoczymy przyktad pre-
zentowany przez Pitta i Shepharda w pracy [19].

Przyktad 7. Ponownie rozwazamy model stochastycznej zmiennosci
(5.52)—(5.53), ale tym razem wykorzystamy fakt, ze funkcja log g(y: | z¢) jest
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wklesta. Na podstawie zaleznosci (8.2)—(8.5) funkcje p(x¢,! | y1.¢) mozemy
przedstawié¢ jak nizej

p(e, | yiie) o< g(ye | e, ph) k(e | 24_1)(8.7)
= g(ye | p)p(e | @4y, ye, p1t).

Rozszerzona postaé¢ funkcji log g(y; | z¢) rozwijamy w punkcie u!, p! =
awé_l, otrzymujac

o1 l
(8.8) logp(ye | x4, pk) = log gy | pi) + (¢ — Mi)Tm

(%Ut
1 1 T82logg(yt|,ul)
+§($t_ t) W(ft—ﬂt)
1 y? ! L
- C - 3%t~ %2 exp(—pu)[1 = (ze — )],

gdzie C jest stala.

Postaé (8.7) oznacza, ze generowanie z rozkladu p(z¢,l | y1.4) polega
na wygenerowaniu indeksu z rozktadu g(y; | i), a nastepnie generowaniu
czasteczek z rozkladu p(x; | 2t |,y pl). Dla rozwazanego modelu stocha-
stycznej zmiennosci

o2 [ qy2
(8:9) plee | @1,y ) = N (Ni + 777 [(;2 exp(—fy) — 1} 7‘7727>
=N (n',00),

(8.10) g(ys | ug) = exp < L (2 - u?)) exp ( vi exp(—p) (1 + —ui)) :

252 ¢2
Resampling przeprowadzany jest na podstawie wag
(8.11) w(j) (j) g(yy | a:(])) (i (4) | x(]) )
| L e LD 2 )
~ ()
O 9(ye | 74 (l()>)
plye | afopy )

8.2. Block sampling SIR. Kolejna, wybrang przez nas modyfikacja kla-
sycznego algorytmu filtru czasteczkowego, jest metoda blokéw. Idea me-
tody BSIR polega na tym, iz losowana jest nie tylko prébka { X, @ )} ale

pewien fragment trajektorii o ustalonej dtugosci {Xt L41:¢—1 ) Intuicyjnie
wydaje sie, iz aktualizacja (powtdrne losowanie) ustalonej czesci trajekto-
rii wgi) L+1:¢—1 na podstawie nowych informacji dostepnych w chwili ¢ moze
istotnie podnies¢ efektywno$é metody. Ponizej prezentujemy schemat me-

tody zaproponowany w pracy [11].
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Zalézmy, ze w chwili ¢ — 1 dysponujemy zbiorem wazonych czasteczek
{Xé?zfl, Wt@l}ﬁil (aproksymacja rozktadu mo_q14—1) oraz, ze funkcja
qe(2's—p11:¢ | ®o.t—1) okresla prawdopodobienstwo przejscia z biezacej tra-
jektorii x1.,_1 do standéw z’;_py1.,. Wodwezas losujac blok trajektorii
X ’EZ) L4102 Tozkladu q(- | $(()l:171) mozemy skonstruowa¢ nowa Sciezke
{Xéf'zf X ﬁ) L4}, PTZy czym poprzednip wyznaczone stany trajektorii
{Xfl_)LH:t_l} zastepujemy wartos$ciami X/EZ—)L-i-l:t—l' Niech 7;_1 bedzie roz-
Kladem {X{/}_,} w chwili ¢ — 1, wtedy taczny rozklad {X{_,, X'", |}
mozemy przedstawi¢ w postaci

(8.12) Ye(@or—1, Tt L41:6) = Ye—1(Toet—1) @ (24— L4120 | Tore—1)-
Pierwszy problem zwigzany z powyzszym rozumowaniem polega na wyzna-
czeniu tgcznego rozkladu probki {X(()?z_ X gl_) L+1:¢)- Wspomniany rozklad
wymaga obliczenia wielowymiarowej catki, a mianowicie

(8-13) ’Yt(eTO:t—L,«T/t—LJrl:t): f’Yt(JUO:t—hxlt—L+1:t)d37t—L+1:t—1-

W praktyce napotykamy kolejna trudnos$é¢ zwiazang z ustaleniem analitycz-
nej postaci wag waznosci. W tej sytuacji Docet i Briers [11] zapropono-
wali wprowadzenie funkcji waznoéci definiowanej na rozszerzonej przestrzeni
kojarzonej z {Xéfz_l,X ! gl_) L+1:¢ ) Definiowanie funkeji waznosci jako funk-
cji tacznego rozkladu pozwala ominaé problem zwiazany z catkowaniem.
W miejsce dotychczas analizowanych rozktadéw my(z¢), mo.¢¢(70:¢) W algo-
rytmie BSIR rozwaza sie rozktad

(8.14) T (To 1> @ t— L) M (T py11 | Tow o - Lr1:0)-

Wprowadzona ,sztucznie” funkcja A\¢(z,_; 1,1 | To:—r,%t—r11:4) (ang.
artificial conditional distribution) umozliwia analizowanie funkcji m(x.,_;,
's_r11:4) jako brzegowej funkcji rozkladu. Przy powyzszych zalozeniach
wagi waznosci wyznaczane sg z nastepujacej relacji

T(To.y_py @ t—L41:0) M@y 141 | Tow_p, @ e—L41:0)
Ye(To.p_ 1,2 t—L41:t)

(8.15)

_ T (Zo.-1) ) Te(Top— 1 ¥ t— L 1:) M (T p 101 | Tomps T t—L41:)

7t($0:t—1) Wt(xO:t—l)qt($,t—L+1:t | $0:t—1)

Block sampling SIR/BSIR

Dla t=0, i=1,..,N
1) Losujemy w(()l) ~ mo(x0),

2) Wyznaczamy wagi czasteczek w(()i) = w(xéi)) x g(yo | w(()i)),
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3) Zgodnie z wyznaczonymi wagami (po normalizacji) losujemy
niezaleznie, ze zwracaniem czasteczki {x(]) ;V 1 otrzymujac

(4) 13N

jednakowo wazone prébki {w s N =1

Dla 1<t<L, i=1,..,N

4) Losujemy $'§1 NQt( |$ot 1)

5) Wyznaczamy aktualne wagi czasteczek

(i) G Tz SNy | 250
Wy 0 Wiy 6) NONINO)
Wt—l(xO:tﬂ)‘Jt(f 0:¢ | xo:tﬂ)

(@)

6) Po znormalizowaniu wag w,; , z zadanym prawdopodobienstwem

ze zbioru {x’ézi}, losujemy bloki otrzymujac prébke

() 13\N
{xozwﬁ j=1

Dla t>L, i=1,..N
7) Losujemy $E1)L+1:t ~ qi(- | xéﬁﬂ)-
8) Wyznaczamy wagi
(4) (4) (4) (4)
() T (o gty )M (T g | %t Lo L41: t)

me1(zi)_ a1 e )

(4)

Wy » X W

9) Resampling {wt xéi L,x’g )L+1t}_>{N7x()

Przyjmujac jako kryterium optymalizacji minimalizacje warunkowej wa-
riancji wag, Doucet i Briers w pracy [11] pokazali, ze optymalne funkcje g,
A sg definiowane odpowiednio

(8.16) qut(x/t—LH:t | Toy_1) = Ft(x/t—L—&-l:t | xO:t—L)

t
(8.17) >\Op ($t—L+1:t—1 | fo:t—Lax/LLH:t = 7Tt—1($t—L+1:t—1 | %:t—L)-

W zwiazku z powyzszym zastosowanie algorytmu wymaga wyznaczenia osza-
cowan rozktadow my (2’ 1. | o) Te—1 (2" _p i1 | Toy_p)- Zauwazmy,
ze przyjmujac definicje (8.16), (8.17) wagi waznosci wyrazaja si¢ wzorem

(1)
. . T
(8.18) wfpt(’) x wt@liﬂt( O(tl)L)).

Tt— 1(%15 L

W przypadku markowowskich modeli przestrzeni stanéw optymalna funkcja
waznosci oraz wagi waznosci okreslane sg nastepujaco

t
(8.19) qu (x/t—L+1:t | xO:t—l) = Wt(x/t—LJrl:t | xO:t—L)
= p(x/t—L-i-l:t | xt—Layt—LH:t)a
(8.20) (2o, 1) = P(To—1 | Yo:t),
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(g,
(8.21)  w wtflit( )
Te-1(To.—1,)

P(Toq—r | Y1:t)

p(Toy 1 | Y1:6-1)

Przyklady prezentowane w pracy [11] pokazuja, ze losowanie blokéw
w metodzie filtru czasteczkowego pozwala istotnie zredukowaé czestotliwosé
przeprowadzania resamplingu, a dzieki temu otrzymadé lepsza aproksyma-
cje badanego rozktadu. Niestety koszt przeprowadzenia powyzszej metody
jest wiekszy niz metody klasycznej. Metoda blokéw powinna by¢ stosowana
w przypadkach, gdy obserwujemy istotne zmniejszenie wskaznika ESS w sto-
sunku do filtru standardowego.

= W1 P | Te—r, Ye—r41:0-1)-

9. Problem zbiezno$ci (zgodno$ci) omawianego estymatora. Ce-
lem niniejszej pracy jest, jak wiadomo, wyznaczenie estymatordéw stanu
zmiennej ukrytej, oraz rozktadu warunkowego. Postaé estymatora punkto-
wego zazwycza] zalezy od przyjetego kryterium optymalnosei (funkeji stra-
ty). W naszych rozwazaniach estymator zmiennej ukrytej bedziemy definio-
waé za pomoca warunkowej wartosci oczekiwanej

(9-1) fiv =1y = Ewt‘t(Xt | y1:t),

poniewaz taki wybor jest optymalny ze wzgledu na minimalizacje btedu
$redniokwadratowego[(®)]. Nastepnie metoda filtru czasteczkowego wyzna-
czamy oszacowania rozkladu brzegowego

(92) ﬂ-t\t d(lft 25 (i) d(lft

Wektor 2 i funkcja gn t(da;t) sa zmiennymi losowymi (zaleza od losowo
generowanych czasteczek), dlatego naturalnym i bardzo istotnym jest pyta-
nie o zachowanie sie wyznaczonych estymatoréw, gdy N — oco. Zauwazmy,
ze w rozwazanym przypadku bedziemy badaé zbieznoéé dla danego t [(?)].
Problem zbieznosci bedziemy badaé¢ w sensie zbieznosci sredniokwadrato-
wej. W literaturze badane jest rowniez zbieznosci z prawdopodobienstwem

jeden.
Od tej pory bedziemy zakladaé, ze proces obserwacji jest ustalony Y; =
yt, || fll = sup f(z). Rozwazania dotyczace zbieznosci Sredniokwadratowej

xean
[9] opieraja sie na zalozeniach Z1, Z2, Z3:

8) Warto zwrécié uwage, ze estymacje Fr xt) | y1.+) powinno sie przeprowadzaé
Q Q t|t 90 Q
przed dokonaniem resamplingu, ktéry zwieksza wariancje probki.
9) Wszystkie stochastyczne wielkosci (tj. E, zbiezno$¢ prawie wszedzie) dotycza lo-
y y J € yczg
sowosci zwiazanej z generowaniem czasteczek.
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Z1. g(y: | -) jest funkcja ograniczona, ||g|| < oo, Vo, € R"=.
Z2. ¢ — jednostajnie ciagla i ograniczona R"=, ¢ € B(R"*).
Z3. Jadro K spelnia warunek Fellera, tzn. dla dowolnej funkcji ciaglej ¢ €
Cyp(R"™) ciagla jest rowniez funkcja xr—q1 — [ p(z) K (dxt | 24-1).
W naszej pracy zastosowali$my wielomianowa procedure losowania (Mul-
tinomial sampling procedure), wéwczas
2

N 2
< CN max ‘q(i)
i=1..N

(9.3) BN (N — Naf?)q®

=1

gdzie Nt(i) jest wartoscia naturalna pochodzaca z rozktadu wielomianowego
. N .
o parametrach (N, wgl), IRTARNDY Nt(l) =N, q=[¢M,¢?,...,¢N)] e RN.
i=1

Z przyjetego rozkladu wynika, ze E(Nt(l)) = ngl), Var(Nt(l)) = ngl)(l —
w,gl)).

TWIERDZENIE 1. (o $redniokwadratowe]j zbieznosci) [9]. Przy zalozeniu
Z1, Z2, dla ¥t > 0 Jeyyy niezalezna od N, taka Ze

2yt 2
(9.4) B |(r}l ) = (my9)| < 2 llell®,

gdzie wartosé oczekiwana liczona jest wzgledem wszystkich realizacji czgste-
czek losowych.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy pokazaé, ze przy przyjetych zaloze-
niach w ¢ = 0 spelniony jest warunek Vo € B(R"*)

2
(9.5 £((x)0) ~ (ro, )] < 121

i indukcyjnie dowiesé zaleznosci (9.4), korzystajac z trzech nastepujacych
pomocniczych lematéw, ktorych dowody oparte sa na oszacowaniu dla war-
tosci oczekiwanych warunkowych.

LEMAT 1. Jezeli dla kaZdej funkcji ¢ € B(R"™) warto$¢ oczekiwana
w chwili t — 1 spelnia warunek

Ct—1)t—1 I ||2
N )
wowczas dla kaidej funkcji o € B(R"™) istnieje stala ¢y, taka Ze

2 Cilt—1
(9.6) B o1 9) = (ryemrs)| < 2 el

2
E [(ﬂ-t]\il\t—l’(p) - (7Tt—1\t—1a<P)] <

LEMAT 2. Jezeli dla kazdego ¢ € B(R") i dla kazdego t > 0 funkcja

N - . ’ 7 7 . N
Tl 1je—1 spetnia nierdwnosé (9.4) z parametrem c,_y,—1 oraz funkcja Tle—1
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spetnia nierownosc (9.6), to dla kazdej funkcji o € B(R") istnieje stala ¢y,
taka, Ze

Ct|t

(97) B[l 0) ~ (yure)] < ol

LEMAT 3. JezZeli dla kazdego ¢ € B(R"*) oraz dla kazdego t > 0 spelniona
jest nieréwno$é (9.7), wowczas Vo € B(R"™) taka, ze

Ct|t

98) B[l 0) — (rgune)] < Aol

Dla wykazania zbieznosci algorytmu SIR wystarczy udowodni¢ prawdzi-
wo$¢ powyzszych lematéw. Ze wzgledu na fakt iz dowody lematéw sg krot-
kie, a pozwalaja lepiej zrozumieé¢ budowe algorytmu, ponizej prezentujemy
sposéb ich dowodzenia.

Dowdd twierdzenia 1 dla chwili ¢ = 0. Generujemy i = 1,..., N czaste-

czek xéi) z rozkladu 7o (dz), wéwcezas estymator empiryczny funkcji gestosci

N
% > 6 (dr). Na podstawie
i=1 "o

rozktadu inicjujacego jest postaci 7 (dz) =
przyjetych zalozen zachodzi réwnoéé E(mlY,¢) = (mo, ). Teraz dokonujac
elementarnych przeksztalcen mozemy pokazaé prawdziwosé twierdzenia dla

t=20

N N 2
B[ ,9) — (0 0))” = B |5 Y 0le) = 5 3 (m0,9)
1 [ : E 7
= = F ;wé’))— (wO,so»]
= 7 2 Beal) - (m0,0)(0(a?)  (70,9))
1y (i) 2
= 32 2 Elp(af) = (m0.)
= SE(a) ~ (0,0))? = B (p(as)? — 26 (m0,) + (10,
1

; L poay2 < 1ol
= () = (m0,9)°) < Polag)’ < T

Dowéd lematu 1. Dla udowodnienia zbieznosci estymatora prognozy
zmiennej ukrytej korzystamy z nieréwnosci trdjkata, wéwcezas modut roz-
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nicy szacujemy przez sume moduléw

|1 0) = Ty 9)| = | e 0) = (o1, K0)|

<

(7h10) = (M1 K| + | (M1 K) = (R )]

Z algorytmu wiemy, ze ﬂ'i\‘/t,l(dxt) =¥ 20
t]t—

i=1

(dxt) St@d( t\t 1a§0) =

1

L &)
N Z P(The_1)-

Przyjmujac, ze ;1 jest o algebra generowang przez {xt 1e— 1} _; mo-
zemy pokazaé, ze
E (7Tt]\\lt—1790) ‘ Etfl] = ZE t\t D1 E) = (ﬂ'tj\il\t—thp)?

7 drugiej strony

N
(M1, K ZK‘P Z;_ 1|t ) Z/ t 1\t 1> dz).

Z faktu, ze K jest prawdopodobienstwem przejécia otrzymujemy [|[K || <
loll, co pozwala dalej szacowaé

E |:<(7rivt—1?90) - F [(ﬂ-i\\/t—h(p) | 2lt—l])2 | 2t—l:|

—E[kmupww—mﬁuanf|zF4

N 2
- N2 (Z‘P t|t 1) /@(Z)K( E@ 1,dz)> | 31

N

—ﬁﬂrgapgh>/¢@mﬁgﬂﬂ
< ol - [ Rl 120)
—%iifpuh>/wmwhmﬂ

< ol - [ Rl 12)
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. ij ([mﬁzl) -/ so<z>K<x§"21,dz>]2 | zt1>
L iE (|otatirr = 20 [ oty
- (/ w(z)K(ﬂfEff_de)f \Em)
) 1 O el

1
=N ((ﬂ'tj\il\tflﬂK(pQ) - (Wﬁutﬂ’K@)Q) < N(th\il\t717Kgp2) < N

Nieréwnosé oznaczona (1) wynika z nieréwnosci Schwarza, w kolejnym przej-
Sciu szacowania bledu estymacji korzystamy z nieréwnosci Minkowskiego

B[((10) — gy o]

< B[(w1ve) ~ e K0)?]

B[ s K0) = (m e noe))?]

V/Ct|t—1
< el
vVIN

gdZie Ct‘tfl = (1 + ,/Ct,”tfl)Q. d
Dowdd lematu 2. Dla oszacowania réznicy miedzy estymatorem wazo-
nym a estymatorem otrzymanym po dokonaniu resamplingu czasteczek, wy-

korzystuje si¢ fakt, iz (7, ©) = (ﬂt‘t,l,g<p)(7rt|t,1,g)’1. Woéwezas
(Wmfpg@) (ﬂ-iv\tflag@) (ﬂ-iv\tfl)gsp) (ﬂ-t|t71ag¢)

(Filer ) = (Myper ) = - + -
b e (”ﬁft—pg) (”t\t—vg) (ﬂtlt—l’g) (F”t—l’g)

 (Ti1:99) ‘(ﬂﬂt,pg) — (), _1,9)

a (ﬂ-t]\‘]t_pg)(ﬂt‘t_pg)

(mfi_1:99) (71, 99)

(ﬂ-tN‘t_pg) (ﬂ-t‘tfpg)

el J g(dy | )k (o) | (my,—1v9) = (7o 109)
(ﬂ-é\]‘tfpg)(ﬂ-t\tfpg)

el (71 9) (1o 9) = (i 9)
(ﬂ-i\‘/t_pg)(ﬂ-t‘t_pg)

el (e 9) = (7 9)]
a (ﬂ-t\tfl’g) .
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2
Na podstawie lematu 1 szacujemy, ze E[(ﬂﬁftil,g)—(ﬂﬂt 179)]

2
_ 2 2
< Ut gl oraz B (7 _1.99) — (my1099)] < <5 llgl® el Na-

ste;pme korzystajac z nieréwnosci Minkowskiego otrzymujemy oszacowanie

1/2
211/2 (m_g9)  (T_y90)
E[ (Filer ) = (0 0) ] <E e e
< t‘t t|t > (ﬂ-é\‘]f,fl)g) (ﬂ-t‘tag)
07 1/2
(Trﬁ;)g(ro) (Wt\t,pg‘P)
+E -
(7Tt|t,g) (ﬂ't‘t_pg)
el [ N ] v
<——_F Typ—1>9) — (i1,
= trae-1,9) <( tlt—1 g9) — ( tlt—1 9))
. 511/2
E [((ﬂﬂt—pg@) - (7Tt|t—1a9<)0)> }
_l’_
(7Tt|t 1,9)
_ 2vCaellgll H<PH ol
< t——
(Wt\t 1,9)\/N “ VN’
Z zalozenia, wiemy ze [|g|| < oo. 0

W dowodzie lematu 3 korzystamy z nieréwnosci Minkowskiego
N ,11/2 N ,11/2
B () = (myoe)?] < B[l 0) — Fo )]

+ FE [((Wt\v ¢) — (7Tt|t>‘P))2] v

oraz z faktu, ze E((r), Ty ©) | Zy) =(7L, Tyls P ©). Na podstawie przyjetych definicji

oraz zalozen szacujemy

2 N 2
E|(xls9) = Guue)| < (Z (N palf) ) = N oo ‘M))
i=1

Lyt

N2E

i=1

N 2
> v — N [otali) 1)‘]

2
(@)
max ol )| ol?

N

B[((wp) = (rgpo)?] < B (o) — Go?]

<cC
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+E | (]} ) o el
7Tt|t, ‘P) - (ﬂ-t\ta ‘P)) \/ \/—
gdzie ¢y = (\/Ceje + VC)?, co konezy dow6d twierdzenia 1. 0

Estymator otrzymany metoda filtru czasteczkowego wykazuje zbieznosé
$redniokwadratowa niezaleznie od wymiaru badanego procesu n,. Wskaznik

2
zbieznosci szacowanego bledu estymacji E [(ﬂ'm, ©) — (T4t cp)] jest rzedu

%. Niemniej (dla ustalenia precyzji zbieznosci) nalezy zauwazyé, ze liczba
czasteczek N zalezy od ¢, ktéra z kolei zalezy od n,. Wada metody jest
fakt, iz w sytuacji, gdy optymalny filtr skojarzony z badanym uktadem wy-
kazuje dtuga pamieé¢ (wykazuje zaleznosé od stanu poczatkowego), nastepuje
kumulacja bledéw. To w konsekwencji powoduje wzrost ¢,y w czasie. Wow-
czas do uzyskania zamierzonej doktadnosci estymacji (7‘(’%, ) potrzebna jest
duza liczba generowanych czasteczek.

Zbieznosé algorytmu dla funkcji nieograniczonych mozna pokazaé przy
dodatkowych ograniczeniach natozonych na funkcje przejscia i gestosci g
Z4. Dla ustalonej realizacji zmiennej obserwowanej y1.ny g(y: | x) < 00,

K(l’t | l't_l) < 00, t= 1, ,N
75. Dla ustalonej realizacji zmiennej obserwowanej y;.n funkcja ¢ spetnia

warunek

sup \cp(a:t)\4g(yt | ) < C(y1:t)-

Przy powyzszych zalozeniach mozna pokazaé, ze czwarty moment esty-
mowanej wartosci oczekiwanej jest ograniczony [23].
4

<

HIS

(9.9) E‘/cp(a:t)ﬂivt(dxt) - /cp(a;t)ﬂ”t(dxt

gdzie C, — zalezy od ¢ oraz od y;.n.

Korzystajac z nieréwnosci Rosenthala nieréwnos$é (9.9) mozna udowod-
ni¢ dla przypadkéw bardziej ogblnych, w przestrzeniach LP, dla p > 1 [23].

10. Podsumowanie. Celem naszej pracy bylo zainteresowanie czytel-
nika metoda filtru czasteczkowego. Prezentowana metoda taczy zagadnienie
filtracji stochastycznej z mozliwosciami metod Monte Carlo. Problem filtra-
c¢ji jest dobrze znany w inzynierii, w teorii przetwarzania sygnatéw. W sta-
tystycznym wnioskowaniu na temat nieliniowych modeli przestrzeni stanéw,
gdzie estymacji podlegaja warunkowe rozklady a posteriori p(zo.1r | y1.7),
p(x¢ | y1.¢), najezesciej uzywanymi metodami sa algorytm Gibbsa oraz Me-
tropolisa i Hastingsa. W praktyce okazuje sie, ze zastosowanie metody filtru
czasteczkowego, jako sekwencyjnej metody Monte Carlo, w wielu przypad-
kach moze okazaé sie istotnie efektywniejsze. Aby dokladnie przedstawié
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spos6b dzialania metody PF szczegétowo omoéwilidmy kolejne etapy algo-
rytmu SIR oraz sposoby zwiekszania efektywnosci jego dziatania. Wiekszosé
badan nad filtrem czasteczkowym dotyczy ustalenia kryteriéw wyboru funk-
¢ji waznosci, metody resamplingu, efektywnego wykorzystanie symulowanej
prébki i monitorowanie wydajnoéci préobki. Nalezy pamietaé, ze wiele za-
gadnien praktycznych nadal wymaga ustalenia podstaw teoretycznych, co
moze by¢ tematem ciekawych prac. Sekwencyjna metoda Monte Carlo jest
atrakcyjna metoda estymacji, pozwalajaca na elastyczne modelowanie oraz
wprowadzanie realizacji réwnoleglych niezaleznie od rodzaju nieliniowosci
i charakteru rozktadéw badanych zmiennych. Obiecujace wyniki, jezeli cho-
dzi o budowanie bardziej realistycznych i ztozonych probabilistyczne modeli,
otrzymuje sie przez taczenie metody PF z innymi algorytmami np. MCMC,
EM.

10. Bibliografia

[1]  Anderson B.D.O., Moore J.B., Optimal Filtering, Englewood Cliffs, 1979.

[2] Andrieu Ch., Doucet A., Singh S. S., Tadi¢ V.B, Particle Methods for Change detec-
tion, System Identification, and Control, Proceeding of the IEEE, 92, No 3, March
2004.

[3] Arulampalam S., Maskell S., Gordon N., Clapp T., A Tutorial on Particie Filters for
On-line Non-linear/Non-Gaussian Bayesian Tracking, IEEE Proceedings on Signal
Processing, 50 (2): 174-188, 2001.

[4] Capp O., Godsill S. J., Moulines E., An overview of existing methods and recent
advances in sequential Monte Carlo , IEEE Proceedings, 95 (5):899-924, 2007.

[6] Chopin N., A sequential particle filter for static models, Biometrica, 89, 539-551,
2002.

[6] Chopin N., Central limit theorem for sequential Monte Carlo methods and its ap-
plication to Bayesian inference, Ann. Statist., 32, 2385-2411, 2004.

[7] Crisan D., Doucet A., Convergence of sequential Monte Carlo methods, Technical
report, University of Cambridge, CUED/F-INFENG/TR381, 2000.

[8] Doucet A., On Sequential Simulation — Based Methods for Bayesian Filtering, 1998.

[9] Doucet A, S. Godsill, Andrieu C., On sequential Monte Carlo sampling methods for
Bayesian filtering, Statistics and Computing, 10, 197-208, 2000.

[10] Doucet A., de Freitas J. F. G., Gordon N. J., Sequential Monte Carlo Methods in
Practice, Springer- Verlang: New York 2001.

[11] Doucet A., Briers M., Sncal S., Efficient block sampling strategies for sequential
Monte Crlo, Journal of Computational and Graphical Statistics, 15 (3), 693-711,
2006.

[12] Fearnhead P., Sequential Monte Carlo methods in filter theory, Ph.D. Thesis, Merton
College, University of Oxford, 1998.

[13] Geweke J., Bayesian inference in econometric models using Monte Carlo integration,
Econometrica 57, 1317-1339, 1989.

[14] Gordon N.J, Salmond N.J, Smith A. F. M, Nowel approach to nonlinear/non-
Gaussian Bayesian state estimation, IEE Proceedings-F, 140 (2), pp. 107-113, 1993
(first application in signal processing).



106 K. Brzozowska—Rup, A.L. Dawidowicz

[15] Kitagawa G, Gersch G, Smoothness Priors Analysis of Time Series, Springer, Lec-
ture Notes in Statistics, 116, 1996.

[16] Liu J.,S, Chen R., Sequential Monte Carlo methods for dynamic systems, Journal
of the American Statistical Association, 93 (433), 1032-1044, 1998.

[17] Liu J.,S., Monte Carlo Strategies in Scientific Computing, Springer Series in Stati-
stics, 2001.

[18] Pajor A, Procesy zmiennosci stochastycznej SV w bayesowskiej analizie finanso-
wych szeregéw czasowych, Monografie: Prace Doktorskie, Akademia Ekonomiczna
w Krakowie, Nr 2, Krakéw 2003.

[19] Pitt M., K., Shephard N., Filtering via simulation: auziliary particle filters, Journal
of the American Statistical association, 94, 590-599, 1999.

[20] Schn T B, Estimation of Nonlinear Dynamic System- Theory and Applications, PhD
thesis No 998, Department of Electrical Engineering, Linkping University, Sweden,
Feb. 2006.

[21] Wang X., Chen R., Guo D., Delayed — Pilot Sampling for Mizture Kalman Filter
with Applications in Fading Channels, IEEE Transactions on Signal Processing, 50,
241-253, 2002.

[22] V.S. Zaritskii, V.B. Setnik, L.I. Shimelevich, Monte Carlo Technique in Problems of
Optimal Data Processing, Automation and Remote Control, 12, pp. 95-103, 1975.

[23] Xiao-Li Hu, Thomas B. Schn and Lennart Ljung. A Basic Convergence Result
for Particle Filtering. IEEE Transactions on Signal Processing, 56 (4):1337-1348,
Apr. 2008.

Istnieje strona poswiecona SMC/PF w Cambridgee,
http://www-sigproc.eng.cam.ac.uk /smc/

Katarzyna Brzozowska—Rup

Katedra Matematyki Politechniki Swietokrzyskiej
ul. Tysiaclecia Panstwa Polskiego 7

25-314 Kielce

e-mail: brzozows@poczta.fm

Antoni Leon Dawidowicz

Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego
ul. Prof. Lojasiewicza 6

Krakéw

e-mail: Antoni.Leon.Dawidowicz@im.uj.edu.pl

The field of sequential Monte Carlo methods

Abstract. This paper provides an introduction to the field of sequential Monte Carlo
methods which are also known as particle filters methods. The best known algorithm
to solve the problem of non-linear non-Gaussian filtering is the Extended Kalman Filter
(EKF) but in settings where the dynamics are significantly non-linear or the noise inten-
sities are high, the EKF can perform quite poorly. Particle filtering methods are powerful
tools for online estimation and tracking in nonlinear and non-Gaussian dynamical sys-

tems. The basic idea is to approximate the probability density function p(zo.¢ | y1:¢,6) by

N

a discrete cloud of points {xéjz j=1,t=1,....T, called particles. They commonly consist
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of three steps: (1) drawing samples in the state-space of the system, (2) computing pro-
per importance weights of each sample and (3) resampling. These methods are becoming
increasingly popular in economics and finance so the objective of this paper is to explain
the basic assumptions of the methodology and provide references to relevant literature.
Keywords: state-space models, hidden Markov model, optimal filtering, sequential Monte
Carlo, sequential importance sampling, resampling.
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