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Silniki cieplne i rekurencje

Jakub Mielczarek
Instytut Fizyki UJ

Chciatbym Panstwu zaprezentowal zagadnienie, ktore pozwala, rozwazajac
tematyke sprawnosci uktadu silnikow cieplnych, zapoznaé si¢ z uzytecznymi
metodami rozwigzywania rownan rekurencyjnych. Zagadnienie to mozna
przedstawi¢ w formie nastepujacego problemu:

Prosze znalezé wyrazenie na wypadkowg sprawnosé uktadu N szeregowo polg-
czonych silnikow cieplnych. Dany silnik w szeregu pobiera ciepto oddane przez
jednego sgsiada, a wydzielone ciepto oddaje nastgpnemu sgsiadowi. Wszystkie
silniki pracujq z jednakowq sprawnoscig, rowng no.

Zadanie to, na pierwszy rzut oka, moze sprawia¢ wrazenie do$¢ oczywistego.
Mogliby$my pomysle¢, ze sprawno$ci sumujg si¢ w jaki§ znany nam sposob,
np. jak w rownoleglym potaczeniu rezystorow. Nic jednak bardziej mylnego.
Reguta dodawania sprawnosci silnikow okazuje si¢ mie¢ mniej oczywistg po-
sta¢, sprawiajaca, ze znalezienie wyrazenia na wypadkowsa sprawnos¢ ukltadu
nie jest zadaniem prostym. Rozwigzanie tego problemu nie wymaga jednak
zaawansowanej matematyki tylko troche sprytu i pomystowos$ci. Dlatego uwa-
zam, ze moze by¢ ono cickawa rozrywka intelektualng dla ambitnych liceali-
stow oraz studentow pierwszych lat na kierunkach §cistych. Jesli wzbudzitem
Twoje zainteresowanie i chcesz podja¢ wyzwanie, zachgcam do zmierzenia si¢
z zadaniem. Je$li sprawi Ci ono trudno$¢, odtoz je na kilka dni, po czym sprobuj
zaatakowac je jeszcze raz. Po zakonczonych zmaganiach zapraszam ponownie
do tego artykulu. Ponizej bedziesz mogh/mogta skonfrontowaé swdj wynik
Z moimi obliczeniami oraz dowiedzie¢ si¢ co nieco o rOwnaniach rekurencyj-
nych. Powodzenia!

I. Rozwigzanie

Zanim podejmiemy wyzwanie rozwigzania pelnego problemu N silnikow ciepl-
nych warto wczesniej rozwazy¢ przypadek potgczenia szeregowego dwoch silni-
kow cieplnych, jednego o sprawnosci 71, a drugiego o sprawnosci #,. Niech Q
oznacza ciepto pobrane z grzejnicy przez pierwszy silnik, a Q; to ciepto oddane
przez ten silnik chtodnicy. Praca wykonana przez czynnik roboczy pierwszego
silnika wynosi W;. Poniewaz energia wewngtrzna w petnym cyklu nie zmienia
si¢, na podstawie pierwszej zasady termodynamiki, otrzymujemy zwigzek:
Q: + Q2 + W, =0, przy czym W; i Q, Sa ujemne. Sprawnos¢ pierwszego silnika
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definiujemy jako 7, = hgl | , czyli stosunek wykonanej przez ten silnik pracy do
1
dostarczonego ciepta. Analogicznie, sprawnos¢ drugiego silnika 77, = |\g2 | .
3

Przez Q; oznaczylismy tutaj cieplo pobrane przez ten silnik z grzejnicy. Ponie-
waz grzejnica silnika 2 jest jednoczes$nie chtodnicg silnika 1, zachodzi zwiazek
Qs = —Q,. Ponadto, przez W, oznaczyliSmy prac¢ wykonanag podczas petnego
cyklu przez drugi silnik.

Wypadkowa sprawno$¢ rozwazanego szeregowego uktadu mozemy wigc
zapisac jako:

_ |W, [+|W, |= 7.Q: +17,Q, 1
=70 Q- @

gdzie wykorzystaliSmy wprowadzone wczesniej definicje sprawnosci 71 i 7.
Poniewaz Qs = —Q, = Q; + Wy, dostajemy

n=nth@ﬁ%%) 2

a stad, wykorzystujac ponownie definicje #;, oraz fakt, ze dla ujemnego W,
zachodzi |W| = -W, otrzymujemy szukane wyrazenie:

N=mn,+1,—=1,1,. (3)

Sprawno$¢ uktadu szeregowego dwoch silnikow cieplnych wyraza si¢ jako
suma ich sprawnosci pomniejszona o0 iloczyn tych sprawnosci. Prawda, ze mato
intuicyjne?

Otrzymany wzor (3) chcieliby$my teraz wykorzysta¢ do obliczenia sprawno-
$ci N silnikow o zadanej wartosci, potaczonych szeregowo. Oznaczmy taka
sprawno$¢ przez #y. Znajac regule sumowania sprawnosci (3) mozemy teraz
kolejno dodawac do siebie otrzymywane sprawnosci, konstruujgc uktad zawie-
rajacy coraz to wigcej elementow. Jesli kazdy z silnikow ma sprawnos¢ 7, to
oczywiscie 1 = 1. Wykorzystujac nastegpnie wzor (3), dla dwoch identycznych
silnikéw, dostajemy 77, =27, —né. Chcac otrzymaé wyrazenie na 73, do ukta-
du o sprawnosci #,, stosujgc ponownie réwnanie (3), dodajemy silnik z #1 = o,
dostajac 1, =3n,—3n¢ +ng. | tak dalej, i tak dalej. Szukamy jednak czego$
wigcej, chcieliby$my dysponowaé funkcja, ktora dla danego N da nam bezpo-
srednio szukane wyrazenie. Jedng z metod na znalezienie jej postaci jest zga-
dywanie. Wypiszmy sobie na przyktad pigé¢ pierwszych wyrazéw i sprobujmy
znalez¢ szukane wyrazenie. Dla wygody 1 przejrzystosci oznaczmy X=1p,,
a poniewaz 7y jest funkcja X, bedziemy stosowac zapis nn(x). Otrzymane wyra-
zenia zebrano w tabelce:
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7y (X)

X

2X — X2

3x—3x%+x3

4X—6x2% +4x3%—x*
5x—10x2 +10x2®—-5x4 + x*

N wWNR| =

Mozna z niej odczyta¢, ze dla danego N funkcja 7n(X) ma posta¢ wielomianu
stopnia N. Co wiecej, mozna zauwazy¢, ze wspotczynniki przy potegach X su-
muja si¢ do jedynki. Mozemy wigc wywnioskowaé, ze ny(1) = 1. Co jest zgod-
ne z intuicja — szeregowe potaczenie silnikow idealnych jest rowniez silnikiem
idealnym. Oprécz tego, na podstawie powyzszej tabelki mozna stwierdzié, ze
wspotczynnik przy najnizszej potedze wynosi N. Powyzsze obserwacje moga
nam pomoc odgadnaé ogdlne wyrazenie na y(x). Co jednak mamy zrobié¢, gdy
metoda zgadywania nie doprowadzi nas do oczekiwanego rezultatu?
Zauwazmy, ze zamiast dodawac kolejne elementy uktadu i dla kazdej nowej
konfiguracji oblicza¢ wypadkowsa sprawno$¢, mozemy postawi¢ sprawe trochg
inaczej. Rozwazny mianowicie uktad N silnikow o wypadkowej sprawnosci
1y (X) ipotaczmy go z silnikiem o sprawnosci 77, = X . Korzystajac ze wzoru

(3) mozemy stad wyprowadzi¢ wyrazenie na sprawno$¢ uktadu N + 1 silnikow
znajac sprawnos¢ uktadu N silnikow:

M (X) =170 (X) + X =17 (X)X = (1= X)77 (X) + X, (4)

razem z tak zwanym warunkiem poczatkowym 7;(X) = X.

Wyrazenie (4) jest przyktadem rownania rekurencyjnego, a doktadniej, jest
to réwnanie rekurencyjne liniowe i niejednorodne. Liniowo$¢ odzwierciedla tu
fakt, ze prawa strona roéwnania (4) nie zawiera poteg #n(X) roznych od 0 i 1.
Niejednorodnos¢ wskazuje natomiast na obecno$¢ statego cztonu X.

Istnieje wiele sposobdw rozwigzywania tego typu réwnan, z ktérych tu
chcialbym przedyskutowaé¢ dwa: metod¢ czynnika sumacyjnego oraz metode
funkcji tworzacych. Narzedzia te sa bardzo przydatne przy rozwiazywaniu wie-
lu problemoéw. Korzystajac z dyskutowanego zagadnienia bgdziemy mogli wy-
thumaczy¢ zasadg ich dziatania.

I1. Metoda czynnika sumacyjnego
Rozwazmy pozornie niezwigzany problem. Mianowicie, obliczenie sumy

N - . . .
Sy=2, & =a,+a,+...+ay, gdzie a, sa elementami pewnego ciagu licz-

bowego. Istotng, z naszego punktu widzenia, obserwacja jest to, ze sume Sy
mozemy przedstawi¢ w postaci rOwnania rekurencyjnego:
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SN+1=SN+aN+1! (5)

razem z warunkiem poczatkowym S; = a;. Stad, S, = S; + @, = a; + a,, a nastep-
nie S3 =S, + ag = a; + a, + as, i tak dalej, az do wartosci N, ktorej potrzebujemy.
Potrafigc wigc obliczy¢ sumg Sy, co niekiedy nie jest zadaniem trudnym, mo-
zemy znalez¢ rozwigzanie rownania (5).

Rownanie (4), ktore chcemy rozwigzac, rozni si¢ od rownania (5). Sa one
jednak na tyle podobne, Zze mozna je z sobg powigza¢. Mianowicie, zastanOwmy
si¢, co nalezy zrobi¢ zeby rownanie (4) przeksztatci¢ do postaci (5)? Po chwili
zastanowienia, mozna zauwazy¢, ze warto sprobowaé podzieli¢ obustronnie
rownanie (4) przez czynnik (1 — x)" **. Dostajemy wtedy rownanie

MTnu /Y
1-x)" T @1-x)" +(1_;()N+11 (6)

w ktorym pozbylismy si¢ cztonu (1 — X) mnozacego ny w rownaniu (4). Z row-

, . . Lo _Nn _ X i
nan (5) i (6) mozna odczytac, ze Sy = - x)" oraz a,., Ax)™ Funkcja
m, ktéra pozwolita przeksztatci¢ réwnanie (4) do postaci (5), nosi na-

zwe czynnika sumacyjnego.
Wykorzystujac otrzymane wyrazenie na wspolczynniki a,, mozemy zapisac
Sy = z:ﬂan = Z’Lﬁ = XZL(&) . Ostatnia suma jest przyktadem

sumy ciaggu geometrycznego, 0znaczmy jg przez X, = Z::lt ". Dodajgc i odej-

mujac od tej sumy wyraz tN*', mozemy zapisa¢ rownanie X, =t+tX, —t"N*,

ktére, po rozwigzaniu, prowadzi do wyrazenia X, =t%. Korzystajac
z tego wyniku, dla t = ﬁ dostajemy
N
(1) x 1_(1—1 x) 1
SN:XE(H) TI-x 4 1 BN L (")

1-x

Wykorzystujac, znaleziony wczesniej zwigzek pomigdzy Sy a 7y, otrzymujemy
poszukiwany wynik:

M (X)=1=x)"Sy =1-1-x)". (8)
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I11. Metoda funkcji tworzacych

Przejdzmy teraz do alternatywnego sposobu znalezienia wyrazenia na #y(X),
wykorzystujac metode funkcji tworzacych. W tym celu, zdefiniujmy nastepuja-
ca funkcje:

f(t)= Zn ()t ©)

gdzie 0 <t < 1. Wylaczmy z powyzszej sumy pierwszy wyraz i przemianujmy
wskazniki w pozostatej sumie:

(1) =m(x)t+§nN(x)tN =Xt+gf7N+1(X)tN“- (10)

Wspotczynniki 7y:1(X) mozemy, w oparciu o rownanie rekurencyjne (4), wyra-
zi¢ za pomoca wspotezynnikow ny (X), co pozwala zapisa¢ wyrazenie na funkcje
f (t) w nastepujacej postaci:

() = xt+ 3 (X + (L= X)7, (X))t =
=Xt+ xitN+l +ti77N ()t —xtinN (x)tN = (11)
= xt+t(-x)f () +xt3t",

gdzie ponownie skorzystaliSmy z definicji (9). Pozostaje nam jeszcze suma

00 N . . r .
ZN:lt . Ale to jest po prostu suma nieskonczonego ciaggu geometrycznego,

ktorej warto$§¢ mozemy z tatwoscia obliczy¢. Oznaczmy X = Z::lt N Zapisz-

myE=t+t?+t+ ... =t+t3, cowynika z faktu, ze suma ta jest nieskoficzona.

Rozwigzanie otrzymanego réwnania £ =t + tZ ma posta¢ X = lt_t Alterna-

tywnie, wynik ten mozna uzyska¢ wykorzystujac wczesniej znalezione wyraze-
1t

1-t
nej sumy do rownania (11), dostajemy rownanie

nie X, =t

i rozwazajac granice N — oo. Stad, po podstawieniu obliczo-

F(O)=xt+ta— f()+2L, (12)
ktore, po rozwigzaniu na f (t), mozna zapisa¢ jako

_ t
fO=a 50t (13)
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Latwo zauwazy¢, ze powyzsza funkcje mozna zapisa¢ przez sume utamkow
prostych:

1 1
f(t)= - .
O=15"1T-a—wr (14)
Korzystajac natomiast z reprezentacji funkcji 1} y w postaci szeregu Taylora
1 i Yo, (15)
1- Yy =
mozemy funkcje f(t) wyrazi¢ jako
FR)=Dt =S a-x) =S i-@a-x) "], (16)
N=0 N=0 N=1

gdzie wyraz N = 0 naturalnie nie daje wktadu do powyzszej sumy.
Poniewaz rownania (9) i (16) sg rownowaznymi wyrazeniami na funkcje
f (t), porownujac ich prawe strony dochodzimy do wniosku, ze

v (X)=1-(1-x)". (17)
V. Wnioski

Powracajac do oryginalnych oznaczen X = 7o, obydwie zastosowane metody
pozwalajg nam wyprowadzi¢ szukang wypadkowa sprawnos¢ N potaczonych
szeregowo silnikow cieplnych, kazdy o sprawnosci #,:

n=1-(1-7,)"] (18)

Warto zauwazy¢, ze poniewaz 7y < 1, to w granicy N — oo, wypadkowa spraw-
no$¢ szeregowego ukladu potaczonych silnikow bedzie dazyta do jednosci
(limy_, 1y =1), czyli zwigkszajac N bedziemy zblizaé si¢ do przypadku silni-

ka o idealnej sprawnosci.

Nie jest to wynik sprzeczny z oczekiwaniami, kiedy rozwazymy szczegdlny
przypadek silnika Carnota. W silniku Carnota zaréwno pobieranie jak i odda-
wanie ciepta przez substancj¢ roboczg nastgpuje przy statej temperaturze — pro-
cesy wymiany ciepla przebiegaja izotermicznie. Niech w takim przypadku,
pierwsza grzejnica w ukladzie ma temperature T, pierwsze chtodnica, ktora jest
zarazem grzejnicg dla silnika 2, ma temperature T, i tak dalej, az do, zamykaja-
cej szereg, chtodnicy o temperaturze Ty. Schematycznie, sytuacj¢ t¢ przedsta-
wiono na rysunku ponizej.
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W przypadku szeregu silnikow Carnota, sprawnos¢ kazdego z silnikow
mozna wyrazi¢ poprzez stosunek temperatury chtodnicy wzgledem grzejnicy:
T T Ty

=1-t=1-2=...=1- .
G A Tos

(19)

Poniewaz zatozyliSmy réwno$¢ sprawnosci poszczegolnych silnikow, dla kaz-
dego z nich stosunek temperatury chtodnicy wzgledem temperatury grzejnicy
bedzie wyrazatl si¢ jako:

TN +1

T, =1-n,. (20)

Stad tatwo dojs¢ do wniosku, ze stosunek temperatury ostatniej chtodnicy do
temperatury pierwszej grzejnicy dany jest przez wyrazenie:
T
2= -n), (21)
0
co po podstawieniu do rownania (18) daje nam nastepujgce wyrazenie na
sprawnos¢ szeregowego uktadu N silnikow Carnota:

Tu

T, (22)

N = 1-
Otrzymana wypadkowa sprawno$¢ wyraza si¢ wigc identycznie jak sprawno$c¢
pojedynczego silnika Carnota o temperaturze grzejnicy T, i temperaturze chtod-
nicy Ty. Na podstawie rownania (21) widzimy, ze przy ustalonym T, temperatu-
ra ostatniej chtodnicy maleje w postgpie geometrycznym wraz ze wzrostem N.
W granicy N — oo otrzymujemy wigc Ty — 0, co przektada si¢ na ny — 1.



