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STRUKTURY O-MINIMALNE

BEATA KOCEL-CYNK

Definicja 1. Struktura S na R jest to ciag {Sn}nex taki, ze dla dowolnego n > 0:
(1) S, jest algebrg boole’owsks podzbiorow w R™,
(2) S, zawiera przekatne {(z1,...,zp) € R* :z; = z;} dlal1 < i< j<n,
(3) jesli A€ S,, to A x R oraz R x A naleza do Sp41,
(4) jesli A € S,41, to m(A) € Sy, gdzie 7 : R**! — R™ jest rzutowaniem na
pierwszych n wspolrzednych.

Definicja 2. Mowimy, ze zbior A C R" jest definiowalny jesli A € S,. Funkcje
f:A— R™ dla A C R*, nazywamy definiowalng jesli jej wykres jest definiowalny.

Definicja 3. Struktura S na R jest o-minimalna jesli speinia nastepujace warunki:
(1) {(z,y): z < y} € S; oraz {a} € S, dla kazdego a € R,
(2) kazdy zbior nalezacy do S; jest skoriczona suma przedzialow (a,d),
—o¢ € a < b < +oc oraz punktow {a}.

Propozycja 4. Niech f : R — R bedzie funkcjg definiowalng w strukturze o-mi-
nimalnej. Wtedy istniejg —00 < agp < a1 < -+ < ay < 0o takie, ze dla dowolnego
k=1,...,N zaciesnienie |, ,.q,) jest albo funkcjq stalg albo scisle monotonicznie
cigglq.

Definicja 5. Struktura typu (R, +,-) jest to struktura na R zawierajagca wykresy
dodawania i mnozenia.

Definicja 6. Struktura S jest wielomianowo-ograniczona jesli dla dowolnej funkcji
definiowalnej f : R — R istnieje liczba naturalna N € N taka, ze

If(x)) <zV dlaz>o0.

Propozycja 7. Niech S bedzie wielomianowo-ograniczong strukturg o-minimalng
typu (R, +,:) i niech f : A x R — R (A C R™) bedzie funkcjq definiowalng w S.

Wtedy istniejg wyktadnikiry,...,m¢ € R takie, ze dla dowolnego punktu r € A albo
funkcjaR >t — f(x,t) € R znika tozsamosciowo dla wszystkich dostatecznie matych
(zaleznie od x) liczb dodatnich t, albo f(z,t) = ct™ +o(t™) gdyt — 0% dla pewnego
i€ {1,...,¢} oraz c = ¢(z) € R\ {0}.

1. ROZKLAD KOMORKOWY

Definicja 8. Komdrkami w R* nazywamy zbiory definiowalne okreslone w nastepu-
jacy indukcyjny sposéb:
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(1) Komérkami w R! s punkty i przedzialy otwarte,
(2) (a) Niech C C R" bedzie komoérka i niech f.g : C — R bedy ciaglymi
funkcjami definiowalnymi takimi, ze f < ¢ na C. Wtedy

(f9) :={(z.1) € C xR : f(z) <r <g(r)}
jest komoérka w R*+1.

(b) Podobnie, dla danej ciagtej funkcji definiowalnej f : ¢ — R na komorce
C w R" jej wykres

r'(f)={(z,r) e CxR:r= f(z)}
(c) oraz zbiory
{(z,r) e CxR: f(zx)<r}, {(z.1)eCxR:r< f(2)}, CxR

s komoérkami w R*+1.

Komoérki postaci (b) bedziemy nazywaé komdérkam: typu wykres, komoérki postaci (a)
oraz (c¢) — komdrkam: typu warstwa.
Uwaga 9. Jesli C jest komérka w R**! (n > 1) to jej rzut 7(C) jest komorka w R™
gdzie 7 : R**! — R™ jest rzutowaniem na pierwszych n zmiennych.
Definicja 10. Wymiar komdérki definiujemy w nast¢pujacy indukeyjny sposob:

(1) dim(a) =0,

(2) dim(e,b) =1,

(3) Jesli C jest komorka w R**! (n > 1) to

(a) dim(C) = dim(=(C)), jesli C jest komorka typu wykres,

(b) dim(C) = dim(7(C)) + 1, jesli C jest komorka typu warstwa.
Definicja 11. Rozktad komdrkowy przestrzeni R™ jest to podzial R" na skorczenie
wiele komorek zdefiniowany w nastepujacy indukcyjny sposéb:

(1) Rozkladem R' jest rodzina przedzialow otwartych i punktéw nastepujacej
postaci:

{(-00,a1), (ay,az),...,(ak, +00), {a1},- .., {ax}}.

(2) Rozkladem R"™*! jest skoriczony podzial R**! na komérki A taki, ze zbior
rzutéw m(A) jest rozkladem przestrzeni R", gdzie 7 : R**! — R™ jest rzu-
towaniem na pierwszych n zmiennych.

W podobny sposob definiujemy komorki klasy C* oraz rozktad komoérkowy klasy
C* zadajac by wszystkie funkcje w warunku (2) Definicji 8 byty klasy C*.

Twierdzenie 12. Struktura S dopuszcza rozktady komdrkowe klasy C', to znaczy
zachodzq nastepujgce implikacje:
(1) Dla dowolnych zbiordw definiowalnych
Ap,.... A CR"

istnieje rozktad komdrkowy klasy C' przestrzeni R" dzielgcy zbiory A, ..., Ay.
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(2) Dla dowolnej funkcji definiowalnej
F:A—R ACR'

istnieje rozktad komorkowy klasy C' przestrzeni R™ dzielgey A i taki, ze dla do-

wolnej komdrki rozktadu C C A zaciesnienie f|c : C — R jest funkcjq klasy

c.
Uwaga 13. Dowolna struktura o--minimalna typu (R, +.-) dopuszcza rozklad komor-
kowy klasy C* (dla dowolnej liczby naturalnej k), to jest powyzsza Propozycja zacho-
dzi z C! zastapionym przez Ck.
Lemat 14. Niech K C R" bedzie zbiorem definiowalnym w S i niech

f: K —R"

bedzie funkcjg definiowalng. Wtedy istnieje liczba naturalnae d taka, ze dla dowolnego
y € f(K) liczba sktadowych spojnych witokna f~'(y) jest mniejsza lub réwna d.






