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STRUKTURY O-MINIMALNE

BEATA KOCEL-CYNK

Definicja 1. Struktura S na R jest to ciąg {5n}ne^ taki, że dla dowolnego n > 0:
(1) Sn jest algebrą boole’owską podzbiorów w Rn,
(2) Sn zawiera przekątne {(ii,... ,rrn) £ Rn : i, = dla 1 < i < j C n,
(3) jeśli A e Sn, to A x IR oraz IR x A należą do Sn+i,
(4) jeśli A € S„+i, to 7r(A) € Sn, gdzie 7r : R"+1 —► IRn jest rzutowaniem na 

pierwszych n współrzędnych.

Definicja 2. Mówimy, że zbiór A C IR" jest definiowalny jeśli A £ Sn. Funkcję 
f : A —> IRm, dla A c IRn, nazywamy definiowalną jeśli jej wykres jest definiowalny.

Definicja 3. Struktura S na R jest o -minimalna jeśli spełnia następujące warunki:
(1) {(t. y) : x < ?/} € S2 oraz {aj € 5i dla każdego a € IR,
(2) każdy zbiór należący do jest skończoną sumą przedziałów (a, b),

— oc < a < b < +oc oraz punktów {«}.

Propozycja 4. Niech f : IR —> IR będzie funkcją definiowalną w strukturze o-mi- 
nimalnej. Wtedy istnieją — 00 < flo < iii < ••• < aA’ < 00 takie, że dla dowolnego 
k = 1,..., N zacieśnienie /|(ak_i.a*) jest a^° funkcją stałą albo ściśle monotonicznie 
ciągłą.

Definicja 5. Struktura typu (IR, +, •) jest to struktura na IR zawierająca wykresy 
dodawania i mnożenia.

Definicja 6. Struktura 5 jest wielomianowo-ograniczona jeśli dla dowolnej funkcji 
definiowalnej f : IR —> IR istnieje liczba naturalna N g N taka, że

| < xN dla O0.

Propozycja 7. Niech S będzie uńelomianowo-ograniczoną strukturą o-minimalną 
typu (IR, +, •) i niech f : A x R —» R (A C Rm) będzie funkcją definiowalną w S.

Wtedy istnieją wykładniki rj,... ,rt g R takie, że dla dowolnego punktu x g A albo 
funkcja R 3 11—> f(x,t) g R znika tożsamościowo dla wszystkich dostatecznie małych 
(zależnie od x) liczb dodatnich t, albo f(x,t) = ctTi +o(tTi) gdy t —> 0+ dla pewnego 
i € {1,..., £} oraz c = c(x) g R \ {0}.

1. Rozkład komórkowy

Definicja 8. Komórkami w Rn nazywamy zbiory definiowalne określone w następu­
jący indukcyjny sposób:
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(1) Komórkami w R1 są punkty i przedziały otwarte,
(2) (a) Niech C C Rn będzie komórką i niech f.g : C —> R będą ciągłymi

funkcjami definiowalnymi takimi, że f < g na C. Wtedy

(/,») := {(r,r) e C x R : f(x) < r < g(x)}

jest komórką w Rn+1.
(b) Podobnie, dla danej ciągłej funkcji definiowalnej f : C —> R na komórce 

C w Rn jej wykres

r(f) = {(x,r)ęCxR-.r = fW}

(c) oraz zbiory

{(.t, r) e C x R : f(x) < r}, {(.t. r) 6 C x R : r < /(.?•)}, C x R

są komórkami w Rn+1.
Komórki postaci (b) będziemy nazywać komórkami typu wykres, komórki postaci (a) 
oraz (c) — komórkami typu warstwa.

Uwaga 9. Jeśli C jest komórką w Rn+1 (n > 1) to jej rzut 7r(C) jest komórką w Rn, 
gdzie 7t : Rn+1 —> Rn jest rzutowaniem na pierwszych n zmiennych.

Definicja 10. Wymiar komórki definiujemy w następujący indukcyjny sposób:
(1) dim(a) = 0,
(2) dim(a,6) = 1,
(3) Jeśli C jest komórką w R"+1 (n > 1) to

(a) dim(C) = dim(7r(C)), jeśli C jest komórką typu wykres,
(b) dim(C) = dim(7r(C)) + 1, jeśli C jest komórką typu warstwa.

Definicja 11. Rozkład komórkowy przestrzeni Rn jest to podział R” na skończenie 
wiele komórek zdefiniowany w następujący indukcyjny sposób:

(1) Rozkładem R1 jest rodzina przedziałów otwartych i punktów następującej 
postaci:

{(-oo,aj, (ai,o2),..., (ak, +oo), {ai},..., {afc}},

(2) Rozkładem R"+1 jest skończony podział Rn+1 na komórki A taki, że zbiór 
rzutów 7t(A) jest rozkładem przestrzeni Rn, gdzie 7? : Rn+1 —> Rn jest rzu­
towaniem na pierwszych n zmiennych.

W podobny sposób definiujemy komórki klasy Ck oraz rozkład komórkowy klasy 
Ck żądając by wszystkie funkcje w warunku (2) Definicji 8 były klasy Ck.

Twierdzenie 12. Struktura S dopuszcza rozkłady komórkowe klasy C1, to znaczy 
zachodzą następujące implikacje:

(1) Dla dowolnych zbiorów definiowalnych

Xi,....A- C Rn

istnieje rozkład komórkowy klasy C1 przestrzeni R" dzielący zbiory yłj,..., A*-.
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(2) Dla dowolnej funkcji definiowalnej
F : A —» R, A c Rn

istnieje rozkład komórkowy klasy C1 przestrzeni Rn dzielący A i taki, że dla do­
wolnej komórki rozkładu C C A zacieśnienie f\c : C —> R jest funkcją kłasy 
C}.

Uwaga 13. Dowolna struktura o- minimalna typu (R, +, ■) dopuszcza rozkład komór­
kowy klasy Ck (dla dowolnej liczby naturalnej k), to jest powyższa Propozycja zacho­
dzi z C} zastąpionym przez Ck.

Lemat 14. Niech K C Rn będzie zbiorem definiowalnym w S i niech
f : K —> Rm

będzie funkcją definiowalną. Wtedy istnieje liczba naturalna d taka, że dla dowolnego 
y e f(K) liczba składowych spójnych włókna f~l(y) jest mniejsza łub równa d.




