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TEORIA DYSKOW ANALITYCZNYCH

ARMEN EDIGARIAN

Celem tej notki jest przedstawienie metody konstruowania ekstremalnych funkcji
plurisubharmonicznych za pomoca dyskéw analitycznych.

Zacznijmy od definicji funkcji plurisubharinonicznej. Niech D bedzie obszarem
w C" oraz niech D oznacza kolo jednostkowe w C. Mowimy, Ze funkcja

u:D — [-oc,+2¢)

jest plurisubharmoniczna jesli:

1. u jest polciagta z gory; _

2. dla dowolnego odwzorowania holomorficznego f : D — D z pewnego otoczenia
domkniecia D w obszar D (zbior takich odwzorowan oznaczamy O(D. D)) zachodzi
nieré6wnosc:

1 2n )
1) W) <5 [ ulste)as
T Jo
Powyzsza definicja nie jest standardowa i w wielu podrecznikach jest podawana
w formie twierdzenia (patrz np. [Kli 1991]). Jednak zaleta tej definicji jest to. ze
bezproblemowo przenosi sie do rozmaitosci zespolonych.

Zbior funkceji plurisubharmonicznych na D oznaczamy PSH(D). Klasyczng metoda
konstrukcji (ekstremalnych) funkcji plurisubharmonicznych jest nastepujaca metoda
Perrona-Bremermanna. Niech 4 € PSH(D) bedzie dowolnym podzbioremn oraz niech

Py(z) =sup{u(z):uelU}, z€D.

Zalozmy, ze rodzina funkcji plurisubharmonicznych U jest lokalnie ograniczona z gory.
Wtedy P jest plurisubharmoniczna na D. gdzie »*(z) = limsup,,___, v(z) oznacza
gorng regularyzacje polciagla funkcji v.

Przyktadami takiej konstrukcji sa nastepujace dwie funkcje, ktére odgrywaja bar-
dzo wazng role w teorii pluripotencjatu (por. [Kli 1991]).

Niech E C D bedzie dowolnym podzbiorem. Przez relatywnie ekstremalng funkcje
rozumiemy

w(z,E,D) =sup{u(z2):u € PSH(D).u < —1na E,u<0Ona D}. :e€D.

Jak juz wspominatem w*(-. E. D) jest funkcja plurisubharmoniczna.
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Niech p € D. Przez zespolong funkcje Greena z biegunem w punkcie p rozumiemy
funkcje

(2) gp(z.p) =sup{u(z):u € PSH(D),u < 0,u(w) < Injjw-p|+C
w pewnym otoczeniu p}. =z € D.
Latwo pokazac, ze funkcja gp(-, p) jest plurisubharmoniczna (patrz np. |[Kli 1991]).
Pod koniec lat 80-tych E. Poletsky zaproponowal inng metode¢ konstrukcji funkcji
plurisubharmonicznych, w pewnym sensie, dualng do metody Perrona-Bremermanna.

Niech H : O(D, D) — |~oc, +oc| bedzie dowolnq funkcja oraz niech
Eyn(z) =inf{H(f): f € OD.D), f(0) =z}, z€D.

Bedziemy moéwili, ze H jest funkcjonalem dyskow oraz Ey; jest otoczka funkcjonatu
H. Ogolna idea Poletsky’ego polega na pokazaniu, ze przy pewnych zalozeniach na H
otoczka Fy jest funkcja plurisubharmoniczng. Rozwazmy teraz przyklady dla ktorych
wiadomo, ze ich otoczki sa plurisubharmoniczne (patrz np. [Pol 1993], [Edi 2002],
[Lar--Sig 1998]|).

Funkcjonat 1 (Poissona). Niech ¢ : D — [—00, +2¢) bedzie funkcja polciagla z gory.
Wtedy definiujemy funkcjonal Poissona w nastepujacy sposéb:

1

2r ) _
o /0 #(f(e®))d8, f e OD.D).

Zauwazmy, ze je$li v jest funkcja plurisubharmoniczng na D taka, ze v < ¢ to dla
dowolnego odwzorowania f € O(D, D) zachodzi nieréwno$¢ v(f(0)) < FY(f) (wynika
to z (1)) oraz

FY(f) =

sup{v(z) : v € PSH(D),v < ¢} < Exy(2) < (2)
(dla otrzymania prawej nier6wnosci blerzemy stale odwzorowanie réwne z2).
Zatem z plurisubharmonicznosci Er» wynika jedna z podstawowych réwnosci
w teorii E. Poletsky’ego

Exe(2) = sup{v(z): v € PSH(D),v < ¢}, z€D.
Dla zbioru otwartego U C D z powyzszej rownosci (biorqc jako ¢ = —xy, gdzie xy jest

funkcja charakterystyczng zbioru U) otrzymujemy nastepujaca wazna charakteryzacje
relatywnej funkcji ekstremalnej

w(z,U,D) = —2% sup{o(f~'(U)NaD) : f € O(D, D), f(0) = z},

gdzie o oznacza miare Lebesgue’a na okregu jednostkowym. Stosujac ten wynik moz-
na pokazaé, ze relatywna funkcja ekstremalna ma nastepujaca wiasnos¢ produktowa
(patrz [Edi-Pol 1997]).

Twierdzenie 1. Niech D C C*, G C C™ bedg obszerami. JesliU C D, V C G sq
podzbiorami otwartymi, to

w((z,w),U x V,D x G) = max {w(z,U, D),w(w,V,G)}, (z,w)e DxG.
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Funkcjonat 2 (Riesza). Niech v bedzie funkcja plurisubharmoniczng na D oraz niech
f € O(D. D). Jesli vo f = —oo0 to definiujemy F3(f) = 0. Natomiast jesli vo f # —oo
to ]

F30) = 1 [ o8l Do ).
Funkcjonal ten jak dotychczas, wlasciwie, nie ma zastosowan w analizie zespolone;j.
Jedyna ciekawostka jest juz wspomniana wlasnosc, ze jej otoczka jest plurisubharmo-
niczna.

Funkcjonat 3 (Greena). Niech p € D oraz niech
Fas(f)= ) loglel, feOD,D).
€ef~1p)

Korzystajac z nieréwnosci Schwarz_&i (patrz np. |Jar--Pfl 1993|) latwo pokazaé, ze dla
dowolnego odwzorowania f € O(D, D) takiego, ze f(0) = z zachodzi nieréwnosé¢
gp(z,p) < F3(f) oraz g(-.p) < Ex,. Zauwazmy, ze dla ustalonego p € D istnieje stala
R > 0 taka, ze B(p, R) € D, gdzie B(p, R) oznacza kule o $srodku p i promieni R.
Niech z € B(p, R). Rozwazmy odwzorowanie f(A) = p + Rﬂ?z%”"z”__ﬁ . Hi_:z;LII' Latwo
sprawdzi¢, ze f(D) c B(p, R), f(0) = 2 oraz f(”z—,—{pu) = p. Otrzymujemy stad, ze
Er(z)<In (”%”'L) dla z € B(p, R). Z tych rozwazan, z plurisubharmonicznosci Ex,
oraz z definicji (2) wynika kolejna podstawowa réwnosé w teorii E. Poletsky’ego

Er,(2) =¢gpn(z,p), z2€ D.
Z tej rownosci, tak jak w przypadku funkcji relatywnie ekstremalnej, mozna pokazaé
nastepujaca wlasnos¢ produktowa (patrz np. [Edi 2002]).
Twierdzenie 2. Niech D C C*, G C C™ bedg obszarami. Jeslip € D, q € G, to

goxc((z,w), (p,q)) = max{gn(z,p),9c(w.q)}, (z,w)€ D xG.
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