Wptyw opoznien inwestycyjnych
na dtugookresowg rownowage
w zagregowanych modelach
wzrostu gospodarczego






Adam Krawiec

Wptyw opoznien inwestycyjnych
na dtugookresowg rownowage
w zagregowanych modelach
wzrostu gospodarczego

Wydawnictwo Uniwersytetu Jagielloriskiego



Praca naukowa finansowana ze $rodkéw Ministerstwa Nauki 1 Szkolnictwa
Wyzszego w latach 2006-2007 jako projekt badawczy nr N111 003 31

RECENZENCI
dr hab. Krzysztof Malaga, prof. nadzw. UEP
prof. dr hab. Krzysztof Grysa

PROJEKT OKLADKI

Katarzyna Zalewska / Pracownia Register

Na okladce uzyto fotografii autorstwa: Scriblr / Fotolia,
Tamara Kulikova / Fotolia

Copyright by Adam Krawiec & Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego
Wydanie I, Krakow 2013
All rights reserved

Niniejszy utwér ani zaden jego fragment nie moze by¢ reprodukowany,
przetwarzany i rozpowszechniany w jakikolwiek sposéb za pomoca urza-
dzen elektronicznych, mechanicznych, kopiujacych, nagrywajacych i innych
oraz nie moze by¢ przechowywany w zadnym systemie informatycznym bez
uprzedniej pisemnej zgody Wydawcy.

ISBN 978-83-233-3498-9

WYDAWNICTWO

UNIWERSYTETU
JAGIELLONSKIEGO

www.wuj.pl

Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego

Redakcja: ul. Michalowskiego 9/2, 31-126 Krakéw

tel. 12-631-18-80, tel./fax 12-631-18-83

Dystrybucja: tel. 12-631-01-97, tel./fax 12-631-01-98

tel. kom. 506-006-674, e-mail: sprzedaz@wuj.pl

Konto: PEKAO SA, nr 80 1240 4722 1111 0000 4856 3325



Spis tresci

Wstep . . . . o 7
Rozdzial 1. Rola op6znienia w ekonomii . . . ... ... ... 15
1.1. Wprowadzenie . . . . . . . . .. ... Lo 15
1.2.  Opo6znienie w modelach ekonomicznych . . . . . . . ... .. 16
1.3. Empiryczna ocena czasu opdznienia . . . . . . . .. .. ... 17
1.4. Podsumowanie . . . . . . . . ... ... 19

Rozdzial 2. Modele cyklu koniunkturalnego z op6znieniem

inwestycyjnym . . . . . ... Lo 21
2.1. Wprowadzenie . . . . . . . .. ... 21
2.2.  Model cyklu koniunkturalnego Kaleckiego . . . .. ... .. 23
2.3. Model cyklu koniunkturalnego Kaldora . . . . . . ... ... 26
2.4. Model cyklu koniunkturalnego Kaldora-Kaleckiego . . . . . 29
2.5. Model wzrostu Kaldora-Kaleckiego . . . . . ... ... ... 34
2.6. Podsumowanie . . . . . . . .. ... 45
Rozdzial 3. Model Solowa i op6znienie inwestycyjne . . . . . 47
3.1. Wprowadzenie . . . . . . . .. ... 47
3.2. Model Solowa . . .. ... ... 50
3.3.  Opdznienie inwestycyjne w modelu Solowa . . . . . . . . .. 55
3.4. Podsumowanie . . . . . . .. ... 76

Rozdzial 4. Opédznienie inwestycyjne w wybranych

modelach wzrostu . . . . ... ... ... ... ... ....... 79
4.1. Wprowadzenie . . . . . . . .. ... 79
4.2. Model AK z opéZnieniem . . . . . .. ... 80
4.3. Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila z opdznieniem . .. 85
4.4. Model Ramseya-Cassa-Koopmansa z opdznieniem . . . . . . 91

4.5. Podsumowanie . . . . . . . . ... o 96



6 Spis tresci

Rozdzial 5. Opdznienie inwestycyjne i publiczny kapitat

TZECZOWY . .« o o v v e it e e e e e 99
5.1. Wprowadzenie . . . . . . . .. ... oo 99
5.2. Model ze stala stopa wzrostu publicznego kapitatu rzeczowego 102
5.3. Model ze stala stopa podatkowa . . . . . . ... ... 109
5.4. Podsumowanie . . . . . . .. ... Lo 117
Zakonczenie . . . . . ... 121
Dodatek A. Réwnania rézniczkowe . . . . . . . . ... ... .. 125
A.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne . . . . . . . ... ... .. 125
A.2. Roéwnania rézniczkowe z opdéznionym argumentem . . . . . . 131
A.3. Bifurkacja Hopfa . . . ... ... ... ... ... ... ... 136
Dodatek B. Programy komputerowe . . . . . . ... ... ... 139

Bibliografia . . . . ... ... .. ... ... . 141



Wstep

Niniejsza praca poswiecona jest zbadaniu wpltywu opdznien inwe-
stycyjnych na dynamike zagregowanych modeli wzrostu gospodarcze-
go. Temat ten jest czescia szerszego nurtu analizy prostych modeli eko-
nomicznych posiadajacych ztozona dynamike, ktora nie ma charakteru
stochastycznego. Wydaje sig, ze jest to interesujacy i obiecujacy kie-
runek badan. W pracy, ktora ma charakter teoretyczny, koncentruje
sie przede wszystkim na analizie dynamiki prostych modeli wzrostu
gospodarczego, a nie na empirycznej weryfikacji ich wynikow.

Problem opdznien inwestycyjnych byt znany w ekonomii od dawna.
Juz w chwili narodzin ekonomii jako nowoczesnej nauki Adam Smith
w Badaniach nad naturg i przyczynami bogactwa narodéw (1954) zwré-
cit na niego uwage, rozwazajac kwestie podziatu pracy, ktory

»jest ograniczony przez akumulacje kapitalu, poniewaz proces
produkcji wymaga czasu; istnieje bowiem opodznienie w czasie
miedzy zapoczatkowaniem produkeji i koncowa sprzedaza gtow-
nego produktu. W prostej gospodarce, w ktorej kazde gospodar-
stwo domowe wytwarza wszystko, co mu jest potrzebne w za-
kresie konsumpcji, a podziat pracy jest znikomy, nie potrzeba
duzo kapitatu, zeby utrzymaé pracownikéow (zywnosé, odziez,
mieszkanie) w czasie trwania procesu produkcyjnego. Gdy na-
stapi podzial pracy, pracownicy nie wytwarzaja juz débr tylko
dla swojej wlasnej konsumpcji i musi istnie¢ pewien zapas dobr
konsumpcyjnych na utrzymanie pracownikéw w toku tego wy-
magajacego czasu procesu. Zapas tych débr pochodzi z oszczed-
nosci i w tym kontekscie jest tym, co Smith nazwal kapitatem.
Wazng funkcja kapitalisty jest zapewnienie $rodkéw na pokry-
cie luki w czasie miedzy rozpoczeciem produkcji a sprzedaza
gotowego produktu.
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Wraz ze wzrostem podziatu pracy pracownicy wytwarzaja
coraz mniej débr dla swojej wtasnej konsumpcji i producent
musi posiadaé oszczednosci (kapital), aby mogl utrzymaé pra-
cownikéow w trakcie wymagajacego czasu procesu produkcji.
Dlatego jedna z funkcji kapitalisty jest zapewnienie srodkow
na stworzenie zapasu doébr w czasie miedzy rozpoczeciem pro-
dukgji i sprzedaza gotowego produktu” (Landreth i Colander,
1998, s. 127-128).

Idee, ze opdznienia inwestycyjne moga powodowaé cykliczne zja-
wiska w gospodarce, przypisujemy Aftalionowi (1927), ktory twier-
dzil, Ze opdznienia w procesie produkcji mogg powodowaé cykliczne
zmiany wielkosci produkeji. Aftalion (1927, s. 165) pisal, ze ,glowna
odpowiedzialno$¢ za cykliczne fluktuacje nalezy przypisaé jednej z cha-
rakterystyk wspotczesnej techniki przemystowej, tj. dhugiemu okresowi
koniecznemu do wyprodukowania kapitatu”.

Idea ta zostala po raz pierwszy uwzgledniona w matematycznych
modelach cyklu koniunkturalnego w latach 30. ubiegtego wieku. W tym
celu wykorzystano réwnania rozniczkowe z opdznionym argumentem,
w ktorych zmiana stanu zalezy nie tylko od biezacego stanu, jak to ma
miejsce w przypadku rownan rézniczkowych zwyczajnych, ale takze od
przesztego stanu. W naturalny sposob tego typu rozwazania pojawity
sic w zwiagzku z badaniem koniunktury gospodarczej. W latach 30.
ubiegtego wieku Tinbergen (1931) i Kalecki (1933) stworzyli pierw-
sze matematyczne modele, w ktorych odstep czasu miedzy podjeciem
decyzji inwestycyjnych i ich zrealizowaniem jest istota mechanizmu
odpowiedzialnego za cykliczny przebieg zjawiska.

Tinbergen (1931) stworzyl prosty model, w ktérym decyzje o bu-
dowie nowych statkéw sa zdeterminowane aktualnym zapotrzebowa-
niem na tonaz. Poniewaz nowe statki oddawane sa po pewnym czasie,
koniecznym do ich skonstruowania, w chwili ich wej$cia do eksplo-
atacji sytuacja na rynku przewozoéw jest inna i mamy nadproduk-
cje. W pewnym sensie, patrzac na indywidualne decyzje inwestycyjne
stoczni, mamy do czynienia z ,dylematem wieznia” (Malawski i inni,
2006). Gdy brakuje tonazu, wiele przedsiebiorstw inwestuje i po odda~
niu tych inwestycji do uzytku, mamy zbyt duze zdolnosci przewozowe
w stosunku do popytu na tego rodzaju ustugi. Wtedy tez inwestycje sa
ograniczane, z czasem czes¢ starej floty wychodzi z uzycia, co prowadzi
do zmniejszenia podazy mozliwosci przewozowych. I cykl zaczyna sie¢
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od poczatku. Cykliczne zmiany majg charakter endogeniczny i nie sa
powodowane przez zadne zewnetrzne czynniki. Opodznienie zwigzane
z czasem budowy statkéw jest czynnikiem odpowiedzialnym za fluk-
tuacje podazy, poniewaz poziom inwestycji planowany jest na podsta-
wie biezgcej sytuacji rynkowej i nie ma mozliwosci przewidzenia, jaki
tonaz bedzie dostepny w pewnej chwili w przysztosci, uwzgledniwszy
w miedzyczasie wszystkie ukonczone inwestycje i wycofane stare, zu-
zyte jednostki.

Wzrost gospodarczy jest waznym i jednoczesnie bardzo ztozonym
procesem ekonomicznym. Wsrod wielu czynnikéw odpowiedzialnych
za przebieg akumulacji kapitalu rzeczowego charakterystyka proce-
su inwestycyjnego ma olbrzymie znaczenie. Jedng z najwazniejszych
kwestii jest uwzglednienie opdznienia zwigzanego z czasem realizacji
inwestycji. W neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego (np.
w modelu Solowa) przyjmuje sig, ze inwestycje maja natychmiastowy
wplyw na zmiany wielkosci trwaltego majatku produkcyjnego, utozsa-
mianego z kapitatem rzeczowym. Rozszerzenie analizy o czas budowy
dobr kapitatowych wydaje sie interesujacym kierunkiem badan wzro-
stu gospodarczego.

Badania prostych, nieliniowych modeli w fizyce i biologii wyka-
zaty, ze mozliwe jest odtworzenie ztozonego, nieregularnego zachowa-
nia. W tym przypadku ztozona dynamika nie jest wynikiem dziatania
wielkiej liczby czynnikow, ale jest powodowana przez nieliniowe relacje
miedzy zmiennymi. Chociaz to zjawisko byto znane od konca XIX wie-
ku dzigki pionierskim pracom Poincarégo, zainteresowanie tego typu
dynamika w fizyce i biologii zaczeto sie¢ w latach 60. i 70. XX wie-
ku. Duzy wpltyw na to mialto znalezienie szczegblnego typu ztozonego
zachowania zwanego chaosem deterministycznym. Takze w ekonomii
zainteresowano sie ztozonym zachowaniem w niskowymiarowych mo-
delach deterministycznych (Lorenz, 1993; Medio, 1991).

Jednym z istotnych probleméw w modelowaniu zjawisk ekonomicz-
nych jest kwestia, jak dlugo dana przyczyna wplywa na przebieg zja-
wiska lub po jakim czasie ta przyczyna uwidoczni sie w gospodarce.
Zwykle przyjmujemy, ze wszelkie oddziatlywania sa natychmiastowe.
Jednakze w pewnych wypadkach uwzglednienie opdznienia jest nie-
odzowne. Najpierw w latach 30. ubiegtego wieku, badajac cykliczne
zjawiska w gospodarce, Tinbergen (1931) i Kalecki (1933) stworzyli
proste modele z op6Znieniem, ktore wiazato sie z czasem realizacji za-
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mowien inwestycyjnych. PéZniej zainteresowanie tego typu modelami
nie byto zbyt duze i rzadko pojawiatly sie nowe ekonomiczne modele
wykorzystujace opdznienie w procesach gospodarczych. Od poczatku
lat 80. XX wieku, w wyniku wzrostu zainteresowania ztozona, nieli-
niowa dynamikag w fizyce i biologii, pojawity sie liczne modele eko-
nomiczne, wykorzystujace mechanizm opéznienia. Wsréd tych modeli
szczegolnie interesujace sa modele wzrostu gospodarczego z opdznie-
niem inwestycyjnym.

Zwykle matematyczne modele wzrostu gospodarczego maja postac
roOwnania rozniczkowego zwyczajnego lub uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. W celu uwzglednienia opéZznienia w modelu na-
lezy skorzysta¢ z pewnego typu réwnan funkcjonalnych nazywanych
rownaniami rézniczkowymi z odchylonym argumentem. Roéwnania te,
okreslane jako réwnania réznicowo-rozniczkowe, pojawity sie w XVIII
wieku. Jednakze gwattowny rozwdj teorii tych rownan nastapit w XX
wieku, szczegdlnie po II wojnie swiatowej. Podstawowa teoria doty-
czaca stabilnodci uktadéw opisywanych tego typu réwnaniami zostala
rozwini¢ta przez Pontriagina. Nastepnie powstato wiele waznych prac,
ktore wniosty istotny wktad do zrozumienia dynamicznego zachowa-
nia w tego typu réwnaniach (Bellman i Cooke, 1963; Halanay, 1966;
El'sgol’ts i Norkin, 1971; Mishkis, 1972; Hale i Verduyn Lunel, 1993;
Kolmanovskii i Myshkis, 1999).

Niektore liniowe réwnania rézniczkowe oraz uktady liniowych réw-
nan rézniczkowych jest dos¢ tatwo rozwiazaé¢ analitycznie. W przy-
padku réwnan nieliniowych sytuacja jest o wiele trudniejsza. Doktad-
ne rozwigzania mozna uzyska¢ tylko dla pewnych szczegdlnych po-
staci funkcji, w ogoélnosci jednak zagadnienie mozna rozwiazaé tylko
w przyblizeniu metodami numerycznymi. Tymczasem w catym szere-
gu zagadnien doktadnos¢ ilosciowych obliczen nie jest wcale potrzeb-
na, wystarcza natomiast jakosciowy obraz zjawisk, przy czym wazne
jest przewidywanie charakteru przebiegu zjawiska w przypadku zmia-
ny warunkow, w jakich odbywa sie badane zjawisko. Odnosi si¢ to
zwlaszcza do zagadnien z dziedziny ekonomii, gdzie ani wartosci pa-
rametrow, ani warunki poczatkowe z reguty nie sg znane doktadnie,
a od analizy matematycznej problemu zada si¢ przede wszystkim opi-
su jakosciowego istotnych charakterystyk procesu. Wazne np. bywa
rozstrzygniecie, czy dla danego uktadu istniejg stany stacjonarne, czy
sg one trwale i jak zmienia sie stabilno$¢ uktadu w wyniku zmiany
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parametrow. Takie wtasnie pytania sg typowymi problemami jako-
sciowej teorii rownan roézniczkowych. Dlatego tez celem jakosciowego
badania uktadéw dynamicznych jest wyznaczenie dla wszystkich do-
puszczalnych warunkéw poczatkowych wszystkich mozliwych typow
rozwigzan bez ich jawnego podania.

Uzasadnienie wykorzystania réwnan rozniczkowych z odchylonym
argumentem (nazywane takze réwnaniami mieszanymi rézniczkowo-
-r6znicowymi) w ekonomii najlepiej wyrazit Giancarlo Gandalfo:

,2Fundamentalnym powodem jest to, ze sadzimy, iz mieszane
rozniczkowo-réznicowe réwnania sg o wiele bardziej odpowied-
nie, niz tylko réwnania rézniczkowe czy tylko réwnania roz-
nicowe, do adekwatnego potraktowania dynamicznych proce-
sow ekonomicznych. Sadzimy tak, poniewaz wydaje sie nam, ze
rzeczywiste dynamiczne zjawiska ekonomiczne sa w przyblize-
niu zjawiskami ciagltymi, w ktérych jednak obecne sg w istotny
sposob niecigglosci, opdznienia, tak ze maja wpltyw na bieza-
cg warto$¢ zmiennej wczesniejsze wartosci tej samej zmiennej
(o skoficzonym i nieinfinitezymalnym odstepie czasowym) etc.”
(Gandolfo, 1980, s. 527).

W niniejszej pracy ogranicze sie tylko do jednego rodzaju opdz-
nien pojawiajacych si¢ w gospodarce, zwiazanych z czasem realiza-
cji inwestycji. Przyjmuje, ze wytwarzanie kapitatu rzeczowego (zaréw-
no prywatnego, jak i publicznego) oraz kapitatu ludzkiego jest pew-
nym procesem, rozpoczynajacym sie od decyzji inwestycyjnych, potem
przechodzacym w okres budowy dobr inwestycyjnych, a konczacym sie
oddaniem ich do uzytku. Decyzje inwestycyjne podejmowane sa albo
na podstawie aktualnego stanu gospodarki, albo prognoz gospodar-
czych. W jednym i w drugim przypadku w chwili ukonczenia inwestycji
wzrost mocy produkcyjnych nie musi by¢ adekwatny do zmienionych
warunkow gospodarowania. Rozpoczynajac inwestycje, mozemy wyko-
rzystaé¢ jedynie aktualne zasoby czynnikéw wytworczych, co oznacza,
ze kapitat rzeczowy oddany do uzytku w chwili ¢ zostat wytworzony
za pomocy czynnikow wytworczych dostepnych w chwili rozpoczecia
inwestycji (lub podjecia decyzji inwestycyjnych) ¢t — . Parametr 9 jest
oznaczeniem okresu budowy doébr inwestycyjnych. Dla uproszczenia
zostanie uwzglednione tylko state opdznienie, ktore odpowiada sred-
niemu czasowi realizacji inwestycji w gospodarce. W réznych dziatach



12 Wstep

gospodarki okres realizacji inwestycji jest rozny, ale takie zalozenie
upraszczajace ma sens, gdy przede wszystkim chcemy zbadad, na ile
op6znienie jako takie ma wptyw na dynamike wzrostu gospodarczego.
Jest to uzasadnione poziomem uproszczenia w modelu Solowa, ktory
bedzie punktem odniesienia dla modeli z opdznieniem inwestycyjnym.
Z formalnego punktu widzenia op6znienie to zostanie wpisane w funk-
cje produkcji w tym sensie, ze aktualnie oddawany do uzytku kapitat
rzeczowy zostal wytworzony przy uzyciu zasobow czynnikow wytwor-
czych dostepnych w chwili rozpoczecia inwestycji.

Opdznienie inwestycyjne moze prowadzi¢ do cyklicznych rozwia-
zan. Zamiast stanu stacjonarnego gospodarka w dtugim okresie osigga
stan, w ktorym wielkos$ci makroekonomiczne, takie jak zasob kapitatu
rzeczowego per capita, produkt per capita i inne, podlegaja fluktu-
acjom. Maja one charakter samopodtrzymujacy i moga posiada¢ sta-
bilng amplitude. Tego typu rozwigzanie moze wskazywac na istnienie
odchylen od dtugookresowego trendu wzrostowego, ktére nazywamy
cyklami wzrostu. W latach 60. ubiegtego wieku powstal jeden z pierw-
szych modeli cykli wzrostu (Goodwin, 1967). Goodwin pokazal istnie-
nie cykli wzrostu w jednosektorowym modelu wzrostu gospodarcze-
go ze statym wspotezynnikiem kapitatochtonnosci, klasyczna funkcja
oszczednosci i1 stalg stopg wzrostu populacji i produktywnosci pracy.

Teoretyczne wyjasnienie zrodta nieréwnomiernego wzrostu gospo-
darczego jest istotne, by zrozumieé jego nature w dzisiejszym Swie-
cie. Wérod wielu mozliwych przyczyn nieregularnosci wskazywane sa
inwestycje. Wiadomo, ze w jednosektorowym modelu wzrostu gospo-
darczego Solowa nigdy nie wystepuja cykle. W modelu osiggana jest
monotonicznie réwnowaga — stan stacjonarny. Jedynie w przypadku,
gdy w gospodarce produkowanych jest trzy lub wiecej débr, mozliwe
jest generowanie cykli (Benhabib i Nishimura, 1979). Jednym z pod-
stawowych mechanizmow prowadzacych do powstania cyklicznego za-
chowania w tego typu modelach sa bifurkacje (w wyniku zmiany male;
zmiany wartosci parametru modelu zmieniaja sie wlasnosci modelu).
Interesujaca dyskusje nad ekonomicznym znaczeniem mechanizmu bi-
furkacji i przyktad bifurkacji Hopfa w modelu ekonomicznym mozna
znalezé w pracy Kinda (1999).

Rozwazajac wybrane neoklasyczne modele wzrostu (oraz model
AK), zbadam, jak opdznienie inwestycyjne wptywa na dynamike wzro-
stu gospodarczego. Czy opdznienie ma wpltyw na dhugookresows row-
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nowage? Czy ma tez wplyw ma zachowanie dynamiczne w otoczeniu
stanu stacjonarnego?

Praca poswigcona jest tylko zagadnieniom teoretycznym. Jej ce-
lem jest zbadanie wplywu opdznienia inwestycyjnego w ramach neo-
klasycznej teorii wzrostu gospodarczego. Na przyktadzie kilku wybra-
nych modeli wzrostu zamierzalem wyjasni¢, czy opdznienia inwesty-
cyjne maja wptyw na dhugookresowa réwnowage i zachowanie w po-
blizu stanu stacjonarnego. W ilosciowej analizie modeli konieczne byto
przyjecie konkretnych wartosci liczbowych parametrow w celu stwier-
dzenia, czy rozwiazania sa ekonomicznie sensowne. Jednakze w pracy
catkowicie pominieta zostata kwestia statystycznej weryfikacji bada-
nych modeli. Jest to temat, ktory zastuguje na odrebng monografie.

W rozdziale 1 omoéwiono problem opdznienia inwestycyjnego z em-
pirycznego punktu widzenia oraz przedstawiono krotki przeglad mo-
deli ekonomicznych z opdznieniem, innych niz rozwazane szczegdtowo
w pracy modele z opéznieniem inwestycyjnym. W rozdziale 2 zapre-
zentowano powstawanie cykli koniunkturalnych i cykli wzrostu w wy-
niku uwzglednienia czasu realizacji zaméwien inwestycyjnych w mo-
delach Kaleckiego i Kaldora-Kaleckiego. Rozdzial 3 zawiera analize
modelu wzrostu gospodarczego Solowa oraz modeli Solowa, w ktorych
uwzgledniono opdznienie inwestycyjne. Z kolei rozdziatl 4 zawiera ana-
lize trzech modeli: model AK, model z kapitalem ludzkim i model
z optymalna konsumpcja, w ktorych uwzgledniono opdznienie inwe-
stycyjne. W rozdziale 5 przedstawiono modele wzrostu z publicznym
kapitalem rzeczowym i opoOznieniem inwestycyjnym. W pierwszym
dodatku zostaly zaprezentowane podstawowe definicje i twierdzenia
teorii réwnan rézniczkowych z odchylonym argumentem. Drugi doda-
tek zawiera krotki przeglad programéw komputerowych uzytecznych
w analizie numerycznej uktadéw dynamicznych.

X % ok

Autor dziekuje wszystkim, ktérzy podzielili sie z nim swoimi uwa-
gami i sugestiami w trakcie pracy nad tematyka opdznienn inwesty-
cyjnych w modelach cyklu koniunkturalnego i wzrostu gospodarczego.
Wyrazy podziekowania naleza sie: prof. dr. hab. Januszowi Beksiako-
wi, prof. dr. hab. Tomaszowi Tokarskiemu, prof. dr hab. Honoracie
Sosnowskiej, prof. dr. hab. Wtadystawowi Welfe, prof. dr. hab. Alek-
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sandrowi Welfe, prof. dr. hab. Jackowi Osiewalskiemu, prof. dr. hab.
Markowi Szydtowskiemu i recenzentom pracy habilitacyjnej dr. hab.
Krzysztofowi Maladze i prof. dr. hab. Krzysztofowi Grysie. Przed-
stawione w pracy badania byly realizowane w ramach projektéw ba-
dawczych KBN nr 1 HO2B 009 15 i nr 1 HO2B 023 27 oraz projektu
badawczego MNiSW nr N111 003 31.



Rozdzial 1

Rola opd6znienia w ekonomii

1.1. Wprowadzenie

Ekonomia matematyczna stawia sobie za cel budowanie i analize
modeli zjawisk ekonomicznych (Panek, 2003). W szczegdlnosci do ba-
dania dynamiki proceséw ekonomicznych uzyteczne sa modele opisane
przez rownania rézniczkowe. Gtéwne znaczenie maja nieliniowe réw-
nania rézniczkowe (i ich uktady), poniewaz w odrdznieniu od prostych
liniowych réwnan rézniczkowych ich rozwigzania odpowiadaja ztozo-
nym zachowaniom dynamicznym. Odkrycie chaosu deterministyczne-
go w latach 60. ubieglego wieku! spowodowalo, Ze zainteresowano
si¢ uktadami prostych, nieliniowych réwnan roézniczkowych i znale-
ziono wiele przyktadow ztozonego zachowania nie tylko w fizyce, bio-
logii, chemii, ale rowniez ekonomii. Zainteresowanie ztozong dynamika
wsroéd ekonomistéow pojawito sie pod koniec lat 70. Ze wzgledu na
to, ze réwnania rézniczkowe z opdznionym argumentem rowniez moga
stuzy¢ do opisu ztozonej dynamiki zjawisk, w wigkszym stopniu zajeto
sie modelowaniem zjawisk ekonomicznych przy ich uzyciu. W okresie
od lat 30. do konca lat 90. prace z modelami opisanymi przez réwnania
z opOznionym argumentem pojawiaty sie incydentalnie. W ostatnim
okresie opublikowano kilkanascie prac, w ktérych opéznienie w réznych
ekonomicznych kontekstach odgrywato istotng role.

Ze wzgledu na trudnosci i ztozonos¢ analizy rownan z opdznio-
nym argumentem wykorzystuje sie najczesciej najprostsze réwnania
rozniczkowe z opoznieniem, takie jak np.

(t) = —ax(t — v), (1.1)

I Nalezy zaznaczyé, ze tego typu zlozona dynamika, ktéra okreslamy jako
chaos deterministyczny, byla znana juz w czasach Poincarégo.
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gdzie a jest parametrem. To réwnanie opisuje zmiang¢ wielkosci x
w chwili t pod wplywem warto$ci x w przesztosci t — ). Skutek, jakim
jest zmiana x w chwili ¢, jest opozniony w stosunku do przyczyny, ktéra
miata miejsce w chwili ¢ — ¢}. Takie réwnanie w kontekscie ekonomicz-
nym zostato po raz pierwszy uzyte do opisu cyklicznych zmian tonazu
statkéw (Tinbergen, 1931). Z kolei dla ujemnej wartosci parametru
a Kobrinskii i Kusmint (1981) uzyli tego réwnania do modelowania
wielkosci wydobycia ropy oraz produkcji maszyn.

1.2. Opoéznienie w modelach ekonomicznych

Modele wykorzystujace rownania rézniczkowe z opdznionym argu-
mentem byty uzywane w wielu dziedzinach ekonomii, wszedzie tam,
gdzie pojawia sie op6znienie. Wéréd problemoéw mikroekonomicznych
w szczegolnosci nalezy wspomnie¢ o badaniu dynamiki rynku. Mac-
key (1989) rozwazal dynamike cen rynkowych w modelu, w ktérym
istniato opodznienie zwigzane z reakcja producentéw na zmiane ceny
rynkowej. Z kolei Bélair i Mackey (1989) badali model réwnowagi ryn-
kowej, w ktorym decyzje producenta o zmianie wielkosci produkeji
z op6znieniem przektadaly si¢ na zmiane podazy rynkowej. Howroyd
i Russell (1984) analizowali natomiast wptyw opdznienia w modelu oli-
gopolu Cournota, w ktérym kazda firma dostosowata produkcje w od-
powiedzi na dziatania konkurenta z pewnym opo6znieniem. OpdZnienie
byto zwiazane z czasem potrzebnym na uzyskanie i przetworzenie in-
formacji. Innym podobnego typu problemem jest tzw. cykl swinski,
gdzie op6znienie ma uwarunkowanie biologiczne. Wigze si¢ ono z cza-
sem potrzebnym do utuczenia zwierzat. Larson (1964) stworzyt model
z opdznieniem, w ktorym pojawiaja sie cykliczne zmiany w podazy
trzody chlewnej.

Wisréd modeli makroekonomicznych, oprécz modeli cyklu koniunk-
turalnego i wzrostu gospodarczego, ktore szczegdétowo zostang przed-
stawione w nastepnych rozdziatach, nalezy przede wszystkim wspo-
mnie¢ o pracach, w ktorych badano model IS-LM. De Cesare i Sportelli
(2005) i Neamtu i inni (2007) badali model IS-LM, ktérym wystepowa-
to opéznienie przychodéw podatkowych. Zhou i Li (2008) przedstawili
model IS-LM z opdznieniem w procesie inwestycyjnym.
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W literaturze ekonomicznej byto rozwazanych wiele modeli wzrostu
gospodarczego, w ktorych opdznienie pojawiato sie w innych konteks-
tach. El-Hodiri i inni (1972) przedstawili pierwsza prace, w ktérej
wprowadzono opoéznienia do modelu optymalnego wzrostu. Jednakze
autorzy nie analizowali zwiazkéw miedzy opdznieniami i cyklami. Ru-
stichini (1989) wprowadzil ztozona strukture opdznien w modelu opty-
malnego wzrostu i podal rygorystyczny dowod istnienia cykli. Fanti
i Manfredi (2003) rozwazali model Solowa, w ktérym uwzgledniono
strukture wiekowa ludnosci. To tylko kilka przyktadow wykorzysta-
nia op6znienia do modelowania ekonomicznego w réznych dziedzinach
ekonomii. Szerzej o ekonomicznych modelach z opéZnieniem pisze Gan-
dolfo (1980).

W pracy ogranicze si¢ do analizy op6znienia wystepujacego w pro-
cesie inwestycyjnym. Bedzie to czas realizacji inwestycji kapitatowych.
Czas budowy dobr kapitatowych ma istotne znaczenie w modelach
cyklu koniunkturalnego i wzrostu gospodarczego i tego typu modele
bede analizowal. Zajme sie rowniez opdznieniem w modelach wzrostu
gospodarczego i w mniejszym zakresie w modelach cyklu koniunktu-
ralnego. Opodznienie bedzie wigzato sie jedynie z czasem budowy dobr
inwestycyjnych.

1.3. Empiryczna ocena czasu op6znienia

Opdznienie inwestycyjne interpretujemy jako czas wykonania za-
mowien inwestycyjnych. Taka interpretacja jest zgodna z pogladami
Tinbergena i Kaleckiego. Podobnie jak oni przyjmuje daleko idaca
idealizacje i uproszczenie procesu inwestycyjnego. Dane wskazuja, ze
w przypadku inwestycji w fabryki i budynki wydatki w poczatkowym
okresie sg niskie i rosng, w miare jak zbliza sie termin zakonczenia
inwestycji (Del Boca i inni, 2008). Przyjmujac, ze istnieje jedno opdz-
nienie, wyznaczajace odstep miedzy podjeciem decyzji inwestycyjnych
i ukonczeniem projektéw inwestycyjnych, zaniedbujemy dynamike wy-
datkow w trakcie trwania inwestycji. Sposob wprowadzenia op6znienia
do neoklasycznego modelu wzrostu polega na tym, ze inwestycje brutto
w chwili zakonczenia inwestycji sa opisane przez zaoszczedzong czesé
dochodu wytworzonego w chwili rozpoczecia inwestycji. Oznacza to,
ze catkowite wydatki na inwestycje maja miejsce w chwili rozpoczecia
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inwestycji lub ze przedsiebiorcy posiadajag $rodki finansowe w petni
pokrywajace koszty realizacji inwestycji juz w chwili podjecia decy-
zji inwestycyjnych. Z drugiej strony mozemy patrze¢ na to z punk-
tu widzenia dostepnych w danym momencie czynnikéw wytworczych.
W chwili podjecia decyzji lub rozpoczecia inwestycji gospodarka dys-
ponuje okreslonymi zasobami kapitatu rzeczowego i pracy i tylko te
czynniki wytworcze zostang uzyte do wytworzenia kapitatu oddane-
go do uzytku po czasie okreslonym przez czas opoznienia. Nie zostaja
uwzglednione w planach i nastepnie uzyte ani kapitat, ani praca, ktore
stang sie dostepne w trakcie trwania inwestycji.

Dla uproszczenia przyjmujemy staty czas opdznienia, ktéry okresla
przecietny czas realizacji inwestycji w gospodarce. Opierajac sie na
dostepnych danych, nalezy zatem okresli¢ dtugos¢ procesu inwesty-
cyjnego i wyznaczy¢ jego $rednig wartosé. Inwestycje charakteryzuja
sie duza rozpietoscia czasu realizacji inwestycji i maja niejednorodny
charakter. Zakup i instalacja nowego wyposazenia wymagaja mniej
czasu niz budowa fabryki od podstaw. W literaturze przedmiotu ist-
nieje kilka opracowan tego problemu.

W Prébie teorii koniunktury Kalecki (1933) okreslit czas wykona-
nia zamoéwien inwestycyjnych, opierajac sie na danych Niemieckiego
Instytutu Badania Koniunktur. Dla budynkéw mieszkalnych, przemy-
stowych i publicznych czas ten szacowany byt na 8 miesiecy od rozpo-
czecia do zakonczenia budowy, a w przemysle maszynowym na 6 mie-
siecy miedzy zamoéwieniami i dostawa. Stad Kalecki przyjal wartosé
parametru opéznienia réwna 0,6 roku (Kalecki, 1979, s. 130).

Na podstawie danych z 1954 roku Mayer (1960) zbadat 110 ame-
rykanskich przedsiebiorstw budujacych lub rozbudowujacych fabryki.
Ustalil on, ze sredni czas, wazony wartoscig projektu inwestycyjnego,
od rozpoczecia budowy do jej zakonczenia wynosit 15 miesiecy. Taki
sposob liczenia sredniej wiaze sie z tym, ze mate projekty sa liczniejsze
niz projekty drogie.

Najszersza analiz¢ ze wzgledu na ilo$¢ uwzglednionych podmiotéw
oraz ramy czasowe przeprowadzil Montgomery (1995). Uwzglednit on
52 tysiace projektow inwestycyjnych (budownictwo przemystowe sek-
tora prywatnego) realizowanych w latach 1961-1991. Podobnie jak
w przypadku pracy Mayera S$redni czas inwestycji liczony w miesig-
cach byt wazony wartoscia inwestycji. Otrzymane wyniki byty naste-
pujace: w latach 1961-1969 sredni czas wynosit 17 miesiecy, w latach
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1970-1971 17,8 miesigca, w latach 1976-1977 17,4 miesigca, w latach
1978, 1979 i 1980 odpowiednio 17,5, 16,9 i 15,5 miesigca, w latach
1982-1983 14,2 miesiaca i w koncu w latach 1990-1991 srednia wynios-
ta 15,7 miesiaca. Widzimy wiec, ze $redni czas inwestycji ma tendencje
spadkowa. Jeszcze wyrazniej wida¢ to na przyktadzie projektow inwe-
stycyjnych o wartosci przekraczajgcej 5 milionéw dolaréw, gdzie $redni
czas wynosit 39,9 miesiaca w latach 1961-1969 i tylko 19,2 miesiaca
w latach 1982-1983. Autor pracy sugeruje, ze jest to wynikiem ulep-
szen technologii budowlanej lub tendencji do wybierania mniejszych
projektow.

Biorac pod uwage caly badany okres 1961-1991, srednia wyniosta
16,7 miesiagca. Montgomery wyznaczyt tez rozktad ilosci projektow
wzgledem czasu ich trwania. Rozktad byt asymetryczny ze wzgledu
na znaczacy udzial malych projektéw o krotkim czasie wykonania.
Najwiecej projektow inwestycyjnych to projekty 6- i 11-12-miesieczne.
Czas realizacji 44% projektéw nie przekraczal roku. Projekty o czasie
wykonania dtuzszym niz 4 lata stanowilty 1,65% wszystkich projektow.

Del Boca i inni (2008) estymowali model z opéznieniem, wykorzy-
stujac roczne dane o inwestycjach wtoskich przedsiebiorstw. W przy-
padku wydatkow na wyposazenie opdznienie nie przekraczato jednego
roku. Z kolei dla wydatkéw na budynki i hale fabryczne czas realizacji
inwestycji miedcit sie w przedziale dwoch, trzech lat.

Biorac pod uwage powyzsze oszacowania $redniego czasu realiza-
¢ji inwestycji, mozna przyjac, ze czas realizacji inwestycji miesci si¢
w przedziale od 0 do 4 lat. Na potrzeby teoretycznej analizy modeli
wzrostu z opdznieniem inwestycyjnym mozna zaltozy¢, ze sredni czas
realizacji inwestycji wynosi rok. W sytuacji, gdy bede chciat pokazaé,
jaki jest wplyw zmiany wielkosci $redniego opdznienia inwestycyjne-
go na dynamike modelu, przyjme wartosci opdznienia w przedziale
od 0,5 do 3 lat.

1.4. Podsumowanie

W nastepnych rozdziatach bede badatl wybrane modele cyklu ko-
niunkturalnego i wzrostu gospodarczego, w ktérych opdznienie inwe-
stycyjne bedzie czynnikiem odpowiedzialnym za mozliwo$¢ pojawienia
sie¢ cyklicznego zachowania. We wszystkich analizowanych modelach
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bede przyjmowal jako parametr opdznienia $redni czas realizacji in-
westycji w gospodarce.

W naszych rozwazaniach o wzroscie gospodarczym podstawowa
zagregowang wielkoscia jest zasob kapitatu rzeczowego w gospodar-
ce. W najprostszych modelach bedziemy przyjmowali istnienie tylko
jednego rodzaju kapitatu — kapitatu rzeczowego. W bardziej rozwinie-
tych modelach pojawi sie kapital ludzki, czy tez rozrdznienie kapitatu
rzeczowego na prywatny i publiczny. Istota modeli wzrostu gospodar-
czego jest okreslenie, jak zasob kapitatu — i w konsekwencji produkcja
— zmienia sie¢ w dtugim okresie.



Rozdzial 2

Modele cyklu koniunkturalnego
7z opOznieniem inwestycyjnym

2.1. Wprowadzenie

W teorii ekonomii pierwsze matematyczne modele cyklicznych pro-
ceséw ekonomicznych sformutowane w postaci réwnania rézniczkowe-
go z odchylonym argumentem powstaty w latach 30. ubiegtego wieku.
Prekursorem byt Tinbergen (1931), ktéry pokazal, ze podaz tonazu
statkow podlega cyklicznym zmianom wynikajacym z niedopasowa-
nia potrzeb w chwili podejmowania decyzji o budowie nowego statku
i w chwili oddania statku do uzytku. W jego modelu zmiana tonazu
statkow w chwili ¢ zalezalta nie od tonazu w tej samej chwili ¢, ale od
tego, jaka byta wielkos¢ tonazu statkow w przesztosci, w chwili ¢t — 9,
wtedy gdy podejmowano decyzje o budowie nowych statkéw. Para-
metr ¢ to (przecietny) czas budowy statku. Rownanie rézniczkowe
z opOznionym argumentem w modelu Tinbergena miato nastepujaca
postac

y(t) = —cy(t —0), (2.1)

gdzie ¢ jest dodatnig stalg.

Kolejny ekonomiczny model, w ktérym wykorzystano réwnanie
rozniczkowe z opdznionym argumentem, byt dzietem Michata Kalec-
kiego. Jego prace wniosty istotny wktad w badania cykléw koniunk-
turalnych. Kalecki (1933, 1935b) zaproponowat model cyklu koniunk-
turalnego, w ktérym odstep czasowy pomiedzy podjeciem decyzji in-
westycyjnych a ukonczeniem budowy débr kapitalowych jest przyczy-
ng cyklicznych zmian w gospodarce. Podobnie jak model Tinbergena,
model Kaleckiego réwniez jest opisany liniowym réwnaniem réznicz-
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kowym z opdznionym argumentem. Zmiana inwestycji netto y jest
opisana przez réwnanie

y(t) = ay(t) — cy(t = V), (2.2)

gdzie a i ¢ sa dodatnimi stalymi, a v jest przecietnym czasem trwania
inwestycji w gospodarce.

Réwnanie (2.2) modelu otrzymanego przez Kaleckiego jest ogdl-
niejsze niz réwnanie modelu Tinbergena; podstawiajac z = ey, mo-
zemy sprowadzi¢ rownanie Kaleckiego do rownania Tinbergena. Roz-
wigzania obu modeli réznia sie o czynnik e®. Dlatego w dalszej czedci
rozdziatu bedziemy bada¢ tylko rozwigzania modelu Kaleckiego.

Zauwazmy, ze roéwnanie rozniczkowe z opdznionym argumentem
jest réwnowazne z uktadem nieskonczenie wielu rownan roézniczkowych
zwyczajnych. W zwiazku z tym rownanie charakterystyczne rownania
z odchylonym argumentem ma transcendentalny charakter i istnieje
nieskoriczenie wiele rozwigzan (wartosci wlasnych réwnania charak-
terystycznego). Kalecki argumentowal, ze znaczenie ma tylko jedno
rozwigzanie, nazywane cyklem gtéwnym, ktérego okres jest diuzszy
niz opoznienie. Dyskusja, ktora sie w zwigzku z tym wywigzalta, spra-
wita, ze Frisch i Holme (1935) dokladnie zbadali rozwigzania tego
rownanial. Wykazali oni, ze istotnie istnieje tylko jedno rozwigzanie
cykliczne o okresie dhuzszym niz opdznienie.

Model Kaldora i idea Kaleckiego postuzyty do stworzenia nowego
modelu cyklu koniunkturalnego z opdznieniem inwestycyjnym. Model
Kaldora-Kaleckiego zostal przedstawiony w dwéch pracach (Krawiec
i Szydtowski, 1998, 1999), a nastepnie byl rozwijany w kilku nastep-
nych (Krawiec i Szydtowski, 2001; Szydtowski i Krawiec, 2000, 2001;
Szydtowski i inni, 2001; Szydlowski i Krawiec, 2005; Krawiec, 2003).
Model Kaldora-Kaleckiego zostat rowniez rozszerzony w celu analizy
wzrostu gospodarczego i cykli wzrostu (Krawiec i Szydtowski, 2003).
Wiele interesujacych wynikow otrzymanych na podstawie modelu Kal-
dora-Kaleckiego zostato zaprezentowanych w pracach innych autorow
(przyktadowo zob. Zhang i Wei, 2004; Kaddar i Alaoui, 2008).

W niniejszym rozdziale przedstawimy model Kaldora-Kaleckiego
(a takze skrétowo same modele Kaleckiego i Kaldora) oraz model
wzrostu oparty na modelu Kaldora-Kaleckiego.

I Polskie tlumaczenie tego artykulu jest zawarte w 1. tomie prac zebranych
Kaleckiego (Kalecki, 1979, s. 462-476).
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2.2. Model cyklu koniunkturalnego Kaleckiego

W 1933 roku Michat Kalecki opublikowal pierwsza wersje modelu
cyklu koniunkturalnego w pracy pt. Préba teorii koniunktury (Kalecki,
1933) i nastepnie przedstawit jej skrocona wersje na sesji Towarzystwa
Ekonometrycznego w Leyden. Referat ten zostal dwa lata pézniej opu-
blikowany po angielsku jako A Macroeconomic Theory of Business
Cycles (Kalecki, 1935b) (w tym samym roku ukazata sie réwniez skro-
cona, francuska wersja pt. Fssai d’une théorie du mouvement cyclique
des affaires (Kalecki, 1935a)).

Kalecki w swojej teorii koniunktury koncentruje sie na procesach
inwestycyjnych. Szczegdlng uwage zwraca na czas budowy urzadzen
wytwoérczych oraz poziom rentownosci, ktéry decyduje o sktonnosci
do inwestowania.

Model opisuje zamkniety i pozbawiony trendu uktad gospodarczy.
Catkowity dochdd realny kapitalistéw Y (zysk brutto) sktada sie z cze-
sci konsumowanej C' i z czedci zaoszczedzonej A

Y =C+ A (2.3)

Kalecki zalozyl, ze robotnicy nie oszczedzaja i nie majg dochodow
kapitatowych, a wowczas oszczednosci kapitalistow sa tozsame z pro-
dukcja dobr kapitatowych A, ktora jest réwna akumulacji brutto, gdy
zatozymy, ze wielkos¢ zapaséw towarowych pozostaje w przebiegu ko-
niunkturalnym stata. Konsumpcja sktada sie z czesci autonomicznej
By i z czedci proporcjonalnej do dochodu

C=cY + Bo, (24)

gdzie parametr ¢ oznacza krancows sktonnosé¢ do konsumpcji. Z row-
nan (2.3) i (2.4) otrzymujemy zalezno$¢ dochodu Y od akumulacji
brutto (produkeji dobr kapitatowych) A

_ A+B,

Y .
1-c¢

(2.5)

W swoim modelu Kalecki przyjatl, ze jedynym rodzajem inwestycji
sa wydatki na trwale urzadzenia kapitatowe (budynki, maszyny). Wo-
bec tego faktyczny poziom inwestycji w kazdym okresie jest wynikiem

2 Prace Kaleckiego zostaly zebrane i opracowane przez Osiatyhiskiego (Kalec-
ki, 1985).
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wezesniejszych decyzji inwestycyjnych, ktore przyjely realng postac
zamoOwien na maszyny i budowle. Kalecki zatozyl, ze dla wszelkiego
rodzaju inwestycji mozna wyrdznic trzy etapy procesu inwestycyjnego:

(i) zaméwienia inwestycyjne I;

(ii) produkcja débr kapitatowych A;

(iii) dostawy nowych urzadzen wytwérczych D.

Kalecki uzasadnial réwniez, ze w pierwszym przyblizeniu parametr
czasu budowy doébr inwestycyjnych ¥ moze by¢ traktowany jako sta-
ty, jakkolwiek w rzeczywistosci okres budowy doébr kapitatowych jest
zroznicowany: dla réznych rodzajow inwestycji mamy do czynienia
z réznymi okresami ich realizacji (Kalecki, 1985, s. 549-552). Dlatego
dostawy nowych urzadzen wytwérczych D w chwili ¢ beda zaleze¢ od
wielkos$ci zamdwien inwestycyjnych w chwili ¢ — o

D(t) = I(t — ). (2.6)

Z kolei produkcja dobr kapitatowych A w chwili ¢ rowna sie prze-
cietnej zaméwien inwestycyjnych I ztozonych w okresie (¢t — 9, t)

At) = 39 /t;l(T)dT. (2.7)

Zmiany wielkosci aparatu produkcyjnego w chwili ¢ wigza si¢ z do-
stawami nowych urzadzen kapitatowych D i stata dekapitalizacja U

dK
=Dt -U (2.8)

Kalecki przyjal, ze funkcja zamowien inwestycyjnych jest liniowa
oraz zalezy od dochodu (rentownosci) Y i istniejacego aparatu pro-
dukcyjnego

I(t) =m(A+ By) — kK(t), (2.9)

gdzie m i k oznaczaja dodatnie parametry.

Do zrézniczkowanego wzgledem ¢ réwnania (2.9) podstawiamy row-
nania (2.8) i (2.6) oraz zrézniczkowane wzgledem ¢ réwnanie (2.7).
W rezultacie, po oznaczeniu J(t) = I(t)—U i prostym przeksztatceniu,
otrzymamy

DI (t) — mJ(t) + (m + k9)J(t — ) = 0. (2.10)
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Kalecki podal nastepujace rozwiazanie réwnania (2.10). Jesli szcze-
gblnym rozwiazaniem réwnania (2.10) jest funkcja C'e™, gdzie C' ozna-
cza dowolng stala, to rownanie na o bedzie miato postac

(m + k9)e™™ =m — ad). (2.11)

Po prostych przeksztatceniach réwnanie to mozna sprowadzi¢ do wy-
razenia
x + iy = be"(cosy + isiny), (2.12)

gdzie z 4 iy = m — a1} jest pewna liczba zespolong oraz b = e~ (m +
k). Wzorujac sie na Tinbergenie (Tinbergen, 1931), Kalecki rozréznit
dwa przypadki: T — jezeli b > 1/e 1 1T — jezeli b < 1/e.

W drugim przypadku nie ma drgan okresowych. Wahania koniunk-
turalne wystepuja jedynie w pierwszym przypadku, gdy spetnione jest
réwnanie e~ (m + kd) = b < 1/e. Wtedy wahania zamoéwien inwesty-
cyjnych I opisywa¢ bedzie réwnanie

¢ t
I(t) = U = Fre™ )73 gin g (2.13)

gdzie F} oznacza stala, a x1 +1y; jest oznaczeniem pierwiastka rowna-
nia (2.12). Amplituda wahan maleje, pozostaje stata lub rosnie w za-
leznosci od tego, czy x; jest wieksze, rowne lub mniejsze od m. Okres
drgan wynosi T = i—?ﬁ.

Kalecki rozwazyt rowniez przypadek szczegdlny, gdy amplituda wa-
han pozostaje stata (z; = m). Stwierdzil, ze stala amplituda odpo-
wiada w przyblizeniu faktycznemu przebiegowi cyklu koniunkturalne-
go, poniewaz w rzeczywisto$ci nie obserwuje si¢ wyraznej regularnej
progresji lub degresji amplitudy wahan. Po oszacowaniu przecietnych
wartodci I, A i K oraz zatozeniu, ze czas wykonywania zamowien inwe-
stycyjnych ¢ wynosi 0,6 roku, Kalecki wyznaczyt m, n, y; i otrzymat
dtugos¢ cyklu T wynoszaca 10 lat.

Ragnar Frisch (1933) zwrécil uwage na to, ze warunek, by roz-
wigzanie miato dawa¢ wahania o niegasngcej amplitudzie, nie jest ko-
nieczny. Zasugerowal istnienie ttumionych wahan wywotywanych po-
wtarzajacymi sie przypadkowymi zaktdceniami. Frisch i Holme (1935)
podali nastepujace rozwiazanie rownania Kaleckiego (2.10).

Dla uproszczenia zapisu oznaczmy, ze

yt)y=J@t)=1(t)—-U, a=m/Y, c=(m+kd)/J. (2.14)
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Wtedy mieszane réwnanie réznicowo-rézniczkowe (2.10) bedzie miato
postaé

y(t) = ay(t) — cy(t — V). (2.15)
Jesli funkcja
y(t) = e, (2.16)

gdzie p jest stata, spelnia réwnanie (2.15), to otrzymujemy nastepujace
rOwnanie charakterystyczne

p=a—ce ", (2.17)

Jesli postuzymy sie metoda graficzng, to mozemy pokazaé, ze row-
nanie charakterystyczne (2.17) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywi-
ste, gdy a’ — Inct > 1; ma jeden rzeczywisty pierwiastek podwojny,
gdy av — Inc = 1; oraz ma pierwiastek zespolony sprzezony, gdy
a¥ — Incy < 1. Jedynie w tym ostatnim przypadku istnieje cykliczne
rozwigzanie, ktorego okres musi by¢ nie mniejszy niz 219. To rozwiaza-
nie nazwano cyklem podstawowym. Wszystkie pozostate rozwiazania
(cykle podrzedne) sa krétsze od opdznienia 9.

2.3. Model cyklu koniunkturalnego Kaldora

W roku 1940 Nicholas Kaldor przedstawit model cyklu koniunktu-
ralnego, ktéry moze generowaé endogenicznie cykl graniczny i ktory
nastepnie wielokrotnie byt przedmiotem badan nieliniowej dynamiki
w ekonomii.

Model Kaldora (1940), podobnie jak R. Harroda czy M. Kaleckie-
go, ttumaczy cykl koniunkturalny jako wynik potaczonego dziatania
tzw. mnoznika i funkcji popytu inwestycyjnego. Jej celem byto ukaza-
nie, ze nalozenie pewnych zatozen na funkcje inwestycji i oszczednosci
to konieczne i wystarczajace warunki, w ktérych zmiany poziomu in-
westycji 1 oszczednosci w zaleznosci od poziomu dochodu w sposob
nieunikniony wywotuja cykl koniunkturalny.

J.M. Keynes w Ogdlnej teorii zatrudnienia, procentu i pienigdza
sformutowal zasade, ze dziatalnos¢ gospodarcza zawsze zmierza do po-
ziomu, na ktérym oszczednosci i inwestycje sa sobie réwne (Keynes,
1985). Traktujemy obie te wielkosci ex ante, a nie ex post (w tym dru-
gim sensie sg one zawsze i koniecznie réwne sobie). Inwestycje ez ante
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i S

Rysunek 2.1. Funkcje inwestycji I(z) i oszczednosci S(z) spelniajace wa-
runki Kaldora (a), (b) i (c), ktére przecinaja sie w trzech punktach réwno-
wagi: niestabilnym ¢ oraz stabilnych p i r.

to wielko$¢ zamierzonych przez przedsiebiorcéw inwestycji, a oszczed-
nosci er ante oznaczaja czes¢ dochodu, ktory gospodarstwa domowe
majq zamiar zaoszczedzic.

Niezgodno$¢ miedzy oszczednosciami ex ante i inwestycjami ex an-
te musi wywolaé¢ zmiany poziomu aktywnosci trwajace dopoty, dopoki
niezgodnos¢ ta nie zostanie usunieta, tzn. oszczednosci lub inwesty-
cje sie nie zmienig i oszczednoSci ex post beda rowne inwestycjom ex
post. Jesli inwestycje ex ante przewyzszaja oszczednosci ex ante, to
nastgpi wzrost poziomu aktywnosci gospodarczej; i jesli inwestycje ex
ante sa mniejsze niz oszczednosci ex ante, to wywota to kurczenie sie
dziatalnosci gospodarczej.

Kaldor przyjat, ze funkcje inwestycji I(x) i oszczednosci S(z) sa
zalezne jedynie od poziomu dziatalnosci gospodarczej x i sa one nie-
liniowe. Krancowa sktonnos¢ do inwestycji % jest mata, wzgledem
swego ,normalnego” poziomu, dla matych i duzych wartosci x, z kolei
krancowa sklonnos$¢ do oszczedzania % jest duza, poréwnujac z jej
y,hormalnym” poziomem, dla matych i duzych wartosci x. Przebieg
obu funkcji zostal pokazany na rysunku 2.1.
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Po trzydziestu jeden latach Chang i Smyth (1971) zrekonstruowali
model Kaldora jako nastepujacy nieliniowy uktad réwnan rézniczko-
wych

Y(t) = all(Y(t), K(t) = S(Y (), K(1))), (2.18)
K(t) = I(Y (), K(t)). (2.19)

Inwestycje netto I i oszczednoséci S ex ante sa funkcjami dochodu Y
i kapitalu rzeczowego K. Parametr a okresla szybko$¢ dostosowania
podazy do popytu.

Chang i Smyth (1971) pokazali, Ze oprocz zaproponowanych przez
Kaldora warunkéw istnienia cyklu
(a) Iy > Sy dla éredniego poziomu dochodu,

(b) Iy < Sy dla bardzo niskiego i wysokiego poziomu dochodu,

(c) przy $rednim poziomie dochodu stan réwnowagi jest niestabilny,
musi by¢ spetniony dodatkowy warunek®

(d) CM(IY — Sy) + I > 0,

ktory oznacza, ze ruch wzdtuz krzywej I lub S jest szybszy niz przesu-
niecie tych krzywych wywolane zmiang ilosci kapitatu. Chang i Smyth
pokazali, ze warunki (a)—(d) sa koniecznymi i wystarczajacymi, aby
w modelu Kaldora istniat cykl graniczny. Dla postaci funkcji inwesty-
cji spelniajacej warunek s-ksztattnosci (warunki (a)-(c)) ma miejsce
bifurkacja Hopfa drugiego typu, ktéra w uktadach singularnie zabu-
rzonych prowadzi do powstania stabilnego punktu rownowagi, niesta-
bilnego cyklu i stabilnego cyklu granicznego.

Kaldor i Kalecki, szukajac wyjasnienia przyczyn cyklu koniunktu-
ralnego, potozyli nacisk na rézne mechanizmy ekonomiczne wywotu-
jace cykliczne zachowanie. Kaldor przyjat, ze funkcja inwestycji I(Y)
jest nieliniowa wzgledem dochodu Y, tak ze jej wykres ma ksztatt
litery ,s”.

Kalecki zwrocit uwage na opdznienie miedzy podjeciem decyzji in-
westycyjnych a oddaniem inwestycji do uzytku. Przeszte decyzje in-
westycyjne wyznaczaja biezacy poziom dochodu (zysku), ktory z kolei
wplywa na biezace decyzje inwestycyjne.

3 W komentarzu do tej pracy Nicholas Kaldor (1971) stwierdzil, ze ten dodat-
kowy warunek, jakkolwiek nie wystepuje explicite w tekscie jego pracy, jest jednak
zawarty implicite w modelu. Warunek ten byl obecny we wszystkich keynesow-

skich modelach réwnowagi krotkookresowej, gdzie przyjmowano, iz zmiany zasobu
kapitalu rzeczowego zwiazane z przeszlymi inwestycjami sa bardzo wolne.
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Cel tych modeli wydaje sie podobny. W obu przypadkach chodzi
nie tyle o pelne wyjasnienie rzeczywistych, w danym miejscu i czasie,
zmian w gospodarce wynikajacych ze zmian koniunktury, ile o wska-
zanie pewnych mechanizmoéw mogacych mie¢ wptyw na stopien re-
gularnosci i nieregularnosci obserwowanych cykli. Kalecki napisat, iz
,wazne jest nie to, ze z obliczenia otrzymatem dla cyklu 10 lat — co
doktadnie odpowiada rzeczywistosci — lecz, ze nie otrzymatem 100 lat”
(Kalecki, 1979, s. 169).

7 tych tez powodow wydaje si¢ naturalne skonstruowanie takiego
modelu cyklu koniunkturalnego, ktory z jednej strony ktaditby nacisk
na nieliniowg zaleznos¢ inwestycji od dochodu, a z drugiej uwzgled-
nialby czas realizacji inwestycji. Mozemy to uczyni¢, wprowadzajac
parametr opdznienia do roéwnania na akumulacje kapitatu rzeczowe-
go w modelu Kaldora. Tak zmodyfikowany model bedziemy nazywacé
modelem Kaldora-Kaleckiego (Krawiec i Szydtowski, 1999).

2.4. Model cyklu koniunkturalnego
Kaldora-Kaleckiego

Model cyklu koniunkturalnego Kaldora-Kaleckiego jest modelem
stworzonym przez Krawca i Szydlowskiego (1998). Model ten jest
zmodyfikowanym modelem Kaldora cyklu koniunkturalnego. Ro6zni-
ca miedzy modelami Kaldora i Kaldora-Kaleckiego polega na tym,
ze w tym drugim uwzgledniono niezerowy czas realizacji zaméwien
inwestycyjnych. Szczegdélowa analiza modelu Kaldora-Kaleckiego po-
zwoli na wykazanie, ze dzigki uwzglednieniu opodznienia inwestycyj-
nego w modelu Kaldora-Kaleckiego pojawia sie cykliczne zachowanie
podobnie jak w modelu Kaldora. Pokazemy, ze modele ekonomiczne
opisane réwnaniami rozniczkowymi z op6znionym argumentem pozwa-
laja na modelowanie cyklicznych zjawisk ekonomicznych.

Przypomnijmy, ze Kalecki zatozyt, iz wykonanie wszelkiego rodza-
ju inwestycji wymaga tego samego czasu ¢, i wyrdznil trzy stadia
procesu inwestycyjnego: (i) zaméwienia inwestycyjne [; (ii) produkcja
dobr kapitalowych A; (iii) dostawy nowych urzadzen wytwérezych D.

Zaktadajac, ze przecietny czas realizacji zaméwien inwestycyjnych
wynosi ¥, zwiazek pomiedzy rozpoczeciem inwestycji (zlozeniem za-
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moéwien inwestycyjnych I) w chwili ¢ — ¢ i zakonczeniem inwestycji
(dostawa nowych urzadzen wytwoérczych D) w chwili ¢ ma postaé

D(t) = I(t — ). (2.20)

Zmiany wielkosci aparatu produkcyjnego (zasobu kapitatu rzeczo-
wego) K w chwili ¢ wiaza sie z dostawami nowych urzadzen kapitato-
wych D i stalg deprecjacji kapitatu U

K(t)=D(@t)-U=1(t—9)—-U. (2.21)

Jak tatwo zauwazy¢, opdznienie w budowie dobr inwestycyjnych
mozna wprowadzi¢ do modelu Kaldora. Model cyklu koniunktural-
nego, ktory taczy w sobie cechy obu modeli, bedziemy nazywa¢ mo-
delem Kaldora-Kaleckiego (Krawiec i Szydtowski, 1998, 1999, 2001;
Szydtowski i Krawiec, 2000, 2001). W modelu Kaldora réwnanie na
akumulacje kapitatu zastepujemy réwnaniem na akumulacje kapitatu
uwzgledniajacym opdznienie inwestycyjne Kaleckiego, tak ze przyrost
kapitatu zalezy od decyzji inwestycyjnych powzietych nie w chwili ¢,
ale w chwili wczesniejszej t — . W tak skonstruowanym modelu dziata
jednoczesnie zatozenie Kaldora (nieliniowa funkcja inwestycji) i Kalec-
kiego (op6Znienie zwiazane z czasem budowy urzadzen wytworczych).
Model Kaldora-Kaleckiego jest opisywany przez nastepujacy uktad
rownan rozniczkowych z opdznionym argumentem

Y(t) = CZ/ = all(Y(t), K(t)) = S(Y(t), K(1))], (2.22a)
K(t) = Cgf = I(Y(t —0),K(t)) — 6K(t). (2.22h)

W modelu tym przyjmujemy, ze decyzje inwestycyjne podejmowane
sg na podstawie aktualnego stanu gospodarki w chwili t — ¢, co ozna-
cza, ze zaleza od dochodu w chwili Y (£ — ). Réwnanie (2.22b) opisuje
inwestycje netto, ktére sg réznica inwestycji brutto, oddanych do uzyt-
ku inwestycji w chwili ¢, i wielkosScig kapitatu rzeczowego, ktory ulegt
deprecjacji w tej samej chwili.

W szczegdlnym przypadku, gdy @ = 0, uzyskamy rownania modelu
Kaldora. Podobnie jak w modelu Kaldora, zaktadamy separowalnosé
funkcji inwestycji I(Y, K) = I(Y) + SK, gdzie § < 0, oraz zaleznos¢
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liniowej funkcji oszczednosci wytacznie od dochodu, S(Y, K) = ~Y,
0 < v < 1. Wowczas otrzymujemy

Y(t) = al(Y(t)) —ayY(t) + afK(t)), (2.23a)
Kt)=I(Y(t—9)+ (38— 0)K(t). (2.23b)

Roéwnania (2.23a) i (2.23b) mozna zredukowaé¢ do pojedynczego réw-
nania roézniczkowego drugiego rzedu

Y(t) = [a(ly =) — (6 = B)Y(t)
Fay(§ =AY () —ald — BI(Y{) — aBI(Y(t—0)) = 0. (2.24)

Gdy v = 0, woéwczas réwnanie (2.24) przyjmuje postaé réwnania
Liénarda®.

Punkt réwnowagi réwnania (2.24) Y* jest rozwiazaniem réwnania
ay(0 — B)Y* —adl(Y*) = 0. Wynika to z tego, ze punkty réwnowagi
uktadu z niezerowym i z zerowym odchyleniem sa takie same.

Podobnie jak w modelu Kaldora, funkcja inwestycji w modelu Kal-
dora-Kaleckiego jest nieliniowa i rownanie (2.24) jest nieliniowym réw-
naniem rézniczkowym. W takim przypadku do jego analizy mozna
zastosowa¢ metody globalne, co jest trudne, badz uzy¢ metod lokalnej
analizy stabilnosci i uzyska¢ wyniki o charakterze lokalnym. Wybiera-
my ten drugi sposéb.

Wygodnie jest wprowadzi¢ nowa zmienna y = Y — Y™ i zamiast
réwnaniem (2.24) postugiwaé sie rownowaznym réwnaniem z punktem
krytycznym zlokalizowanym w poczatku uktadu wspotrzednych. Na-
stepnie to réwnanie linearyzujemy w otoczeniu potozenia réwnowagi
(0) i otrzymujemy

§(t) = [alLy(0) =) = (6 = B)]y(¢)
—a(6 = B)(L,(0) = 7)y(t) — aply(0)y(t — ) = 0. (2.25)

Tak jak poprzednio bedziemy zaktada¢, ze inwestycje sg rosnaca
funkcja dochodu 1, > 0, ktéra spetnia warunek nieliniowosci Kaldora.

4 Réwnanie Liénarda, znane w fizyce, przy pewnych zalozeniach opisuje sa-
mowzbudne drgania relaksacyjne. Latwo to zobaczy¢, jedli przyjmiemy stala de-
precjacji § = 0. Wtedy dla funkcji inwestycji obcietej na wyrazach trzeciego rzedu
rozwiniecia w szereg Taylora I(x) = x — 23 /6 otrzymamy réwnanie van der Pola.
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Roéwnanie charakterystyczne dla uktadu (2.25) uzyskamy przez pod-
stawienie y = e
N+ 0\+a=de (2.26)

gdzie

b:(s—ﬁ—a(ly(()) _'7/)7
a = —a(5 — 6)(Iy<0) - 7)7
d = afpl,(0).

Zaktadajac, ze wartosci wlasne sa zespolone A = ¢ + 1w, rozpisu-
jemy réwnanie charakterystyczne na czes$¢ rzeczywista i urojong

0% —w? +bo +a=de " cosw, (2.27a)

20w 4 bw = —de " sinwd. (2.27b)

Réwnania (2.27a) i (2.27b) sa symetryczne wzgledem zmiany znaku
parametru w. Dlatego bez ograniczania ogdélnosci naszych rozwazan
zaktadamy, ze w > 0.

Punkt krytyczny ukladu zmieni stabilnosé, gdy o = 0. Podsta-
wiajac ten warunek do uktadu (2.27a)—(2.27b) i nastepnie podnoszac
réwnania (2.27a) i (2.27b) do kwadratu i dodajac stronami, otrzymu-
jemy

w' + (b* — 2a)w® +a* — d* = 0. (2.28)
Rozwigzania wi muszg by¢ rzeczywiste i dodatnie. Zauwazmy, ze b* —
2a = (6 — 8)? + a*(I,(0) — v)? i tylko jedno z rozwiazan

b2 — 2 b2 — 24\’
Wy = |——— 4 ) @2 - a2 (2.29)
2 2
jest dodatnie, gdy d? > a?. Latwo pokazaé, Ze ta nieréwnosé nie zalezy
od « i jest speliona, gdy I,(0) € (@,%). 7 kolei dzielac
stronami réwnania (2.27a) i (2.27b), otrzymujemy
b
W+ — a

Stad ostatecznie uzyskujemy nastepujaca warto$¢ parametru o, dla
ktorej zachodzi bifurkacja

1 b
Vg = — [arctg <w2w+ ) +j7T]’ j=0,1,2,... (2.31)
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Rysunek 2.2. Zalezno$¢ wartosci parametru bifurkacyjnego ¥y od o dla
v = 0,15, § = 0,007 oraz przykladowych wartosci parametréw 3 i I,(0).

gdzie funkcja arctg jest okreslona w przedziale (—m/2,7/2), wy jest
dane przez réwnanie (2.29) i Jpir > 0.

Wartos$¢ parametru Oyr zalezy od pieciu parametréw: v, 3, 3, Iy (0)
oraz «. Przyjmujac, ze wartoSci parametréow v = 0,151 6 = 0,007 (Da-
na i Malgrange, 1984), mozemy pokazaé zaleznosci V(o) dla dwoch
pozostatych parametréw 31 I,(0) (rys. 2.2).

Powyzsza analiza dowodzi istnienia bifurkacji do orbity okresowe;j.
Aby wykazaé zgodnie z twierdzeniem Hopfa istnienie bifurkacji do cy-
klu granicznego, nalezy sprawdzi¢, ze tzw. warunek transwersalnosci
jest dodatni (zob. Dodatek A.3). Przedstawimy ten dowdd w szczegdl-
nym przypadku dla matych wartosci parametru 9 (¢ < 1).

Réwnanie charakterystyczne (2.26) w przyblizeniu maltych ¢ ma
postac

N+ bA+a=d(1—9IN). (2.32)

Przyjmujac, ze wartosci wlasne sa zespolone A\ = o0 +iw, z powyzszego
rOwnania otrzymujemy rownanie na czes¢ rzeczywista wartosci wlasnej

1
o(¥) = —E(dﬁ +b). (2.33)
Jesli czed¢ rzeczywista o jest rowna zeru, wtedy
b
Opit = ——. (2.34)

d
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Obliczamy warunek transwersalnosci

0o __dy (2.35)

90|, 2

Warunek ten jest speliony, poniewaz d = a1y (0) < 0.

Istnienie dodatniej wartosci th,is oznacza, ze b > 0. W punkcie bifur-
kacyjnym czes¢ urojona wartoéci wasnej w spetnia warunek w?(9) = a
i zawsze istnieje, gdy a > 0, tj. wielkos¢ I,,(0) —y w punkcie krytycznym
bedzie dodatnia.

Podsumowujac, gdy I,(0) —v > 01 b > 0, woéwczas zawsze bedzie
istniata warto$¢ parametru bifurkacyjnego i, taka ze dla ¥ > Jp
uktad Kaldora-Kaleckiego posiada cykl graniczny dla matych .

Warunkiem stabilnosci cyklu granicznego w naszym uktadzie jest
ksztatt litery ,s” funkcji inwestycji. Stabilnosé moze byé¢ pokazana
przez policzenie parametru stabilnosci Guckenheimera (Szydtowski
i Krawiec, 2000).

2.5. Model wzrostu Kaldora-Kaleckiego

Opierajac sie na modelu cyklu koniunkturalnego Kaldora-Kaleckie-
go, mozemy zbudowaé¢ model wzrostu gospodarczego (Krawiec i Szy-
dtowski, 2003).

Dana i Malgrange (1984) zbudowali model wzrostu gospodarczego
na podstawie modelu Kaldora. Zatozyli oni, ze autonomiczny popyt
ros$nie wykladniczo Gyedt, gdzie Gy, g sa parametrami. Dzieki takiemu
samemu zalozeniu zbudujemy model wzrostu gospodarczego w ramach
teorii Kaldora-Kaleckiego. Wtaczenie zatozenia o wyktadniczym wzro-
Scie autonomicznego popytu do modelu Kaldora-Kaleckiego prowadzi
do nastepujacego uktadu réwnan

V(1) = a[I(Y (1), K(1)) = S(Y(1), K(1)) + Goe?' (2.362)

K(t) = I(Y(t—0),K(t)) — 0K (2), (2.36b)

gdzie inwestycje I i oszczednosci S zaleza od dochodu Y i zasobu ka-
pitatu rzeczowego K, a a to parametr szybkosci dostosowania popytu
i podazy dobr, Gy, g sa parametrami. W rozwazanym modelu zaktada-
my, ze zarowno I, jak i .S sg homogenicznymi funkcjami stopnia jeden
wzgledem argumentow Y i K.
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Naszym celem jest otrzymanie rozwiazania typu stan stacjonarny
uktadu (2.36), gdzie zmienne rosna ze stala stopa. W tym celu wpro-
wadzamy nowe zmienne

k(t) = K(t)e 9, y(t)=Y(t)e " (2.37)

Uklad réwnan (2.36) w zredukowanych zmiennych (2.37) przybiera
forme

aI(y(t), k(t)) — S(y(t), k(t)) + Go] — gy(t), (2.38a)
(t) = I(y(t —9), k(t)) — (g + 0)k(t). (2.38b)

Dla uproszczenia przyjmijmy liniowa forme funkcji oszczednosci,
ktora zalezy jedynie od dochodu, wtedy funkcja oszczednos$ci ma po-
stac¢

S(Y(t), K(t)) =Y (t), (2.39)

oraz funkcje inwestycji w ksztalcie litery ,s” (postaé logistyczna), kté-
ra jest rowniez jednorodna stopnia pierwszego

IV, K) = K& <§> — Kd(), (2.40)

gdzie wprowadzamy nowa zmienng produktu na jednostke kapitatu
rzeczowego, * = Y /K = y/k, oraz ® jest funkcja zmiennej x i spelnia
warunki Kaldora natozone na funkcje inwestycji, tak ze ®,.(x) > 0
dlaz < z*, &,(2*) =01 Dpp(x) <0 dla x> x*.

Dana i Malgrange (1984) pokazali, ze powyzsze zalozenie jedno-
rodnosci funkeji inwestycji ma Sciste ekonomiczne uzasadnienie. Opie-
rajac sie na francuskich kwartalnych danych z lat 1960-1974, Dana
i Malgrange przyjeli, ze funkcja ®, zalezna od dochodu na jednostke
kapitatu rzeczowego x, ma nastepujaca postac

d

B(x) — 2.41
() =+ 1 + exp[—a(ve — 1)] (241)

lub réwnowaznie
O(z) =c+ ;leg(”x_l) cosh™ B(Ux - 1)] (2.42)

i przyjeli nastepujace wartosci parametrow v = 4,23, § = 0,007, ¢ =
0,01, d = 0,026, a =9, v = 0,15.
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Uktad réwnan (2.36), zapisany dla zmiennej z, ma postaé
& = a[®(z(t) — yx(t)] — =(t)[®(x(t)) — 0] (2.43)

i wtedy jego rozwigzanie jest dane jako

z dz

t—t :/ ,  x(ty) = xo. 2.44

° Jao (. —z)P(x) + 2(6 — ary) (to) 0 (244)

W przypadku dodatniego opdznienia ¥ > 0, tj. dla modelu Kal-

dora-Kaleckiego z jednorodnymi funkcjami inwestycji i oszczednosci,

dynamika jest dana przez nastepujace jednowymiarowe rownanie r6z-
niczkowe z odchylonym argumentem

i = a®(z(t)) + dx(t) — 2(t)®(x(t — 1)), (2.45)

gdzie § = 6 —ary. Aby rozwiazaé powyzsze réwnanie, zamiast warunku
poczatkowego to funkcja poczatkowa w przedziale [ty — 9, o] musi by¢
dana. Funkcja ta okresla historie uktadu, zanim rozpoczeta si¢ sledzo-
na przez nas jego ewolucja. Rownanie (2.45) jest nieliniowym ukltadem,
ktory moze by¢ analizowany przy uzyciu zaréwno analitycznych, jak
1 numerycznych metod.

Zat6zmy, ze dla modelu danego przez réwnanie (2.38) istnieje po-
jedynczy punkt staty (y*, k*), taki ze y* > 01 k* > 0. Zauwazmy,
ze istnienie punktu krytycznego jest niezalezne od opdznienia z de-
finicji samego punktu krytycznego. Ponadto w punkcie réwnowagi
(y*, k*) stosunek kapital-produkt jest wyznaczony jedynie przez row-
nanie (2.38b), dlatego jest niezalezny od statych Gy i a.

Ostatecznie wyznaczamy punkt krytyczny o dodatnich wspotrzed-
nych uktadu

y (o) = 27k (o), (2.46a)
* _ aGo
B (e) = gr* + a(sx* — (g +9))’ (2.46b)

gdzie x* jest pojedynczym rozwigzaniem réwnania
O(x*) =g+, (2.47)

ktére jest rownowazne [(Y,K) = K®(Y/K) = K®(z) = K(g + 9)
z rOwnania (2.38b).
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Dzieki logistycznej postaci funkcji ®(x) z* zawsze istnieje i wartosci
y* 1 k* zaleza tylko od x* (w naszym przypadku ¢ < g+ 6 < ¢+ d).

Dana i Malgrange (1984) pokazali, ze przy pewnych globalnych
zatozeniach na funkcje I i S oraz jesli punkt staly jest niestabilny,
w ktorym I,(y*) > S,(y*) > 01 a(l,(y*) — Sy(y*)) > 29 + ¢, wtedy
wszystkie trajektorie startujace w dodatniej ¢wiartce sa albo perio-
dyczne, albo zmierzaja do orbity okresowe;.

Podczas gdy w pracy Dany i Malgrange’a cykliczne zachowanie
jest wywotane przez nieliniowos$¢ funkcji inwestycji, w rozwazanym
przypadku na cykliczne zachowanie ma réwniez wpltyw uwzglednienie
w modelu opdznienia inwestycyjnego. W ten sposéb badamy dynamike
ogblniejszego modelu, ktéry realistyczniej opisuje fluktuacje na Sciezce
wzrostu.

Rozwazmy teraz kwestie stabilno$ci rozwiazan cyklicznych. W celu
dokonania analizy lokalnej stabilnosci wystarczy zbadaé¢ uktad (2.38)
zlinearyzowany w punkcie krytycznym (y*, k*)

let(y —y") = [a(ly(y") = Sy(y")) — 9)(y — v7) (2.48a)
+ (k) — Su(k*)(k — k%),
let(k: —E) = L(y")(y—y")(t—1) (2.48b)

+ [e(k7) = (9 + 0)](k — k7).

Dla prostoty zatézmy, ze funkcja oszczednosci S zalezy jedynie
od Y, tak ze S, = v = const, przez co nie tracimy na ogdélnosci
naszych rozwazan. Dzicki prostej transformacji y —y* = 9, k—k* = k,
srodkiem uktadu wspoétrzednych jest punkt krytyczny (y*, k*). Przy
tych zatozeniach otrzymujemy

W la(1,(0) )~ alg) + oL Ok, (249)
W 1)~ 0) + [1(0) — g — SR (). (2.49D)

Stabilnos¢ uktadu wyznaczamy z réwnania charakterystycznego

N2 = [a(1,(0) = %) + 14(0) — 29 — 6]A+
Ha(L,(0) = 7) = gL (0) — g — 8] — aL(O)L(0)e ™ =0, (250)
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ktore jest réwnaniem transcendalnym, majacym nieskonczong liczbe
rozwigzan. W tym uktadzie bifurkacja Hopfa ma miejsce, gdy slad ma-
cierzy linearyzacji znika. Rozpatrzymy jedynie przypadek, gdy wszyst-
kie parametry modelu oprécz 9 sg state. Innymi stowy, interesuja nas
tylko bifurkacje pojawiajace sie wraz ze zmiang wartosci parametru
opdznienia.

Odwolajmy sie teraz do twierdzenia o bifurkacji Hopfa (Gucken-
heimer i Holmes, 1983, s. 151-152), ktére opisuje warunki istnienia
cyklu granicznego wywotanego zmiang wartosci parametru kontrol-
nego, w naszym przypadku parametru op6znienia. Amplituda cyklu
jest proporcjonalna do wartosci §ladu jakobianu tr J. Formalnie — tr J
jest wspoOtezynnikiem przy liniowym wyrazie w réwnaniu (2.50), wiec
tr J = 0 jest réownowazny z rozwazeniem e " =21 — \J i

a(ly(0) — ) + 1(0) —29 — 0

U= ﬁbif = - ) (251>

gdzie przyjmujemy standardowe warunki I,(0) > 0, I;(0) < 0. Stad
istnieje dodatnia warto$¢ parametru opoznienia ¥y, wtedy gdy

a(l,(0) —~) + 1(0) > 2g + 0. (2.52)

Dana i Malgrange (1984) réwniez podali ten warunek jako jeden z wa-
runkéw gwarantujacych istnienie cykli granicznych w modelu cykli
wzrostu Kaldora dla ¢ = 0.

Aby zbadaé¢ stabilno$é punktu statego, wykorzystujemy standar-
dowe zatozenie y(t) = eM, dzieki ktéremu otrzymujemy réwnanie cha-
rakterystyczne dla zlinearyzowanego réwnania (2.50) o nastepujacej

postaci
N 40\ +a=de (2.53)

przy oznaczeniach:

b= —[a(l,(0) =) — g+ I(0) — g — 4],
a = la(l,(0) —v) — g][{x(0) — g — ],
d = aI,(0)1,(0) < 0.

Punkt krytyczny uktadu jest stabilny, jesli wszystkie pierwiastki
jego rownania charakterystycznego majg ujemne czesci rzeczywiste.
Punkt staly moze zmieni¢ stabilno$é, gdy Re(A) = 0 dla niektorych A.
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Latwo zauwazy¢, ze moze si¢ tak sta¢ na dwa sposoby. Po pierwsze,
gdy rzeczywiste wartosci wlasne przechodza przez zero (A = 0). Dzieje
sie tak, gdy d = a, co wymaga a < 0 lub

d=a i ol,(0)—v)—g>0, (2.54)

poniewaz [;,(0) = 8 < 0.

Po drugie, para sprzezonych zespolonych wartosci wtasnych przeci-
na o$ urojona (A = +iw, w > 0). Warunki na to otrzymamy najpierw
poprzez dekompozycje wartosci wlasnej A = o + 1w na czes¢ rzeczywi-
sta i urojong, co pozwala otrzymac pare transcendentalnych rownan

0% —w? +bo +a = de " cosw, (2.55a)
20w + bw = —de " sinwd, (2.55Db)
1 nastepnie przyjmujac, ze 0 = 0
a —w? = dcosw, (2.56a)
bw = —dsin w. (2.56Db)

Réwnania uktadu (2.56) podnosimy do kwadratu i dodajemy stro-
nami. Otrzymujemy réwnanie czwartego stopnia ze wzgledu na w, kto-
rego pierwiastki maja postac

b A
Wy = Q_Ei (a—) +d? — a?. (2.57)

2

Poniewaz w naszym przypadku nieréwnosé b? — 2a > 0 jest zawsze
spetniona dla dowolnych wartosci parametrow uktadu, wiec istnieje
tylko jedno rozwigzanie

2a — b? 2a — b2\’
Wy = “2 +J<a2 )+d2—a2. (2.58)

Poniewaz w, musi by¢ rzeczywista i dodatnia, warunki istnienia pier-
wiastkéw réwnania charakterystycznego (2.53) sa podane w tabeli 2.1.
Uktad réwnan (2.56) mozna zapisaé takze w postaci
a — Wy
d Y
bw

sinw, ¥ = - (2.59Db)

coswy ) = (2.59a)
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Tabela 2.1. Warunki istnienia pierwiastkéw réwnania charakterystyczne-
go (2.53).

obszar w przestrzeni parametrow | liczba pierwiastkow
V¥ —2a>0id® < a? 0
b —2a>0id® > a? 1

Z powyzszych rownan otrzymujemy opéznienie ¢ jako funkcje pozo-
stalych parametrow modelu

Q—UJZ
L 27rj+arccos< d*)], b >0,

% = L 127(j + 1) — arccos (M)] b<0 (260
W4 j d ) )
gdzie ;7 = 0,1,2,..., i arcus cosinus odnosi sie do gatezi odwrotnej

funkcji cosinus w przedziale [0, 7].

W twierdzeniu o bifurkacji Hopfa nalezy jeszcze sprawdzi¢ warunek
transwersalnosci, zgodnie z ktérym pierwiastek rownania charaktery-
stycznego przechodzi przez os urojong z dodatnig szybkoscig. Po zr6z-
niczkowaniu rownania charakterystycznego wzgledem 1 i podstawieniu
réwnania (2.53) otrzymujemy

oA AAZ + DA + a)

99 2A+b (2.61)

Wtedy po podstawieniu A = o + iw, z pomoca rownan (2.56) i (2.58),
mozemy sprawdzi¢, ze zawsze mamy

0

o
o

9=Vt

> 0. (2.62)
I=Dpis

Dodatni znak w réwnaniu (2.62) oznacza, ze pierwiastek réwnania
charakterystycznego (2.53) przecina o$ urojona z dodatnia szybkoscia,
ze nastepuje bifurkacja Hopfa i w modelu pojawia si¢ endogeniczny
cykl.

Obszar stabilno$ci mozna wyznaczy¢ dla dowolnego ¢ i punktu
krytycznego. Wektory wlasne zlinearyzowanego uktadu dynamicznego
w otoczeniu punktu krytycznego mogg by¢ uzyte do podziatu prze-
strzeni stycznej na trzy podprzestrzenie: stabilng E°, niestabilng E*
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i centralna £°. Sa one niezmienniczymi rozmaito$ciami nieskoriczenie
wymiarowego uktadu dynamicznego. Pod pewnymi warunkami kaz-
da z tych podprzestrzeni posiada styczng inwariantng rozmaitos$é, na
ktorej lokalna dynamika jest taka sama jak oryginalnego uktadu.

Dla kompletnosci dowodu nalezy ograniczy¢ nasze badania do dy-
namiki skoficzenie wymiarowej rozmaitosci (jesli istnieje) i pokazac, ze
wymiar niestabilnej podprzestrzeni jest réwny co najmniej jeden. Jest
to rownowazne z udowodnieniem, ze przynajmniej jeden pierwiastek
réwnania (2.53) posiada dodatnia czesé rzeczywista.

Dla wszystkich ustalonych parametréw modelu (2.60) oprocz jed-
nego, wybierzmy parametr g, zdefiniowane sg krzywe na ptaszczyznie
(g,7). Krzywe te sa krzywymi bifurkacyjnymi. Linia {g: d = a} (pro-
stopadta do osi ) dzieli ptaszczyzne (g,9) na obszary. Analizujac
znaki czesci rzeczywistej pierwiastkow rownania charakterystyczne-
go w tych obszarach, mozemy okresli¢ warunki stabilno$ci punktow
krytycznych. Uzasadnienie jest nastepujace. Po pierwsze, pierwiastki
roOwnania charakterystycznego sg ciggtymi funkcjami parametru d. Po
drugie, liczba pierwiastkow rownania charakterystycznego z dodatni-
mi czesciami rzeczywistymi moze zmieni¢ si¢ przy zmianie wartosci
parametru tylko wtedy, gdy pierwiastek przejdzie przez os urojona.
Opierajac si¢ na tym, mozemy opisac, jak obszary stabilnosci trywial-
nego punktu krytycznego na plaszczyznie (g,v) zmieniaja sie wraz
z parametrem 1. Trywialny punkt krytyczny jest rozwiazaniem stabil-
nym w nastepujacych obszarach

{(g,9): —a<d<a, VeR,},

1 42
{(9,19): d < —a, 1< — arccos <a dw+>} : (2.63)

W

Mozna sprawdzi¢, ze pierwiastki réwnania charakterystycznego opi-
sane powyzej przecinaja os urojong z niezerowa szybkoscia. Tak wiec
dla nieliniowego réwnania (2.36), z nieliniowosciami spetniajacymi od-
powiednie warunki, krzywe zdefiniowane przez réwnanie (2.60) sg krzy-
wymi bifurkacyjnymi Hopfa na ptaszczyznie (g,9) i linie g

{d=a} < {g:aly(0)(g+0)=—(r(0) —g—0)(ay+g)},

{d=—a} & {g:2al,(0)1(0) = (Ix(0) —g —0)(ay +g)}
(2.64)
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definiuja bifurkacje stanu stacjonarnego do orbity okresowej. Wtasnosé
tej bifurkacji, tzn. czy jest ona superkrytyczng czy subkrytyczna bi-
furkacja Hopfa, bedzie zalezala od nieliniowosci funkeji inwestycji (od
jej trzecich pochodnych wzgledem y i k).

Rozwazmy teraz przypadek, gdy opdznienie inwestycyjne ¢ jest
mate. W tym przyblizeniu uktad réwnan (2.38) ma postaé

:'g = a[[(y, k) - S(ya k) + GO] — 9Y, (265&)

k=1(y,k)—(g+ )k
- 79Iy(y7 k){a[](ya k) - S(ya k) + GO] - gy}’

gdzie I(y, k) = k®(z) = kd (%), S(y, k) = y.

Uktad réwnan (2.65) ma pojedynczy punkt staty o dodatnich wspét
rzednych (doktadniej: rodzine takich punktéw parametryzowana przez
parametr «), ktéry wyznaczamy z réwnania (2.65b) (z definicji w punk-
cie krytycznym 9 = 0) I(y, k) = (g + d)k, otrzymujac

(2.65b)

O(a") =g +3. (2.66)

Jesli x* jest rozwigzaniem ukladu réwnan (2.65), wtedy z réwnania
(2.65a) otrzymujemy

a(k®(x*) — vka™ + Go) — gkz™ =0, (2.67)

skad mozemy wyznaczy¢ k*

OéGo
k(o) = . 2.68
(@) a(yr* —g—6) + g (2.68)

Z definicji 2* mamy

Yy (o) = 2k (). (2.69)
Latwo sprawdzi¢, ze
B, — (‘Zj) (c+d— ) —c), (2.70)
av?
Qm:<d)(%+d—2@@+d—¢X®—@, (2.71)
tj. funkcja ® ma punkt przegiecia w x = x*, taki ze ®(z*) = c+ g =

=1
v
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W rozwazanym przypadku naturalne jest wykorzystanie jakoscio-
wych metod réwnan rézniczkowych do zbadania dynamiki uktadu.
Zamiast badaé uktad (2.65), korzystniej jest rozwazyé¢ réwnowazny
uktad, w ktérym punkt krytyczny znajduje sic w poczatku uktadu
wspotrzednych. W tym celu nalezy przesunac¢ poczatek uktadu wspot-
rzednych (y, k) w nastepujacy sposéb: y — y* =9, k — k* = k.

Charakter punktu krytycznego w poczatku uktadu wspotrzednych
jest okreslony przez wartosci wtasne macierzy linearyzacji o nastepu-
jacej postaci

M = l M T ] : (2.72)

mo1 Moo

gdzie

my = a(ly(0,0) —v) — g,

mig9 =— a[,;(O, O),

may = I5(0,0) — 9150, 0)[a(I;(0,0) — ) — g],
mae = I3(0,0) — g — & — a1;(0,0)1%(0, 0).

Obliczajac macierz M skorzystaliSmy z tego, ze funkcja ®(x) ma punkt
przegiecia w punkcie krytycznym z*.

W dalszej analizie skorzystamy z tego, ze wszystkie pochodne w roz-
winieciu prawych stron réwnania (2.65) moga by¢ wyrazone przez po-
chodne funkcji ®(x) w punkcie réwnowagi

5(0,0) = L™, k) = B8(@)], (", K°) = k()3 = (2,
(2.73)
Tyg(0,0) = Ty (", k) = [,(2)], = Buc(”) =0, (274
I55(0,0) = Lu(y" k) = [@u(x)]e = Bra(a”) 75
= —2* (k") '@, (2*) = 0, (2.75)
10,0) = Iy, 1) = [W(a)u(y, 1) = (%) — L (0)
=®o(x") — 2" D, (x7), (2.76)

I:7(0,0) = I (y™, k) = [@(z) — l'q)x(&?)]k;y
= (@a(a") = Do(e") = By (@) (~2)(K) T = 0. (2.77)
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Do analizy lokalnych zbioréw granicznych konieczna jest jedynie
informacja o pierwszych pochodnych pola wektorowego, podczas gdy
do analizy stabilnosci cyklu granicznego musimy zna¢ pochodne co
najmniej trzeciego rzedu prawych stron uktadu. Dlatego w celu okre-
slenia typu punktu krytycznego wystarczy posiadaé¢ informacje o $la-
dzie i wyznaczniku macierzy linearyzacji M obliczonej w tym punkcie
(dla uproszczenia opuszczamy kreski nad zmiennymi y i k)

tr M = a(1,(0,0) — ) + 1;:(0,0) — a1, (0,0)1;(0,0) — 2g — 6,

(2.78)
det M = [a(1,(0,0) — ) — g](£x(0,0) — g — 9)
—ad(y + 9)1,(0,0)1;(0,0), (2.79)
gdzie
avd
I(0,0) = ®(2*) — 2" P (") =g+ 0 — Cild. (2.81)

7 drugiej strony wszystkie pochodne trzeciego rzedu sa potrzebne
do wyznaczenia parametru stabilnosci Guckenheimera

1y (0,0) = Py (27), (2.82)
Ly (0,0) = (k") 7 Py (2), (2.83)
Iye(0,0) = 0, (2.84)
Lk (0,0) = (k%) 71 (2" ) @y (), (2.85)
I3y, (0,0) = (") 2" @y (), (2.86)
L1y (0,0) = (") 2Dy () (2.87)

Widzimy, ze wszystkie nieznikajace pochodne zaleza od pochodnych
trzeciego rzedu funkcji ®.

Gdy slad macierzy linearyzacji tr M = 0, w uktadzie (2.65) ma
miejsce bifurkacja Hopfa dla nastepujacej wartosci parametru opo6z-
nienia
a(1,(0,0) = 7) + I,(0,0) — 29 = §

al,(0,0)1(0,0)
Poniewaz zatozyliSmy, ze I;(0,0) = 5 > 0, wiec dodatniosé¢ parametru
Upir jest rGwnowazna z nastepujacym warunkiem

a(1,(0,0) — ) + 1,(0,0) — 2g — § > 0. (2.89)

Dpif = — (2.88)
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Zauwazmy, ze jesli v < 1, wtedy [;(0,0) = § < 0 i znak nieréwnosci
bedzie przeciwny.

Dla naszych celéw korzystnie jest wyrazi¢ warto$¢ parametru ;e
w zaleznosci od funkcji ®(z) i jej pochodnych

(icwd — 7) a— iad —g
i(wda (g +0— iad)

Dig = — (2.90)

gdzie z* = 1/v, ®(z*) = ¢ + (d/2), ¢ = 0,01, d = 0,026, v = 4,23,
0 =10,007,a =9, v= 0,15, g = 0,016.

Zauwazmy, ze warunek v < 1 oznacza, iz z*, ktory okresla pozycje
punktu przegiecia, jest przesuniety o 1 (w kierunku wigkszych warto-
sci) i wtedy 1;(0,0) zmienia znak. W tym przypadku tatwo jest spetnié
warunek (2.89).

Ogolnie okreslenie stabilnosci cyklu granicznego w uktadzie réw-
nan (2.38) jest skomplikowane. Z drugiej strony ten cel mozna tatwo
osiggnad¢ dla uktadu w przyblizeniu matego czasu budowy, obliczajac
indeks stabilnosci w formie (Liu i inni, 1986)

I = (v%¢) ' [B(Fiak + Gyyr) + 2D(Fyyie + Gyr) + C(Fyri + G )0
+ (DF,, + CFyy)(BF,, + 2DF,, + CFyy)
— (DGy + BGyi)(BGyy + 2DGyy, + CGyy) — B*F,, G,
— DB(F,Gyy + F,yGyt) + C*FiuGrp, + DO(FGri, + FuxGy),
(2.91)

gdzie F(y, k) = 3, G(y,k) =k, C = G,, D = F,, B= —F, iv* =
(BC — D)% Wtedy jesli I > 0, to cykl graniczny jest subkrytyczny,
a gdy I < 0, to jest superkrytyczny. W przypadku rozwazanego mode-
lu obliczenia algebraiczne pokazuja, ze I < 0, wtedy gdy 1,,,(0) < 0,
wiec cykl graniczny jest superkrytyczny, jesli funkcja inwestycji ma
ksztalt litery ,s”.

2.6. Podsumowanie

W rozdziale przedstawiony zostal jeden z pierwszych modeli cy-
klu koniunkturalnego opisany réwnaniem roézniczkowym z opdznio-
nym argumentem, stworzony przez Michata Kaleckiego. W modelu
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tym uwzgledniono opdznienie miedzy podjeciem decyzji inwestycyj-
nych i oddaniem do uzytku gotowych doébr inwestycyjnych. Wahania
koniunkturalne w modelu Kaleckiego maja charakter endogeniczny.

Zaprezentowane zostaly nastepnie dwa modele cyklu koniunktural-
nego, model Kaldora i model Kaldora-Kaleckiego. W modelu Kaldora
cykliczne zmiany dochodu sa konsekwencjg nieliniowosci funkeji inwe-
stycji i oszczednosci wzgledem dochodu. W modelu tym ma miejsce
bifurkacja Hopfa, w wyniku ktorej powstaje stabilny cykl graniczny.
Uwzglednienie opdznienia inwestycyjnego w modelu Kaldora pozwo-
lito na stworzenie nowego modelu cyklu koniunkturalnego — mode-
lu Kaldora-Kaleckiego. W tym modelu opéznienie inwestycyjne, tak
jak w modelu Kaleckiego, jest zwigzane z czasem realizacji inwesty-
cji. W modelu Kaldora-Kaleckiego réwniez wykazano istnienie cyklu
granicznego powstalego w wyniku bifurkacji Hopfa.

Wrzorujac sie na pracy Dany i Malgrange’a, w modelu Kaldora-
-Kaleckiego uwzgledniliémy rosnacy wyktadniczo autonomiczny popyt.
W ten sposdb stworzony zostal nowy model cykli wzrostu. Wykazali-
sSmy, ze w tym modelu istnieje cykl graniczny. Stabilnos¢ tego cyklu
zostata pokazana w szczegdlnym przypadku matych wartosci parame-
tru czasu budowy dobr inwestycyjnych.

Istnienie cyklicznego zachowania w modelu wzrostu Kaldora-Ka-
leckiego sktania do zadania pytania o mozliwo$¢ wystapienia cykli
wzrostu w neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego. W na-
stepnym rozdziale zostanie zbadany wptyw opo6znienia inwestycyjnego
w modelu Solowa.



Rozdzial 3

Model Solowa i opdznienie
inwestycyjne

3.1. Wprowadzenie

Wzrost gospodarczy jest jednym z najwazniejszych zagadnien, kto-
rymi zajmuje si¢ makroekonomia. Odkrycie i zrozumienie mechani-
zmow ksztattujacych rozwdj gospodarki kapitalistycznej ma olbrzymie
znaczenie dla praktyki zycia gospodarczego i stanowi wielkie wyzwa-
nie dla polityki ekonomicznej. Z drugiej strony ma rowniez istotne
znaczenie dla rozwoju dyscypliny wiedzy, jaka sg nauki ekonomicz-
ne. Budowanie dobrych teorii ekonomicznych stuzy wszystkim zajmu-
jacym sie problematyka ekonomiczna, poniewaz teoria i praktyka sa
w nierozerwalny sposob z sobg powigzane. O ile pytanie dokad zmierza
gospodarka kapitalistyczna pojawiato sie od poczatkéw ekonomii jako
nauki (Blaug, 1994), o tyle wspodlczesna matematyczna teoria wzrostu
gospodarczego ma poczatek w potowie XX wieku.

Obserwujac rozwo6j gospodarek w dtuzszym przedziale czasu, moz-
na dostrzec pewne cechy charakterystyczne procesu wzrostu. Kaldor
(1963) podal szes¢ empirycznych faktéw (Barro i Sala-i-Martin, 2004,
s. 12):

1. Produkt na jednostke pracy rosnie w czasie i stopa wzrostu nie ma

tendencji do spadku.

Zasob kapitatu rzeczowego na pracujgcego rosnie w czasie.

Stopa zwrotu kapitatu jest prawie stata.

Stosunek kapitatu rzeczowego do produktu jest prawie staty.

Udziat pracy i kapitatu rzeczowego w dochodzie narodowym jest

prawie staty.

6. Stopa wzrostu produktu na zatrudnionego rézni sie znaczaco w po-
szczegblnych krajach.

Ot W o
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Tematowi wzrostu gospodarczego po$wiecono wiele artykutéw i mo-
nografii'. Ze wzgledu na przyjety zakres tematyczny pracy ogranicze
sie¢ do prezentacji kilku podstawowych modeli wzrostu gospodarczego
z neoklasyczna funkcja produkeji (oraz dodatkowo modelu AK). Ro-
bert M. Solow (1956) i niezaleznie Trevor W. Swan (1956) przedstawili
prosty model wzrostu, ktéry stat sie podstawa neoklasycznej teorii
wzrostu gospodarczego. Model Solowa byt udang probg przezwycieze-
nia problemu niestabilnosci we wezesniejszych modelach wzrostu (Har-
rod, 1939; Domar, 1946). Solow wprowadzit jedna zasadnicza zmiane
w stosunku do modelu Harroda-Domara. Zrezygnowal on z zalozenia
o stalych proporcjach czynnikéw produkeji i zastapit je ograniczona
substytucja czynnikow wytworczych.

Rdzeniem neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego jest neo-
klasyczna funkcja produkcji. Opisuje ona zalezno$¢ miedzy naktada-
mi czynnikéw produkceji a iloscig otrzymanego produktu. Zaktadamy,
ze produkt Y jest jednorodny i jest wytwarzany dzieki naktadom
trzech czynnikéw wytwérezych: kapitatu K (t), pracy L(t) oraz wiedzy
A(t). W ten sposob funkcja produkeji jest funkcja trzech argumentéw
F(K, A, L). Ostatecznie produkt jest dany przez

Y(t) = F(K(t), A(t), L(t)). (3.1)

Wzrost produkcji jest mozliwy tylko wtedy, gdy wzrosna naktady
czynnikéw produkceji. Szczegdlna uwage nalezy zwréci¢ na wiedze, po-
niewaz wraz z postepem technologicznym jest mozliwy wzrost poziomu
produkcji przy stalym zasobie kapitatu i pracy. Wiedza jest tu trakto-
wana bardzo szeroko i w rézny sposoéb moze uczestniczy¢ w procesie
produkcji. W przypadku funkeji produkeji postaci

Y = AF(K, L) (3.2)

postep techniczny jest neutralny w sensie Hicksa. Gdy wiedza i kapital
wchodza w sposéb multiplikatywny do funkcji produkeji

Y = F(AK, L), (3.3)

! Najwazniejsze monografie, w ktérych przedstawiona jest obszerniej teoria
wzrostu gospodarczego, to prace w jezyku polskim (Czerwinski, 1973; Tokarski,
2005) i w jezyku angielskim (Acemoglu, 2009; Aghion i Howitt, 2009; Barro i Sala-
-i-Martin, 2004; Aghion i Howitt, 1998).
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to postep techniczny jest neutralny w sensie Solowa. Jednak najczesciej
korzysta sie z funkcji produkeji postaci

Y = F(K, AL), (3.4)

gdzie mowimy o postepie zasilajacym prace albo neutralnym w sen-
sie Harroda. AL jest tu rozumiane jako praca efektywna i wydajnosé
pracy jest zdeterminowana przez dostepna wiedze.

Funkcja produkcji charakteryzuje sie¢ pewnymi wlasnosciami. Istot-
ne jest zalozenie o statych przychodach wzgledem skali. Jesli argumen-
ty funkcji produkcji, naktady czynnikow, wzrosng w takich samych
proporcjach, to produkt zwiekszy sie w tym samym stopniu. W przy-
padku funkcji produkcji (3.4) mamy

F(cK,cAL) = cF(K,AL),  ¢> 0. (3.5)

O takiej funkcji mowimy, ze jest jednorodna stopnia pierwszego wzgle-
dem argumentow K i AL.

Ponadto w stosunku do dwoch czynnikéw produkeji, kapitatu rze-
CczZOWego 1 pracy, przyjmujemy, ze sg one w pewnym ograniczonym
stopniu substytucyjne oraz produkcyjnosci krancowe tych czynnikow
sg malejace. Przyktadem takiej funkcji jest funkcja Cobba-Douglasa

F(K,AL) = K*(AL)"™, a € (0;1). (3.6)

Zaltozenie stalych przychodéw skali pozwala nam sprowadzi¢ funk-
cje produkceji do postaci zaleznej tylko od jednego argumentu. Zdefi-
niujmy nowe zmienne y = Y/AL produkt na jednostke pracy efektyw-
nej (poziom wydajnosci pracy) i k = K /AL kapital na jednostke pracy
efektywnej (techniczne uzbrojenie pracy). Wtedy dla funkeji produkeji
(3.4)

Y 1

K

AL,1> = y= f(k). (3.7)

W tej postaci funkcja produkcji spetnia nastepujace zalozenia
f0)=0, f'(k)>0, f'(k)<0 (3.8)
oraz warunki Inady

lim f'(k) = oo, lim f'(k) = 0. (3.9)

k—0 k—o0
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Funkcja Cobba-Douglasa (3.6) w postaci intensywnej ma bardzo pro-
stg postac
f(k)=k“, 0<a<l. (3.10)

W rozwazanych modelach bedziemy korzystali z funkcji produk-
cji z wiedza neutralng w sensie Harroda (3.4) i jej specyficzna forma
Cobba-Douglasa (3.6).

3.2. Model Solowa

Problemy, jakie wystepuja w modelu Harroda-Domara, spowodo-
waty konieczno$é poszukiwania nowego ujecia teoretycznego problemu
wzrostu gospodarczego. W teorii keynesowskiej opisujemy gospodarke
w krotkim okresie w stanie specyficznej réwnowagi przy niepelnym
zatrudnieniu. Jesli jednak wzrost gospodarczy jest zjawiskiem dlugo-
okresowym, naturalne byto oparcie si¢ na klasycznej ekonomii. Robert
Solow (1956) stworzyt model, w ktérym zmiany mozliwosci produk-
cyjnych — podaz, a nie popyt — sg czynnikiem napedzajacym wzrost?.
Model ten stat sie podstawg neoklasycznej teorii wzrostu gospodar-
czego (Barro i Sala-i-Martin, 2004). Wydaje sig, ze sa dwie przyczyny
sukcesu takiego sposobu opisu procesu rozwoju gospodarki. Po pierw-
sze, prostota. Zalozenia modelu sg zgodne z intuicja i prowadzg do
prostej i eleganckiej postaci matematycznej modelu. Po drugie, moz-
liwos$¢ rozbudowy modelu.

Model Solowa jest modelem gospodarki jednosektorowej, ktora roz-
wija sie wylacznie wskutek zmian zasobu kapitalu rzeczowego oraz
pracy i wiedzy. Przyjmijmy, ze gospodarka produkuje jedno dobro.
Produkt Y'(t) jest wytwarzany dzieki naktadom trzech czynnikéw wy-
tworczych: kapitatu rzeczowego K(t), pracy L(t) oraz wiedzy A(t).
Zaktadamy, ze w funkcji produkcji wiedza jest neutralna w sensie Har-
roda

Y (t) = F(K(t), A(t)L(t)). (3.11)

Produkt Y'(t), wytwarzany w gospodarce, jest konsumowany lub
inwestowany. Zakladamy, ze inwestowana czes¢ jest stata i wynosi

2 Trevor W. Swan (1956) stworzy!l niezaleznie podobny model i opubliko-
wal go kilka miesiecy pézniej. Dlatego tez uzywa sie réwniez okreslenia model
Solowa-Swana.
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sY (t), gdzie s € (0;1). Zasob kapitatu rzeczowego K (t) jest powiek-
szany o inwestycje netto, poniewaz czes¢ inwestycji ma charakter od-
tworzeniowy. Zaktadajac stata stope deprecjacji kapitatu rzeczowego
0, rownanie akumulacji kapitalu rzeczowego ma postaé
dK .
Nastepnie zaktadamy, ze naktad pracy rosnie w sposéb egzogeniczny
ze stala stopa n ‘
L(t) = nL(t). (3.13)

7 kolei wiedza rosnie ze stalg stopa a

A(t) = aA(t). (3.14)

Gdy zapiszemy réwnanie akumulacji kapitatlu rzeczowego (3.12)
w zmiennych na jednostke pracy efektywnej, model Solowa przyjmie
nastepujaca postac

k(t) = sy(t) — (n+a + 0)k(t), (3.15)

gdzie s € (0;1) jest stala stopa oszczednosci, n i a sa stopami wzrostu
pracy i wiedzy, oraz J jest stopa deprecjacji kapitalu rzeczowego.

Stan stacjonarny jest rozwigzaniem, ktére uzyskujemy w warun-
kach dtugookresowej réwnowagi. Innymi stowy, zmienna stanu ukta-
du k jest stata

i(t) = 0. (3.16)

W przypadku modelu Solowa danego réwnaniem (3.15) mamy
sy(t) = (n+a+ 6)k(t). (3.17)

Wtedy inwestycje netto sa réwne zeru i rzeczywista wielko$¢ inwe-
stycji jest na takim poziomie, ktéry rekompensuje zmiany wielkosci
zasobu kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej wywotane
wzrostem podazy pracy i wiedzy oraz deprecjacji istniejacego zasobu
kapitatu rzeczowego.

Gdy funkcja produkeji jest funkcja Cobba-Douglasa, to rownanie
akumulacji kapitatu rzeczowego na jednostke efektywnej pracy ma po-
staé

k(t) = sk®(t) — (n+ a + 8)k(t) (3.18)



52 Rozdzial 3. Model Solowa i opdinienie inwestycyjne

a w stanie stacjonarnym wielkosci kapitatu rzeczowego na jednostke
efektywnej pracy i produkcji na jednostke efektywnej pracy wynosza

odpowiednio
S I—a
K = () 3.19
n+a+o ( )
oraz o
. (5 )1‘“ (3.20)
Y =\¥asts ' '

Roéwnania (3.19) i (3.20) okreslaja wielko$¢ zasobu kapitalu rzeczo-
wego i strumienia produktu na jednostke pracy efektywnej w warun-
kach dhugookresowej rownowagi. Rosna one wraz ze wzrostem stopy
oszczednosci s, a wzrost stopy wzrostu wiedzy a, stopy wzrostu liczby
pracujacych n lub stopy deprecjacji kapitatu § prowadzi do ich spadku.
W praktyce wazne jest okreslenie stabilnosci otrzymanego rozwia-
zania. Zjawiska gospodarcze, poza rzadkimi i krotkimi okresami, wyda-
ja sie stabilne, tak wiec i rozwigzania modeli, ktore je opisuja, powinny
by¢ stabilne. Analiza zachowania modelu w poblizu punktu krytyczne-
go dostarcza jakosciowej informacji o tym, jak trajektorie zblizaja sie
lub oddalaja od tego punktu. Istnieja pewne charakterystyczne typy
zachowania ukladu w poblizu punktu krytycznego. Sposdéb zachowa-
nia trajektorii w poblizu punktu krytycznego okresla rodzaj punktu
krytycznego, ktorych klasyfikacja jest podana w Dodatku A.1.
Okreslmy, jakiego rodzaju jest punkt krytyczny (3.19). W tym celu
linearyzujemy prawa strone réwnania rézniczkowego (3.18) w punkcie
krytycznym k*. Nastepnie otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

as(k)* ' —(n+a+d)—X=0, (3.21)

gdzie A\ jest warto$ciag wtasng réwnania charakterystycznego. Podsta-
wiajac do rownania charakterystycznego (3.21) wielkosé kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy efektywnej w stanie stacjonarnym (3.19),
otrzymujemy

A=(a—1)(n+a+)9). (3.22)

Poniewaz z zalozenia modelu o < 1 i pozostate state sa nieujemne,
wartos¢ wlasna jest rzeczywista i ujemna. Oznacza to, ze punkt kry-
tyczny jest stabilnym weztem. Ujemnosé wartosci wlasnej decyduje
o stabilnosci. Dynamika modelu jest taka, ze $ciezka czasowa zbliza
sie w sposéb monotoniczny (niecyklicznie) do stanu stacjonarnego.
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! (n+a+ o)k

sk®

Rysunek 3.1. Graficzne rozwiazanie modelu Solowa (3.18).

Graficzna ilustracja modelu Solowa z funkcja produkcji Cobba-
-Douglasa, ktéra spelnia warunki (3.8) i (3.9), jest przedstawiona na
rysunku 3.1. Punkt przeciecia sie krzywych sk*(t) i (n + a + §)k(¢)
okresla zasob kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej k*,
ktory wyznacza dtugookresows réwnowage modelu Solowa.

Model Solowa w postaci (3.18) jest réwnaniem rézniczkowym Ber-
noulliego, ktérego rozwiazanie mozemy znalez¢ analitycznie. Jest to
klasa nieliniowych réwnan rézniczkowych, ktore dzigki podstawieniu
mozna sprowadzi¢ do liniowego réwnania rézniczkowego Bernoulliego,
ktore potrafimy rozwiaza¢. Réwnanie modelu Solowa (3.18) dzielimy
stronami przez k% i podstawiamy

At = KO, () = (1— a)k(t) k(). (3.23)

Dostajemy wtedy nastepujace liniowe niejednorodne rownanie réznicz-
kowe pierwszego rzedu o statych wspotczynnikach

i=—(1—-a)n+a+0d)z(t) + (1 —a)s. (3.24)
Najpierw znajdujemy rozwigzanie réwnania jednorodnego

() C’le (1-« n+a+6)t (325)
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gdzie C] jest stala catkowania. Nastepnie szukamy rozwigzania uzu-
pehiajacego z réwnania niejednorodnego (przyjmujac z = 0)

s
)= ——. 3.26
) = s (3.26)

Suma obu rozwiazan jest catka ogdlna
£) = 2y 4 2 = Cre~mmrarort | 5 3.27
2(t) =2+ 20 =Che Tt ato (3.27)

Wracajac do pierwotnej zmiennej k, otrzymujemy Sciezke wzrostu dla
kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej

1
s T—a
5(1) — [C —(1—a)(n+a+o)t ] ’ 393
Q 1 Thtato (3.28)
gdzie C jest stala catkowania. Jedli przyjmiemy warunek poczatkowy
k(0) dla t = 0, to otrzymamy

_ l-a S —(1—a)(n+a+0)t S :|1_10‘
k(t) Kk(o) n—l—a+(5>6 +n+a+5 '
(3.29)

Teraz nalezy okresli¢ zachowanie modelu w dtugim okresie. Niech
czas zmierza do plus nieskonczonosci t — oo. Wtedy zaséb kapitatu
rzeczowego na jednostke pracy efektywnej osigga stalyg wartosé

1
« S 1—a
g _<n+a+5> ' (3.30)
Oznacza to, ze rozwigzanie jest stabilne. Gospodarka osiagnie stan
stacjonarny i tam pozostanie (przy zalozeniu statosci czynnikéw egzo-
genicznych modelu).
Korzystajac zaréwno z analizy jakosciowej réwnania Solowa, jak
i rozwigzujac je analitycznie, otrzymalismy identyczny wynik w diu-
gim okresie. Obie metody sg réwnowazne, jednakze pierwsza z nich
ma przewage, poniewaz nie zawsze potrafimy scatkowaé réwnanie roz-
niczkowe. Model Solowa jest raczej wyjatkiem ze wzgledu na swoja
prostote.
Gdy gospodarka znajdzie sie w stanie stacjonarnym, zasob kapitatu
rzeczowego na jednostke pracy efektywnej osigga wartosé k* i taki juz
pozostanie. Podobnie statg warto$¢ w punkcie krytycznym ma produkt
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na jednostke pracy efektywnej y*. Z kolei zasob kapitatu rzeczowego K
rosnie w tempie n + a wyznaczonym przez wzrost populacji i wiedzy.
W takim samym tempie zmienia si¢ produkt Y. Z kolei wielkosci na
jednostke pracy K/L iY/L rosna ze stala stopa n.

W modelu Solowa Sciezka zréwnowazonego wzrostu w stanie sta-
cjonarnym zalezy od egzogenicznych parametréw modelu. Jakakolwiek
zmiana ktoregokolwiek parametru prowadzi do nowej sciezki. Gospo-
darka osiggnie w stanie stacjonarnym tym wyzsze techniczne uzbro-
jenie pracy efektywnej k*, im wyzsza jest stopa oszczednosci s, ale
zmiana stopy oszczednosci nie ma wplywu na stope wzrostu produktu
na jednostke pracy efektywnej.

Jesli zmienna stanu modelu (3.18) zmierza do stanu stacjonarnego
jak e* (w naszym przypadku A = (1 —a)(n+a+4)), to wielkogé A1
ma wymiar czasu i jest miarg tempa konwergencji, czasem charaktery-
stycznym zblizania sie do stanu stacjonarnego. Jest to czas, po ktérym
e-krotnie zmaleje odlegtos¢ od stanu stacjonarnego.

3.3. Opodznienie inwestycyjne w modelu Solowa

Ogélna posta¢ rownania Solowa, w ktorym uwzgledniono dwa czyn-
niki wytworcze, kapital rzeczowy K i prace L, jest dana przez

K = sf(K(t), L(t)) — 6K (t), (3.31)

gdzie s to oszczedzana cze$é¢ produktu, a 0 stopa deprecjacji kapitatu
rzeczowego. Prawa strona rownania opisuje inwestycje netto jako roz-
nice miedzy poziomem inwestycji brutto i deprecjacja kapitatu w chwi-
li t. Jezeli przyjmiemy, ze inwestycje wymagaja czasu na realizacje, to
rownanie akumulacji kapitatu rzeczowego bedzie miato postac

K(t) = sf(K(t—0), L(t —0)) — 0K (%), (3.32)

gdzie p(t) jest pewna funkcja okreslona w przedziale (t — 9, t) i nazy-
wang funkcjg poczatkowa?.

3 To, co odréznia uktady z odchylonym argumentem od zwyklych uktadéw
opisywanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi, to to, ze musimy zna¢ ka-
walek historii tego ukltadu, a nie tylko jego stan w chwili poczatkowej. Jezeli jakies
zdarzenie w przesztoSci ma wplyw na dzisiejszy stan uktadu, to musimy znaé
wszystkie stany uktadu miedzy tym zdarzeniem i chwila obecna, aby poznaé jego
przyszla ewolucje.
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Inwestycje, konczone w chwili ¢, sg rozpoczete w chwili t — ¢, przy
uzyciu zasobow czynnikéw wytworczych dostepnych wtedy. Parametr
Y jest srednim okresem budowy dobr inwestycyjnych w gospodarce.
Podobnie traktujemy prawa strone jako inwestycje netto. Zasob ka-
pitatu rzeczowego, ktory staje sie produkcyjny w chwili ¢, jest wy-
znaczony przez poziom oszczednosci w chwili ¢ — . Odejmujac od
tego deprecjacje w chwili ¢, otrzymujemy wzrost catkowitego zasobu
kapitatu rzeczowego w chwili £.

W literaturze czesto rozpatrywana jest inna specyfikacja rownania
opisujacego akumulacje kapitatu rzeczowego. Uwzglednia sie deprecja-
cje w chwili ¢ — ¢ i rGwnanie ma postaé

K(t) = sF(K(t — ), L(t —9)) — 6K (t — 0). (3.33)

Przyjmujemy, ze kapital rzeczowy dostarczony w okresie trwania inwe-
stycji (t—;t) i ktérego budowa rozpoczeta sie w okresie (¢ —21;t— 1)
nie podlega deprecjacji. Innymi stowy, podejmujac decyzje inwestycyj-
ne w chwili ¢ — 19, bierzemy pod uwage konieczno$¢ inwestycji odtwo-
rzeniowych znanych w chwili ¢ — 9.

Trudno jest doktadnie okresli¢ poziom deprecjacji kapitatu rzeczo-
wego w gospodarce. Metody rachunku dochodu narodowego pozwalaja
jedynie na przyblizone okreslenie wielkosci deprecjaciji.

Mozemy zatozy¢, ze oddany do uzytku kapitat rzeczowy w okresie
(t — ¥,t) nie podlega deprecjacji lub podlega deprecjacji w sposéb
zaniedbywalny, poniewaz jest ona mala w stosunku do wielkosci de-
precjacji zasobu kapitatu rzeczowego uzytkowanego w chwili t —4J. Jesli
jeszcze wezmiemy pod uwage wielkosé catkowitej deprecjacji kapita-
tu we wspotezesnych gospodarkach kapitalistycznych w stosunku do
poziomu inwestycji, roznica bedzie bardzo mata.

7 punktu widzenia teoretycznych rozwazan nie ma to wplywu na
jakosciowy opis wzrostu w tych modelach.

Wybér specyfikacji rownania akumulacji kapitatu rzeczowego jest
wiec podyktowany prostoty dalszej analizy. Przyjmujac, ze popula-
cja jest stata, wygodniej jest postugiwaé sie funkcja produkeji (3.33).
7 kolei gdy przyjmiemy, ze populacja rosnie w sposéb wyktadniczy,
wykorzystujemy funkcje produkeji (3.32).

Zal6ézmy, ze rOwnanie Solowa ma postaé z funkcjag produkceji neu-
tralng w sensie Harroda

K(t) = sE(K(t —0), A(t — 9)L(t — 0)) — 6K (), (3.34)
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a praca i wiedza sg egzogenicznymi zmiennymi rosnacymi wyktadniczo
L=nL, (3.35)
A =aA. (3.36)
Wprowadzmy zmienne na jednostke pracy efektywnej AL. W przypad-
ku uwzglednienia opdznienia, musimy obliczy¢ zmiane¢ zasobu pracy
i wiedzy w okresie ¥

L(t) = L(t — 9)e™ ) = L(t — )™, (3.37)
At) = A(t — 9)e ) = A(t — 9)e®. (3.38)

SF(K(t—1), At — 9)L(t — 1))
- A(t)L(t)
sF(K(t —0), A(t — 0)L(t — )

= emAG— gL —g) Ot et k(). (3.39)

Uwzgledniajac zatozenie, ze funkcja produkeji F(+,-) jest jednorodna
stopnia pierwszego, ostatecznie otrzymujemy

f(t) = e @5 F(k(t—9) — (6 +a+n)k(t),  (3.40)

gdzie f(-) jest oznaczeniem funkcji produkcji w postaci intensywnej.
Jezeli dla uproszczenia notacji wprowadzimy oznaczenia

E = e~latn)d, D=6+a+n, (3.41)

rownanie modelu opisujace akumulacje kapitalu rzeczowego na jed-
nostke pracy efektywnej ma postac

ii(t) = Esf(k(t — ) — Dk(t). (3.42)
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Model Solowa z opéznieniem (state zasoby pracy i wiedzy)

Rozwazmy model Solowa, w ktérym populacja i wiedza sa state.
Jedynym zasobem, ktorego dynamike badamy, jest kapitat rzeczowy.
Analiza okresowych rozwiazan w takim modelu zostalta przedstawiona
przez Zaka (1999). Szczegdtowa dyskusja nad istnieniem tylko jednego
rozwiazania w tym modelu zostata przedstawiona przez Szydtowskiego
i Krawca (2004).

Przyjmujac, ze zmiana zasobu kapitatu rzeczowego w chwili ¢ jest
funkcja dostepnego zasobu kapitatu rzeczowego w chwili ¢ — ¢ i kapitat
rzeczowy podlega deprecjacji w staltym tempie § € [0, 1], otrzymujemy
nastepujace rownanie dynamiczne

k() = sf(k(t — 9)) — 6k(t — 9), (3.43)

gdzie f(k) jest neoklasyczna funkcja produkeji (tj. ciagla, rosnaca
i Scisle wypukla wzgledem zmiennej k), a s € (0,1) jest stata sto-
pa oszczednosci. Zamiast wartosci poczatkowej, tak jak w przypadku
zwyczajnego réwnania rozniczkowego, konieczne jest przyjecie funkcji
poczatkowej k(t) = ¢(t), zdefiniowanej w catym odcinku czasu okreslo-
nym przez op6znienie t € [—vJ,0]. Funkcja poczatkowa to informacja
o tym, jak ksztaltowal sie zasoéb kapitatu rzeczowego w gospodarce
w okresie od podjecia decyzji inwestycyjnych w chwili ¢ — ¢ do ukon-
czenia inwestycji w chwili . W kazdej chwili w okresie od ¢ do ¢+ ilosé¢
oddanego kapitatu rzeczowego jest zdeterminowana przez mozliwosci
produkcyjne w chwili ¢ wczesniejszej. Funkcje poczatkowa nazywamy
tez historig uktadu.

Gdy prawa strona réwnania (3.43) jest réwna zeru, otrzymujemy
rozwigzanie stacjonarne

sf(k*) = ok*. (3.44)

Po osiagnieciu tego punktu zaséb kapitatu rzeczowego na jednost-
ke pracy efektywnej pozostaje staty. Inwestycje netto sa réwne zeru,
a realizowane inwestycje odpowiadaja poziomowi deprecjacji. Sciezki
wzrostu, po ktérych osiagany jest stan stacjonarny, dla modelu Solowa
i modelu Solowa z opo6znieniem pokazano na rysunku 3.2. Widzimy;,
ze poczatkowo opdznienie inwestycyjne powoduje wolniejszag akumula-
cje kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej, a od pewnego
momentu przyrost kapitatu rzeczowego w jednostce czasu jest wigkszy
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— bez op6znienia
-- z opdznieniem

t

Rysunek 3.2. Sciezki wzrostu kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efek-
tywnej, po ktorych osiggany jest stan stacjonarny w modelu Solowa (3.15)
i w modelu Solowa z opéznieniem (3.43).

w modelu z op6Znieniem (rys. 3.3). Jednakze w obu modelach osiaga-
my w stanie stacjonarnym ten sam poziom zasobu kapitatu rzeczowego
na jednostke pracy efektywnej.

Taki punkt istnieje, gdy funkcja produkcji w postaci intensywnej
f(k) spemia standardowe warunki Inady, poniewaz punkt krytyczny
rOwnania z opdznionym argumentem odpowiada punktowi krytyczne-
mu takiego samego réwnania bez opdznienia.

W celu analizy wtasnosci modelu Solowa z op6éZnieniem (3.43) prze-
prowadzmy analize lokalnej stabilnosci. Po linearyzacji prawej strony
réwnania (3.43) w punkcie krytycznym k* otrzymujemy

() = sf' (k) |pew (k — E)(t —9) — 6(k — k*)(t — ). (3.45)
Nastepnie przesuwamy poczatek uktadu wspotrzednych do punktu

krytycznego, wprowadzajac nowa zmienna z(t) = k — k*, a wtedy
réwnanie (3.45) przyjmuje forme
5(1)) = 57/ (K mie — 32t — ). (3.46)

Zauwazmy, ze jesli C' = sf'(k)|y=g= — 0 < 0, wtedy réownanie (3.46)
ma posta¢ réwnania Tinbergena (Tinbergen, 1931). Dlatego wydaje
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—— bez opdznienia
-- z opdZnieniem

dk/dt

Rysunek 3.3. Portret fazowy modelu Solowa (3.15) i modelu Solowa z op6z-

nieniem (3.43). Punkt krytyczny jest osiagany, gdy % =0.

si¢ naturalne oczekiwanie cyklicznego zachowania w modelu. W celu
sprawdzenia tej mozliwosci rozwazmy réwnanie charakterystyczne dla
réwnania (3.46), ktére mozna formalnie uzyskaé przez podstawienie
prébnego rozwiazania k(t) = e do réwnania (3.46). Wtedy otrzymu-
jemy

h(A) =\ —Ce™ =0. (3.47)

Cykl graniczny moze powsta¢ w wyniku bifurkacji Hopfa. Twier-
dzenie Poincarégo-Andronowa-Hopfa méwi o warunkach, ktore sg ko-
nieczne, by taka bifurkacja do cyklu granicznego miata miejsce. Ist-
nieje uogdlnienie twierdzenia PAH dla przypadku funkcjonalnych row-
nan rézniczkowych, dlatego wystarczy sprawdzi¢ wszystkie zatozenia
twierdzenia, by udowodni¢ istnienie endogenicznych cykli w mode-
lu (3.46).

Pierwszym krokiem jest znalezienie wartosci parametru opdznienia
¥ = Vi, dla ktorej bifurkacja Hopfa ma miejsce. W tym celu wystar-
czy pokazaé istnienie jedynej pary sprzezonych zespolonych wartosci
wtlasnych (), \), bedacych rozwigzaniem réwnania charakterystyczne-
go (3.47).
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Po zastosowaniu formuty Eulera i rozpisaniu réwnania charakte-
rystycznego (3.47) na czesSé rzeczywista i urojona wartosci wlasnej
A = € + iw otrzymamy

£ —Ce ™ coswi) =0, (3.484a)
w+ Ce ' sinwdd = 0. (3.48D)

Dla uproszczenia dalszych rozwazan zauwazmy, ze uktad réwnan (3.48)
posiada symetrie zwierciadlang wzgledem zmiany w — —w; stad tez
A=¢+iwi )= ¢ — iw sg rozwigzaniami uktadu (3.48). Dlatego bez
utraty ogélnosci mozemy zatozyc¢, ze w > 0.

Cykl Hopfa pojawia sie, gdy para pierwiastkéw uktadu (3.48) jest
urojona, tj. £ = 0. Wtedy uktad (3.48) redukuje sie do

—C'coswt = 0, (3.49a)
w~+ Csinwd = 0. (3.49Db)

Niech rozwiazaniem uktadu (3.49) bedzie (wp, Ypir). Po kilku pro-
stych przeksztalceniach otrzymujemy wypyy = —C, a poniewaz C' < 0
z zalozenia, mamy cos wpit) = cos C¥ = 0. To implikuje

1 (2m+1)m
Ot = — = T )T ~0,1,2,... .
Z réwnania (3.49b) mamy sinwpiedpr = —w/C = 1. Dlatego pewne

rozwiagzania Uy powinny by¢ zaniedbane i

) 1 (dm+ 1)
Whif = —C i 19bif: _7¥’ sz,l,Z,... (351)
C 2
Bifurkacja pierwszego rzedu (m = 0) pojawia sie, gdy Oy = —7/(2C);
nastepnie mozemy wyznaczy¢ okres oscylacji P = 27 /w jako
2m
P=—— =49 > 0. (352)
C
Zauwazmy, ze m pojawia si¢ tylko w obliczeniach Jy;. Dlatego jest
tylko jedna warto$é¢ w, w zwigzku z czym okres P odpowiada orbicie
okresowej.
7 obliczen otrzymalismy jeden wyrdzniony okres, cykl gtowny, kto-
ry ma ekonomiczne znaczenie, poniewaz ten okres jest dluzszy niz
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Rysunek 3.4. Portret fazowy z cyklem granicznym i zaleznos$é k(t) w mode-
lu Solowa z opéZnieniem (3.43) dla dwéch przyktadowych trajektorii o réz-
nych funkcjach poczatkowych.

bifurkacyjna wartos¢ parametru opéznienia (Frisch i Holme, 1935)
i wszystkie pozostate cykle dla m > 1 sa wykluczone. Okres gtéw-
nego cyklu zalezy jedynie od C, tj. od postaci funkcji produkeji, stop
oszczednosci i deprecjacji kapitatu rzeczowego.

Nastepnym krokiem w dowodzie istnienia bifurkacji Hopfa jest
sprawdzenie, ze nie istniejg inne warto$ci wlasne z zerowa czescig rze-
czywista Re A = 0. Jedli czesé rzeczywista ¢ istnieje, wtedy z (3.48)
mamy

§=Ce®, A=¢ (3.53)

Poniewaz C' jest ujemne, wielomian charakterystyczny h(A) = A —
Ce™ w przypadku rzeczywistych wartosci wlasnych jest zawsze do-
datni A(\) > 0.

Ostatnim krokiem w udowodnieniu istnienia cykli Hopfa jest spraw-
dzenie warunku transwersalnosci

d
@ Re >\(19)|79:19bif > 0. (354)

Po zrézniczkowaniu réwnania (3.47) otrzymujemy

2

9A _ w
a0~ BN (1o + vz

> 0. (3.55)

Potwierdzenie tej wlasnosci konczy dowodd istnienia cyklu Hopfa.
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Graficznie cykl graniczny w modelu Solowa mozna otrzymac, ko-
rzystajac z metod numerycznych. Na rysunku 3.4 zostaly pokazane
dwie przyktadowe trajektorie. Warunek (funkcja) poczatkowy pierw-
szej znajduje si¢ wewnatrz, a drugiej na zewnatrz cyklu granicznego.

By potwierdzi¢ to, ze cykliczne zachowanie jest powodowane przez
czas budowy dobr inwestycyjnych i ma charakter deterministycznych
cykli, musimy rozwazy¢ dynamike modelu z ustalong wartoscig pa-
rametru czasu budowy, ktéra jest bliska wartosci bifurkacyjnej v* =
Ve = —7m/2C > 0. Wtedy po dekompozycji réwnania charaktery-
stycznego na czes¢ rzeczywistg i urojong wartosci wlasnej A = & 4w
otrzymamy

£ —Ce ™ coswi)* =0, (3.56a)
w+ Ce " sinwy* = 0. (3.56b)

Réwnania (3.56a) i (3.56b) naleza do klasy réwnan transcendentnych,
ktore maja nieskonczong liczbe rozwigzan odpowiadajacych przypad-
kowi rozwazanemu przez Frischa i Holmego (1935), jesli przyjmiemy

w ich wzorach a = 0, c = —C' i C = —In(—C¥*). Uproszczona ana-
liza réwnania charakterystycznego jest zawarta w pracy Tinbergena
(1931).

Postuzymy sie inng metoda analizy rozwiazan (3.56). Latwo poka-
zaé, ze wszystkie rozwiazania réwnania (3.53), reprezentowane przez
pare (§,w), sa wyznaczone z réwnan

X = wi”, (3.57a)
Y = —C¥*sin XeX X, (3.57b)

W rezultacie rozwiazanie uktadu (3.57) mozna uzyskaé graficznie jako
przeciecie funkcji Y(X) = X i Y(X) = —C9*sin XeX X Istnienie
nieskonczonej liczby punktow przeciecia tych funkceji oznacza, ze istnie-
je nieskonczona liczba wartosci w. Niech indeks m bedzie wskaZnikiem
czestosci cyklu rzedu m. Wtedy okres cyklu wynosi P, = 27 /w,,. Na
przyktad dla m = 0 otrzymamy okres cyklu gltownego.
Jesli

In(—Cv*) > —1, (3.58)
wtedy rownanie (3.56) ma tylko po jednym cyklicznym rozwiazaniu
w ponizszych przedziatach czasu
v 1<P<19—, m=20,1,2,... (3.59)
m + ) m
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Rozwiazanie w pierwszym przedziale
20" < P <o (3.60)

jest nazywane rozwigzaniem gtéwnego cyklu, podczas gdy pozostate
rozwigzania odnoszg sie do podrzednych cykli. Zauwazmy, ze okresy
podrzednych cykli sg krétsze niz opdznienie 9% i tylko jeden, gtéwny
cykl ma okres dtuzszy niz opé6znienie. Kalecki (1935b) takze odrzucit
te cykle, poniewaz trudno nada¢ im interpretacje ekonomiczna.

Model Solowa z opéznieniem (deprecjacja kapitatu
rzeczowego w chwili t)

Podobnie jak w poprzednim przypadku zaktadamy, ze w gospo-
darce dysponujemy trzema czynnikami produkcji: zasobem kapitatu
rzeczowego K, zasobem pracy L i zasobem wiedzy A. Zaldézmy, ze
postep techniczny jest neutralny w sensie Harroda (AL to efektywna
praca) i strumien produktu Y wytwarzanego w gospodarce jest opisany
przez neoklasyczng funkcje produkcji

Y = F(K, AL). (3.61)

Zatozmy, ze funkcja produkceji jest funkcja Cobba-Douglasa o sta-
tych efektach skali postaci

Y (1) = K (1) [A()L(1)]~, (3.62)

gdzie a i 1 — a to odpowiednio elastycznosci strumienia produktu
wzgledem nakladu zasobu kapitalu rzeczowego i zasobu efektywnej
pracy.

Przyjmijmy, ze stopy wzrostu pracy L i wiedzy A sa state i wyno-
szg odpowiednio n i a. Réwnania opisujace dynamike tych czynnikow
produkcji maja postaé

L(t) = nL(t), (3.63)

A(t) = aA(t). (3.64)

Zmiana zasobu kapitatu rzeczowego K jest rowna inwestycjom net-

to, a wiec inwestycjom w kapital rzeczowy pomniejszonym o deprecja-

cje istniejacego zasobu kapitatu rzeczowego. W standardowym mode-
lu Solowa zaktadamy, ze inwestycje realizowane w chwili ¢ powoduja
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przyrost zasobu kapitatu rzeczowego w tej samej chwili. Oznacza to,
ze decyzje o inwestycjach, ich realizacja oraz oddanie do uzytku odby-
wajg sie rownoczesnie. Zrezygnujmy z tego uproszczenia i zatézmy, ze
budowa doébr kapitatowych jest procesem trwajacym skonczony czas.
Przyjmijmy, ze sredni czas trwania inwestycji w gospodarce wynosi v.
Decyzje inwestycyjne albo rozpoczecie inwestycji ma miejsce w chwi-
li £ — 9 i do realizacji inwestycji wykorzystane sa zasoby czynnikow
produkcji dostepne w tym momencie. Po okresie ¢ inwestycje sa za-
konczone i nowy kapital rzeczowy staje sie¢ produktywny w chwili ¢.
Roéwnanie akumulacji kapitatu rzeczowego ma postac

K(t) = sY(t —9) — 0K (t — ¥), (3.65)

gdzie s oznacza stope oszczedno$ci i d stope deprecjacji kapitatu rze-
czowego. Inwestycje brutto sa rowne zaoszczedzonej czesci dochodu
w chwili ¢ — 9. To sa srodki, z ktorych kapital rzeczowy oddany do
uzytku w chwili ¢ zostal sfinansowany. W wigkszosci prac poswieco-
nych modelowi Solowa z op6Znieniem deprecjacja kapitatu rzeczowego
ma miejsce w chwili ¢ — 1), a wiec rozpoczecia inwestycji (np. Asea
i Zak, 1999). Jesli uzyjemy funkcje produkeji Cobba-Douglasa, réwna-
nie akumulacji kapitatu rzeczowego ma postac

K(t) = sK(t — 0)°[A(t — 0)L(t — 0))'~ — 6K (¢t —¥).  (3.66)

Réwnanie (3.66) razem z réwnaniami (3.63) i (3.64) tworza uklad
trzech rownan rézniczkowych, z ktérych pierwsze jest rownaniem roz-
niczkowym z opéznionym argumentem. Wprowadzmy nowe zmienne:
produkt na jednostke pracy efektywnej y i kapital rzeczowy na jed-
nostke pracy efektywnej k

Y

Y= AL (3.67)
K

k= AL (3.68)

Z uktadu réwnan (3.63), (3.64) i (3.66) otrzymujemy réwnanie aku-
mulacji kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej

k(t) = se” 00t —9) — §e Okt —9) — (n + a)k(t). (3.69)

Zamiast wartosci poczatkowej, tak jak w przypadku zwyczajnego row-
nania rézniczkowego, konieczne jest przyjecie funkeji poczatkowej ¢(t),
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zdefiniowanej na catym odcinku czasu okreslonym przez opdznienie
k(t) = ¢(t) dla t € [0, 0].

Zmodyfikowany model Solowa, w ktorym uwzgledniono opdznie-
nie inwestycyjne, jest dany réwnaniem (3.69). Analiza rozwiazan tego
modelu bedzie przedmiotem dalszych rozwazan.

W stanie stacjonarnym k = 0 i zaséb kapitalu na jednostke pracy
efektywnej (k(t — ) = k(t) = k*) wynosi

1

§ Se—(n+a)19 T—a
b — <n+a+6€_(n+aw> (3.70)

. se—(n+a)? T=a -
Y =\t atderap ' (371)

oraz

Wielkosci £* i y* to odpowiednio zaséb kapitatu rzeczowego i strumien
produktu na jednostke pracy efektywnej w warunkach dhugookresowej
rownowagi. Podobnie jak w modelu Solowa, w modelu z op6znieniem
wraz ze wzrostem stopy oszczednosci s kapitatl rzeczowy i produkt
na jednostke efektywnej pracy rosng, a wzrost stopy wiedzy a, stopy
wzrostu liczby pracujacych n lub stopy deprecjacji kapitatu rzeczo-
wego 0 prowadzi do ich spadku. Pojawia si¢ tu jednak parametr .
Uwzglednienie op6znienia spowodowalo, ze zaséb kapitatu rzeczowego
i strumien produktu na jednostke pracy efektywnej sa mniejsze niz
w stanie stacjonarnym modelu Solowa. Im wigksze jest op6Znienie 19,
tym mniejsze s k* i y*. Obliczmy, jak duzy jest spadek zasobu ka-
pitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej w modelu wzrostu
z opOznieniem inwestycyjnym w stanie stacjonarnym w poréwnaniu
do jego warto$ci w stanie stacjonarnym w modelu Solowa (modelu
z zerowym opdznieniem inwestycyjnym ¢ = 0)

K (90) —k*(0)  [(n+a+8)e (9
TTTR) "\ n+a+ de-(mta)do

)1_& ~1.  (3.72)

Widzimy, ze spadek i jest tym wiekszy, im wigksze sa wartosci
parametrow n, a i a. Przyktadowo, gdy n+a = 0,03, a =0,3i ¢ =1,
spadek wynosi 1,6%. Spadek ~,, dla innych wartosci parametrow zostal
przestawiony w tabeli 3.1.

Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla produktu na jednost-
ke pracy efektywnej. Wzgledng zmiane produktu na jednostke pracy
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Tabela 3.1. Procentowy spadek zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke

pracy efektywnej w modelu wzrostu Solowa z opdznieniem w stosunku do

zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej w modelu Solowa
bez opdznienia.

Yo=05 Yvg=1,0 vy=3,0
n=0,01; g =0,01; a =0,3 0,4 0,8 2,8
n=20,01; ¢g=0,01;, =04 0,5 1,0 2,9
n=0,01; g =0,02; « =0,3 0,8 1,6 4.8
n=20,01;,¢g=0,02;, a=04 0,9 1,8 5,6

Tabela 3.2. Procentowy spadek produktu na jednostke pracy efektywnej
w modelu wzrostu Solowa z opdznieniem w stosunku do produktu na jed-
nostke pracy efektywnej w modelu Solowa bez opd6znienia.

Jo=05 Up=10 =230
n=001,g=00;a=03] 01 0,2 0,7
n=001;g=001;a=04| 02 0,4 1,2
n=001;¢9=002a=03| 02 0,5 1,5
n=001;9=002a=04| 04 0,8 2.3

efektywnej w punkcie rownowagi dlugookresowej w przypadku, gdy
w modelu Solowa uwzglednimy opd6znienie w stosunku do przypadku,
gdy w modelu Solowa nie ma opdznienia, definiujemy jako

Yy (o) =y (0)  ((n+a+ §)e~(n+ra)do
" y*(0) \ n+ g+ de-(nra)d

Wzrost opdznienia inwestycyjnego w modelu Solowa obniza wielkosé
produktu na jednostke pracy efektywnej osiggang w punkcie dtugo-
okresowej rownowagi. Podobnie jak w przypadku zasobu kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy efektywnej, wzrost wartosci parametrow n,
a i o powoduje obnizenie wielkosci produktu na jednostke pracy efek-
tywnej. Wartosci wspotczynnika v, dla przyktadowych wartosci para-
metrow zostaty przedstawione w tabeli 3.2.

Przeprowadzmy teraz analize lokalnej stabilnosci w celu zbadania
wtasnosci modelu Solowa z op6zZnieniem. Zbadanie zachowania uktadu
w otoczeniu punktu krytycznego pozwoli wykazac, czy istnieja rozwia-
zania cykliczne.

)1_& — 1. (3.73)
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Szukamy szczegdlnego typu zachowania cyklicznego, ktore jest re-
prezentowane przez cykl graniczny. Jest to krzywa w przestrzeni fazo-
wej, ktéra przyciaga lub odpycha (w zaleznosci od tego, czy mamy do
czynienia ze stabilnym czy niestabilnym cyklem granicznym) trajekto-
rie uktadu. Jedna z mozliwych drog powstania cyklu granicznego jest
utrata stabilnosci przez punkt krytyczny w wyniku zmiany wartosci
parametru modelu. Jest to tzw. bifurkacja do orbity okresowe;j.

W rozwazanym modelu parametrem bifurkacyjnym jest parametr
opdznienia . W miare jak wartos¢ op6znienia rosnie, dla pewnej war-
tosci tego parametru zanika stan stacjonarny, a wokot niego pojawia
sie cykl graniczny i w dtugim okresie cykliczne zachowanie zmiennych
modelu.

Aby znalez¢ warto$¢ parametru opdznienia ¥ = vhy, dla ktorej
bifurkacja do orbity okresowej ma miejsce, nalezy wykazaé istnienie
jedynej pary sprzezonych zespolonych wartosci whasnych (), A), beda-
cych rozwiazaniem réwnania charakterystycznego (3.69). W tym celu
zlinearyzujmy réwnanie modelu (3.69) w punkcie krytycznym (3.70)

k(t) = ase” M ()L — k) (¢ — 0)
—dem Ok Bt —9) — (n+a)(k — k) (t).  (3.74)

Wstawiajac k(t) = eM i k(t — ) = e ™) oraz wartosé w punkcie
krytycznym (3.70), otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

(o — 1)oe™ "7 L a(n+a)le™ — (n+a) —A=0. (3.75)
lub dla uproszczenia zapisu
Ce™ —(n+a)— =0, (3.76)

gdzie C = [(a —1)de= 97 + a(n + g)]. Rozwiazaniem réwnania cha-
rakterystycznego (3.75) sa wartosci wlasne A.

Zat6zmy, ze rozwiagzanie rownania charakterystycznego (3.75) jest
zespolone A\ = £ +iw, wtedy rownanie charakterystyczne (3.75) moze-
my zapisa¢ jako uktad dwoch réwnan na cze$é¢ rzeczywistg £ i urojo-
na w wartoséci wtasnej \

Ce ™ coswi) — (n+a) — & =0, (3.77a)
—Ce ¥ sinwd —w = 0. (3.77b)
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Zauwazmy réwniez, ze uktad rownan (3.77) posiada symetrie zwier-
ciadlana wzgledem zamiany w — —w; stad tez A = E+iw i\ = € —iw
sg rozwigzaniami tego uktadu réwnan. Dlatego bez utraty ogdlnosci
mozemy zatozy¢, ze w > 0.

Rozwiazania okresowe sg okreslone przez czysto urojone pierwiast-
ki rownania charakterystycznego. Niech ¢ = 0, wtedy uktad réwnan
(3.77) przyjmuje postaé

Ccoswd — (n+a) =0, (3.78a)
—C'sinwd —w = 0. (3.78Db)

Niech rozwigzaniem uktadu réownan (3.78) bedzie (wpir, Jpit). Pod-
niesmy do kwadratu réwnania (3.78a) i (3.78b), dodajmy je stronami
i spierwiastkujmy, wtedy otrzymamy

Whif = \/02— (n—l—a)Q. (379)

Takie rozwigzanie istnieje, jesli C? > (n+a)?. Rozpisanie tego warunku
daje nastepujace ograniczenie
Se~(nta? _ (n + q)

< . 3.80
R P O (3:80)

Na przyktad dla n = 0,01, a = 0,01, 6 = 0,05 oraz a = 0,3 warunek
jest spetliony, o ile 9 jest w przyblizeniu mniejsza niz 14.
Nastepnie wyznaczamy Uy z réwnan (3.78a) i (3.78b)

\/C’ T )1 ( )arctg (\/ngmf:__ (n—i—a)) +mmr =0,
2(Dpig) — (n+a naa

(3.81)
gdziem =0,1,...

Rozwiazujac réwnanie (3.81), otrzymamy wartosé¢ bifurkacyjna pa-
rametru opdznienia Jy;r. Ekonomiczny sens maja tylko te rozwigzania,
dla ktoérych okres jest dtuzszy niz bifurkacyjna wartos¢ parametru
opdznienia (Frisch i Holme, 1935).

Okres oscylacji jest dany jako P = 27 /w. W naszym przypadku

2 2
p=""_— T (3.82)

Wit \/C? — (n+a)
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Rysunek 3.5. Portret fazowy z cyklem granicznym i zaleznos$¢ k(t) w mode-
lu Solowa z op6Znieniem (3.69) dla dwéch przykladowych trajektorii o réz-
nych funkcjach poczatkowych.

Cykl graniczny mozna rowniez otrzymac, korzystajac z metod nu-
merycznych. Numeryczna analiza modelu zostata przeprowadzona przy
uzyciu funkcji dde23 programu Matlab. Na rysunku 3.5 zostaty przed-
stawione portret fazowy oraz wykres zaleznosci k(t) dla dwdch przy-
ktadowych trajektorii (o = 0,3, n = 0,01, a = 0,01, s = 0,2, § = 0,15
i 9 =19,25). Jedna z trajektorii rozpoczyna swoja ewolucje wewnatrz
obszaru, ograniczonego przez krzywa cyklu granicznego, a druga na
zewnatrz. Obie zblizaja si¢ do cyklu granicznego i nawijajg sie na
niego. Oznacza to, ze cykl graniczny jest cyklem stabilnym.

Model Solowa z opdéznieniem (deprecjacja kapitatu
rzeczowego w chwili t)

Rozwazmy teraz model Solowa, w ktérym wprowadzamy opdznie-
nie jedynie do funkcji inwestycji brutto, tak by prawa strona réwnania
akumulacji kapitatu rzeczowego opisywata inwestycje netto, podobnie
jak w modelu Kaleckiego.

Wyprowadzenie modelu jest podobne jak w poprzednim przypad-
ku. W gospodarce dysponujemy trzema czynnikami produkcji: zasoby
kapitalu rzeczowego K, pracy L i wiedzy A. Zalézmy, ze wiedza jest
neutralna w sensie Harroda (AL to efektywna praca) i strumien pro-
duktu Y wytwarzanego w gospodarce jest opisany przez agregatowa
funkcje produkcji Cobba-Douglasa o statych efektach skali postaci

Y(t) = K(t)*[A#) L] (3.83)
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gdzie @ i 1 — a to odpowiednio elastycznosci strumienia produktu
wzgledem nakltadu kapitatu rzeczowego i efektywnej pracy.

Zaréwno praca L, jak i wiedza A sa zmiennymi egzogenicznymi,
ktore rosng eksponencjalnie ze statymi stopami wzrostu n i a

dL(t) _
dA(t)

Jedyng zmienng endogeniczng modelu jest zaséb kapitatu rzeczowe-
go K. Przyrost zasobu kapitatu rzeczowego jest réwny inwestycjom
netto, a wigc inwestycjom w kapitat rzeczowy pomniejszonym o de-
precjacje istniejacego zasobu kapitatu rzeczowego 6. W standardowym
modelu Solowa zaktadamy, ze inwestycje realizowane w chwili ¢ powo-
duja przyrost zasobu kapitatu rzeczowego w tej samej chwili. W tym
miejscu wprowadzmy modyfikacje do modelu Solowa i zatézmy, ze
budowa doébr kapitatowych jest procesem trwajacym skonczony czas.
Przyjmijmy, ze sredni czas trwania inwestycji w gospodarce wynosi v.
Decyzje inwestycyjne albo rozpoczecie inwestycji ma miejsce w chwili
t — ¢ i przy realizacji inwestycji korzysta sie z zasobéw dostepnych
w tym momencie. Po okresie ¥ inwestycje sa zakonczone i nowy kapi-
tal rzeczowy staje si¢ produktywny w chwili . Rownanie akumulacji
kapitatu rzeczowego ma postac

K(t) = sY(t —9) — 0K (t), (3.86)

gdzie s oznacza stope oszczednosci 1 0 stope deprecjacji kapitatu rze-
czowego. Inwestycje brutto sa rowne zaoszczedzonej czesci dochodu
w chwili ¢ — 9. Sa to Srodki, z ktérych kapital rzeczowy oddany do
uzytku w chwili ¢ zostat sfinansowany. W wigkszosci prac poswieco-
nych modelowi Solowa z opdznieniem deprecjacja kapitatu rzeczowego
ma miejsce w chwili t — ¢ (np. Asea i Zak, 1999). Poniewaz rozwazany
model zaktada postep techniczny neutralny w sensie Harroda, natural-
ne jest przyjecie deprecjacji w chwili ¢. Innymi stowy, przyrost zasobu
kapitatu rzeczowego w chwili ¢ zalezy od nowego kapitatu rzeczowego
zainstalowanego w chwili ¢, ktérego budowa zostata zapoczatkowana
w chwili £ — 9, pomniejszonego o kapital rzeczowy zuzyty w chwili t.
W takim przypadku zmodyfikowany model Solowa z op6znieniem ma
postac

K(t) = sK(t — 0)°[A(t — 0)L(t — 0)]'~ — 6K (t). (3.87)
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Podobnie jak w przypadku modelu Solowa z opdznieniem i depre-
cjacja kapitatu rzeczowego w chwili ¢t — ¢, zaktadamy, ze praca i wiedza
rosng w sposob egzogeniczny ze statymi stopami n i a. Wprowadzamy
nowe zmienne na jednostke pracy efektywnej, ktore oznaczamy matymi
literami

— l (3.88a)

Yy = f{L’ .0%a
K

k=7 (3.88D)

i uktad réwnan (3.84), (3.85), (3.87) przeksztalcamy do nastepujacego
rownania

k(t) = se” ™kt — ) — (n + a+ 0)k(t) (3.89)

dla funkcji poczatkowej k(t) = ¢(t) dla t € [—9,0].
Dla przejrzystosci zapisu wprowadzmy nowe oznaczenia

E=e ™ D=(n+a+d), (3.90)

wowczas rownanie (3.89) ma postaé
k= sEk(t —9)% — Dk(t). (3.91)

W stanie stacjonarnym zasob kapitatu rzeczowego na jednostke
pracy efektywnej jest caly czas taki sam k(t — ) = k(t) = k*, dlatego
podobnie jak w przypadku, gdy nie wystepowalo opdznienie, otrzy-

mujemnmy )
sE ﬁ Se—(n+a)19 T—a

K= — = ——- 3.92

( D ) <n +a+ 6) ( )

. SE = ge—(nta)d T—a
v =(5) —<n++a> ' (3.93)

Podobnie jak w przypadku modelu Solowa z opdznieniem i deprecjacja
kapitatu rzeczowego w chwili ¢t —1, otrzymalismy wielkos¢ zasobu kapi-
talu rzeczowego i strumienia produktu na jednostke pracy efektywnej
w warunkach dhugookresowej réwnowagi. W modelu z opdznieniem
tak samo jak w modelu bez opdézZnienia rosng one wraz ze wzrostem

oraz
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Tabela 3.3. Procentowy spadek zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke

pracy efektywnej w modelu wzrostu Solowa z opdznieniem w stosunku do

zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej w modelu Solowa
bez opdznienia.

Yo=00 Yvg=1,0 vy9=3,0
n=20,01;a=0,01;, a=0,3 1.4 2,8 8,2
n=20,01;,a=001,a=04 1.7 3,3 9,5
n=0,01;a =0,02; «a = 0,3 2,1 4,2 12,1
n=0,01;a=0,02;, a=04 2,5 4.9 13,9

stopy oszczednosci s, a wzrost stopy wzrostu wiedzy a, stopy wzro-
stu liczby pracujacych n lub stopy deprecjacji kapitatu rzeczowego o
prowadzi do ich spadku. Tu mamy jednak jeszcze jeden parametr ¥.
Uwzglednienie op6znienia spowodowato, ze zasoéb kapitatu rzeczowego
i strumien produktu na jednostke pracy efektywnej sg mniejsze. Im
wieksze jest opdznienie ¥, tym mniejsze £* i y*. Obliczmy, jak duzy
jest spadek zasobu kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej

_ K (90) — k(0)

7n+a19
=e -’ —1. 94
Vi 5 (0) el (3.94)

Widzimy, ze spadek jest tym wiekszy, im wieksze sa wartosci parame-
tréw n, a i a. Przyktadowo, gdy n+a = 0,03, o = 0,31 9 = 1, spadek
wynosi 4,2%. Inne warto$ci zostaly przedstawione w tabeli 3.3.

Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla produktu na jednost-
ke pracy efektywnej. Wzgledng zmiane produktu na jednostke pracy
efektywnej w punkcie réwnowagi dtugookresowej w przypadku, gdy
uwzglednimy opodznienie w stosunku do przypadku, gdy opdznienia
nie ma, definiujemy jako

y*(Jo) —y*(0)  _emtay
Yy = =e o U —1. 3.95
Y y*(0) (3.95)

Wozrost opdznienia inwestycyjnego w modelu Solowa obniza wielkosé
produktu osiggang w punkcie dtugookresowej réwnowagi. Podobnie
jak w przypadku zasobu kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efek-
tywnej, wzrost warto$ci parametrow n, a i a powoduje obnizenie wiel-
kosci produktu. Wartosci wspétczynnika v, dla przyktadowych warto-
Sci parametrow zostaly przedstawione w tabeli 3.4.
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Tabela 3.4. Procentowy spadek produktu na jednostke pracy efektywne;
w modelu wzrostu Solowa z opdéznieniem w stosunku do produktu na jed-
nostke pracy efektywnej w modelu Solowa bez opd6znienia.

Y9=0,0 vg=1,0 v9=3,0
n=0,01; a =0,01; « =0,3 0,4 0,9 2,5
n=0,01;a=0,01; =04 0,7 1,3 3,9
n=0,01; a =0,02; « = 0,3 0,6 1,3 3,8
n=20,01;,a=002, a=04 1,0 2,0 5,8

Zbadanie zachowania uktadu w otoczeniu punktu krytycznego po-
zwoli wykazaé, czy istnieja rozwigzania cykliczne. W tym celu zline-
aryzujmy réwnanie modelu (3.91) w punkcie krytycznym (3.92)

k(t) = sEa(k*)* Y (k — k*)(t — ) — D(k — k*)(t)
=aD(k—k")(t—19)— D(k—Ek")(t). (3.96)
Nastepnie podstawiamy funkcje probna k(t — ) = M=) i k(t) = M
i otrzymujemy réwnanie charakterystyczne

(ae™ —1)D — X\ = 0. (3.97)

Zatoézmy, ze warto$¢ wtasna jest zespolona \ = £ +w, wtedy powyzsze
rOwnanie rozdzielamy na cze$é¢ rzeczywista i urojong

(e ™ cosw) —1)D — € =0 (3.984a)
—ae ¥ sinwd —w = 0. (3.98b)
Rozwiazania okresowe sa zdeterminowane przez czysto urojone pier-

wiastki rownania charakterystycznego. Niech £ = 0, wtedy z pierwsze-
go réwnania (3.98a) dostajemy

(wcoswd —1)D =0 (3.99)
i stad
1
coswi) = —. (3.100)
a

Poniewaz o € (0;1), powyzsze réwnanie jest sprzeczne. Nie istnieja
wiec zespolone warto$ci wtasne i nie ma okresowych rozwiazan.
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Tak wiec w odroznieniu od modelu z poprzedniego podrozdzia-
ha nie jest mozliwe wystepowanie cyklicznego zachowania w poblizu
punktu réwnowagi. Widzimy, jak istotny wplyw na rozwigzania ma
uwzglednienie deprecjacji w okresie od t — 1 do t.

Brak rozwigzan cyklicznych powoduje, ze trajektorie modelu zmie-
rzajg do punktu réwnowagi w spos6b monotoniczny. Sa one charakte-
ryzowane przez rozwigzania rzeczywiste rownania charakterystyczne-
go. Przyjmijmy, ze wartosci wtasne maja posta¢ A = &, wtedy

oo _ 1 (&
et _a<D+1>. (3.101)

Dla dowolnej dodatniej wartosci parametru op6znienia 9 (i dla dodat-
nich wartosci pozostatych parametréw) rozwiazaniem réwnania (3.101)
jest zawsze ujemna warto$¢ wtasna. Dla wybranych wartosci parame-
tréw modelu mozemy obliczy¢ wartosci wtasne. Jesli przyjmiemy, ze
&Y = (¢, wtedy rownanie ma postaé

<_1(C
el = (19D+1> (3.102)

i mozemy rozwigza¢ je numerycznie lub graficznie.

Nalezy oczekiwaé, ze opdznienie ma nie tylko wptyw na wartosci
zmiennych w punkcie rownowagi, ale takze na szybko$é¢ zmiany tych
wartosci w trakcie dochodzenia do niej. Aby zobaczy¢, jak duzy jest
wplyw opdznienia na szybkos¢ dochodzenia do réwnowagi, rozpatrzmy
najpierw oryginalny model Solowa. Z réwnania (3.98) widzimy, ze k
jest funkcjg k. W otoczeniu punktu réwnowagi k = k* rozwijamy k(k)
w szereg Taylora, biorac liniowe przyblizenie

(t) ~ dzg) (k — k). (3.103)

k=k*

W przypadku funkcji produkeji Cobba-Douglasa

dk(t)

| =-amtat) (3.104)

k=k*

i podstawiajac (3.104) do (3.103), otrzymujemy
k(t) = —(1—a)(n+a+0)k(t) — k. (3.105)
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Podstawiajac z(t) = k(t) — k*, rozwiazujemy réwnanie rézniczko-
we (3.105) i ostatecznie otrzymujemy
k(t) — k* ~ e” (1) ntatolt(p ) — k¥, (3.106)

Z réwnania (3.106) wynika, ze w chwili ¢ wielko$¢ zasobu kapitatu
rzeczowego na jednostke pracy efektywnej zblizyta sie do swojej $ciez-
ki zréwnowazonego wzrostu z k(0) do k(t) i odlegto$¢ ta pokonana
w jednostce czasu wynosi (1 — «)(n + a + 6)% odlegltosci [k(0) — k*].
Na szybko$¢ zbieznosci gospodarki do sSciezki zrownowazonego wzro-
stu wplyw bedg miaty wartosci parametréw modelu. Przyjmijmy, ze
gospodarka w chwili ¢ znajduje si¢ w poblizu punktu rownowagi. Niech
n+a+0=0061ia=1/3 wtedy réznica miedzy wielkoscia zasobu
kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej w chwili ¢ i wielko-
Scig zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej, ktéra
zostanie osiggnieta w punkcie rownowagi, zmniejszy sie o 4% rocznie.
Potowa drogi do Sciezki zréwnowazonego wzrostu zostanie pokonana
w ciggu t1,2 = In(0,5)/A = 17,33 lat.

3.4. Podsumowanie

W tym rozdziale zostal przedstawiony model wzrostu gospodar-
czego Solowa. W modelu tym zostata wyznaczona analitycznie $ciezka
wzrostu, po ktorej osiagany jest stan stacjonarny (zaséb kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy efektywnej jest staly).

Nastepnie zmodyfikowano model Solowa, uwzgledniajac op6znienie
inwestycyjne. Rozpatrzono trzy wersje modelu Solowa z op6znieniem:
model, w ktorym deprecjacja kapitatu rzeczowego jest uwzgledniona
w chwili podjecia decyzji inwestycyjnych, a zaséb wiedzy i pracy jest
staly; ten sam model, ale wiedza i praca rosng egzogenicznie ze statymi
stopami; oraz trzeci model, w ktorym deprecjacja kapitatu rzeczowe-
go odpisana jest w chwili oddania gotowych débr inwestycyjnych do
uzytku. W zaleznoéci od tego, w ktorym momencie uwzglednimy de-
precjacje kapitatu rzeczowego, otrzymamy modele o jakosciowo réznej
dynamice.

W dwoch pierwszych wersjach modelu Solowa z opéZnieniem zo-
staty ustalone warunki istnienia cyklicznego rozwiazania. Po przekro-
czeniu granicznej wartosci op6znienia (ktére odgrywa role parametru
bifurkacyjnego) ma miejsce bifurkacja Hopfa do cyklu granicznego.
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W trzeciej wersji modelu Solowa wykazano, ze cykliczne zachowa-
nie nie jest mozliwe i w dlugim okresie w modelu osiggany jest stan
stacjonarny. Poréwnujac stan stacjonarny w modelu Solowa z op6z-
nieniem i w modelu Solowa (bez opdznienia), pokazalismy, ze wielko$é
zasobu kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej w stanie
stacjonarnym jest mniejsza w modelu Solowa z op6znieniem niz w mo-
delu Solowa (bez opdznienia).

W nastepnym rozdziale bedziemy analizowali wplyw opdznienia
inwestycyjnego w kilku wybranych modelach wzrostu gospodarczego.






Rozdzial 4

Opoébznienie inwestycyjne
w wybranych modelach wzrostu

4.1. Wprowadzenie

Prostota modelu Solowa zostata uzyskana kosztem silnych ogra-
niczen natozonych na zachowanie gospodarstw domowych czy sposéb
produkcji. Rezygnacja lub ostabienie zalozen pozwala na wzbogacenie
modelu. Mozemy uwzgledni¢ wazny, zaniedbany wczesniej czynnik lub
przeanalizowaé¢ nowy aspekt procesu wzrostu gospodarczego i znalez¢
odpowiedzi na nowe pytania. Miedzy innymi w modelu Solowa nie
mozna wyjasni¢ zroznicowania poziomu wzrostu gospodarczego mie-
dzy krajami. Wydaje sie, ze kluczowe znaczenie ma wykorzystanie
technologii i wiedzy w gospodarce. Uwzglednienie mechanizméw roz-
woju technologii, wzrostu wiedzy wynikajacego ze stanu gospodarki to
metody rozszerzenia modelu Solowa, dzieki czemu staje sie on bardziej
realistyczny. Szczegdlnie obiecujace okazalo si¢ wprowadzenie endoge-
nicznego ksztattowania si¢ technologii i wiedzy, co doprowadzito pod
koniec lat 80. XX wieku do powstania grupy modeli wzrostu, ktora
okreslamy jako endogeniczne modele wzrostu.

Istotne znaczenie ma réwniez kwestia ksztaltowania sie oszczed-
nosci. W modelu Solowa zaktadano, ze oszczedzana jest stata czesé
produktu. Oznacza to, ze konsumpcja w stosunku do dochodu tez
jest stala. Gospodarstwa domowe nie reaguja na zmiany stop pro-
centowych, ktére wplywaja na decyzje o poziomie konsumpcji dzisiaj]
i w przysztoéci. Rozszerzymy model, uwzgledniajac to, ze gospodar-
stwa domowe w optymalny sposéb ksztattuja konsumpcje w trakcie
swojego zycia.

Rozpatrzymy trzy rozszerzenia modelu Solowa. W pierwszym mo-
delu wprowadzimy kapital rzeczowy, niecharakteryzujacy si¢ malejaca
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produktywnoscig krancowa (model AK). W drugim uwzglednimy dwa
rodzaje kapitalu — kapital rzeczowy i kapital ludzki (model Manki-
wa-Romera-Weila). W ostatnim modelu zatozymy, ze gospodarstwa
domowe podejmuja decyzje o oszczedzaniu, tak by osiggnaé¢ maksy-
malna uzytecznosé z konsumpcji w trakcie catego zycia (model Ram-
seya-Cassa-Koopmansa).

4.2. Model AK z opdéznieniem

W modelu Solowa wystepuje jedynie kapital rzeczowy, ktory cha-
rakteryzuje sie malejacymi przychodami krancowymi. Szczegdlnym
przypadkiem modelu wzrostu Solowa jest model AK, w ktorym ela-
stycznos$é produkeji wzgledem kapitatu rzeczowego ex(Y) = o = 1.
W modelu AK funkcja produkceji jest liniowa funkcja kapitatu rzeczo-
wego, wiec nie jest ona neoklasyczng funkcja produkce;ji.

Niech funkcja produkcji ma postaé

Y(t) = AK(t), (4.1)

gdzie A > 0 oznacza poziom wiedzy. Sredni produkt i krancowy pro-
dukt kapitatu sg rowne A.

Przyjmijmy, ze praca L rosnie egzogenicznie ze statg stopa n. Na-
stepnie wprowadzmy nowe zmienne na jednostke pracy, tak ze k =
K/Liy=Y/L. Wtedy funkcja produkcji ma postaé

y = Ak (4.2)

i réwnanie akumulacji kapitatu rzeczowego na jednostke pracy jest
dane przez

k(t) = sAk(t) — (n+ 0)k(t) (4.3)
lub tempo wzrostu kapitatu na jednostke pracy
k
= sA—(n+9). (4.4)
Tempo wzrostu produktu na jednostke pracy jest takie samo, poniewaz

vy = k /k. Takie samo tempo wzrostu charakteryzuje konsumpcje na
jednostke pracy.
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Wzgledny wzrost zmiennych na jednostke pracy jest tym, co odréz-
nia model AK od modelu Solowa, gdzie k* JE* = 0. Co wiecej, wzrost
w modelu AK ma miejsce przy braku postepu technologicznego. Po-
ziom tempa wzrostu zalezy od parametréw modelu, w szczegdlnosci
wzrost stopy oszczednosci powoduje szybszy wzrost gospodarczy.

Model wzrostu AK, po uwzglednieniu op6znienia zwiazanego z cza-
sem inwestycji, opisany jest przez rownanie rézniczkowe z opoznionym

argumentem takim samym jak model Tinbergena czy model Kaleckie-

go!.

Zaloézmy, ze istnieje opdznienie zwigzane z czasem realizacji in-
westycji. Srednie opdznienie oznaczmy przez 9. Réwnanie akumulacji
kapitatu rzeczowego na jednostke pracy ma wtedy postac

k= Ak(t —9) — (n+ 0)k(t). (4.5)

Zasob kapitatu rzeczowego w chwili ¢t powieksza sie o inwestycje netto.
Inwestycje brutto sa realizowane w okresie od t —1J do t przy wykorzy-
staniu czynnikéw wytworczych dostepnych w chwili ¢ — 4. Uwzglednia-
my deprecjacje kapitatu rzeczowego w chwili ¢, stad inwestycje netto
w chwili ¢ sa okreslone przez prawa strone réwnania (4.5). W niekté-
rych pracach bierze sie pod uwage deprecjacje kapitatu rzeczowego
w chwili ¢ — ¢ (por. Asea i Zak, 1999; Bambi, 2008).

Poréwnujac réwnanie modelu Kaleckiego (2.2) i réwnanie (4.5),
widzimy, ze w modelu AK z opdznieniem parametry maja przeciwne
znaki, tak ze a = —d, ¢ = —A. Ma to pewien wplyw na rozwiazania
modelu, o czym szerzej powiemy ponizej. W celu rozwiazania modelu
AK wykorzystamy analize rozwiazan modelu Kaleckiego (Frisch i Hol-
me, 1935).

Przyjmijmy, ze réwnanie (4.5) jest spelnione przez funkcje

k(t) = e, (4.6)
wtedy rownanie charakterystyczne ma postac
A= Ae ™ — 6. (4.7)

1 Model AK z opéznieniem byt réwniez analizowany w innej wersji niz przed-
stawiona w tym rozdziale. Bambi (2008) zbadal model postaci

k(t) = Ak(t — ) — (n + 8)k(t — 0).

A wiec podobnie jak w modelu Solowa z op6znieniem zaproponowanym przez Zaka,
deprecjacja ma miejsce w chwili ¢t — ¢ (Zak, 1999; Szydlowski i Krawiec, 2004).
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Niech wartos¢ wtasna bedzie liczba zespolong
A =& +iw, (4.8)

gdzie £ 1 w sa liczbami rzeczywistymi. Rownanie charakterystycz-
ne (4.7) przyjmuje wtedy postaé

€ +iw = Ae ?[cos(wd)) — sin(w?)]. (4.9)

Jesli rozdzielimy réwnanie (4.9) na cze$¢ rzeczywista i urojona, to
otrzymamy uktad réwnan
€ = Ae % cos(wdd) — § (4.10a)
w = —Ae* sin(wd). (4.10Db)

Poszukajmy najpierw rozwiazan rzeczywistych (w = 0). Réwna-
nie (4.10a) przyjmuje wtedy postaé

§ .0 e

R 4.1
lub gdy wprowadzimy wielko$é¢ w = &9

w0 w

Poniewaz lewa strona réwnania (4.12) jest funkcja monotonicznie ro-
snaca, a prawa strona tego rownania funkcja monotonicznie maleja-
ca wzgledem zmiennej w (i tym samym A = ), istnieje tylko jedno
rozwiazanie. Z drugiej strony, gdy /A jest mniejsze od jeden, rozwia-
zanie jest dodatnie. Jest to konieczne, aby rozwiazanie (4.6) modelu
gospodarki opisanej réwnaniem (4.5) odpowiadalo wzrostowi zasobu
kapitahu.

Dyskutujac model Kaleckiego (2.2), Frisch i Holme (1935) pokazali,
ze w przypadku rzeczywistym sg trzy przypadki: dwa, jedno lub zero
rozwiazan. Bierze sie to stad, ze lewa strona réwnania (4.11) jest funk-
cja malejaca wzgledem &, poniewaz w tym przypadku A = —c. Jedno
dodatnie rozwigzanie istnieje wtedy, gdy podobnie jak poprzednio wy-
raz wolny lewej strony rownania (4.11) jest mniejszy od jeden.

Kalecki rozpatrywal model z opdznieniem, poniewaz pojawito sie
w nim rozwiazanie okresowe, ktore mogto postuzy¢ do opisu zjawiska
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Rysunek 4.1. Wykres funkcji (4.14).

cyklu koniunkturalnego w gospodarce. Rozwiazania cykliczne wiaza
sie z
Cm+r<v<(2m+2)r, m=0,1,2,... (4.13)
W modelu Kaleckiego opisanego réwnaniem (2.2) badamy rozwia-
zania cykliczne, analizujac funkcje

Fo) = +1n (Sm“>. (4.14)

:tgv v

Rozwigzanie to jest przedstawione na rysunku 4.1.
Dziedzina tej funkcji jest okreslona w

2mm < v < (2m + 1), m=0,1,2,... (4.15)

Jesli @) — In(cd?) jest mniejsza od jeden, wtedy doktadnie jedno roz-
wiazanie cykliczne znajduje sie w kazdym przedziale czasu
0 0

1<T<— m=20,1,2,..., (4.16)
m—|—§ m

gdzie T jest oznaczeniem okresu rozwigzania cyklicznego. Cykliczne
rozwigzanie w pierwszym przedziale jest jedynym rozwigzaniem, kto-
re ma okres dluzszy niz opdznienie (20 < T° < o0), i nazywamy je
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Rysunek 4.2. D-podzial dla pierwiastkow rownania charakterystycznego
modelu AK. Zacieniowany obszar obejmuje mozliwy zakres wartosci pa-
rametrow. Przyjeta wartosé opdznienia wynosi 9 = 4,5.

cyklem podstawowym. Wszystkie pozostate rozwiazania maja okres
krotszy niz opdznienie i nazywamy je cyklami podrzednymi. Ten wy-
nik jest identyczny jak w modelu AK z tg réznicg, ze podstawowy cykl
o okresie dtuzszym niz op6znienie zawsze istnieje i maksymalny okres
jest ograniczony.

W celu okreslenia stabilnosci rozwigzan modelu mozemy postuzy¢
siec metoda D-podzialu?. Polega ona na okresleniu, ile pierwiastkow
rownania charakterystycznego posiada dodatnia czes¢ rzeczywista.

W miare spadku warto$ci parametru opdznienia 99 hiperboliczne
krzywe rozgraniczajace obszary o réznej liczbie wartosci wtasnych
z dodatnia czescig rzeczywista oddalajg sie od prostej s = 0. Na
rysunku 4.2 wykreslono obszary przy zatozonej warto$ci parametru
opOznienia ¥ = 4,5. Stad rozwigzania modelu AK sg zawsze stabilne,
jesli warto$¢ parametru opdznienia jest w przyblizeniu mniejsza niz
4,5. Wtedy linia rozgraniczajaca obszar z zerows iloscia pierwiastkow
o dodatniej czesci rzeczywistej Iy od obszaru z jednym pierwiastkiem

2 Szczegdlowe oméwienie metody znajduje sie w Dodatku A.2.
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z dodatnia czescig rzeczywistg I'; nigdy nie przechodzi przez zacienio-
wany obszar wyznaczony przez ograniczenie na wartosci parametru
oszczednosci s, ktére mieszeza sie w przedziale (0, 1).

4.3. Model wzrostu Mankiwa-Romera-Weila
z opoOznieniem

W modelu Solowa mamy do czynienia z jednym rodzajem ka-
pitatu, kapitatem rzeczowym. Z drugiej strony mamy do czynienia
z jednorodng sitg robocza. W konsekwencji model Solowa nie ttuma-
czy charakterystyki wzrostu realnych gospodarek. Antidotum na te
problemy okazata sie koncepcja kapitatu ludzkiego (Domarski, 1993;
Welfe, 2007). Pojecie to nie posiada jednoznacznej definicji i w r6znych
kontekstach nadaje sie mu rézny sens. Najczesciej mowimy o nagro-
madzonych przez ludzi umiejetnosciach i wiedzy. Przyjmujemy, ze sa
one czynnikiem produkeji (podobnie jak maszyny i urzadzenia), ktéry
powstaje w wyniku inwestycji w cztowieka. Edukacja jest tutaj naj-
wazniejszym sposobem uzyskiwania tego typu kapitatu, ale znaczenie
ma réowniez do$wiadczenie 1 umiejetnosci praktyczne (Cichy i Malaga,
2007).

Mankiw i inni (1992), biorac za punkt wyjscia neoklasyczny model
Solowa, uwzglednili w funkcji produkcji obok kapitatu rzeczowego K
i kapitat ludzki H, tak ze produkt jest dany przez

Y(t)= KO)*H)P[AGOLO]" P,  a,>0,a+8<1, (4.17)

gdzie L jest oznaczeniem sity roboczej, A wiedzy i AL wchodzg mul-
tiplikatywnie do funkcji produkcji, skad wynika statos¢ przychodow
skaliz K, H i AL.

Zaktadamy, ze zaréwno kapital rzeczowy, jak i ludzki sa produko-
wane zgodnie z ta sama funkcja produkeji (4.17). Oznacza to, ze kazda
jednostka produktu moze by¢ przeksztalcona w jednostke konsump-
cji, kapitatu rzeczowego lub kapitatu ludzkiego. Ponadto oszczednosci
sa w calosci inwestowane w kapitat rzeczowy i kapitat ludzki. Udziat
w dochodzie oszczednosci inwestowanych w kapitat rzeczowy wyno-
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si Sk, a inwestowanych w kapitat ludzki wynosi sy. Wtedy akumulacja
obu rodzajow kapitatu jest opisana przez nastepujacy uktad réwnan

K(t) = sgY(t) — 6K(t), (4.18a)

H(t) = sgY(t) — 0H(t). (4.18b)
Podobnie jak Mankiw, Romer i Weil zakladamy taks samag stope de-
precjacji 6 kapitatu rzeczowego i ludzkiego.

Dodatkowo przyjmujemy standardowe zalozenia o dynamice L i A;
zaréwno zasoOb pracy, jak i wiedzy rosng wyktadniczo ze stalymi sto-
pami n i a, odpowiednio

L(t) = nL(t), (4.19)
A(t) = aA(t). (4.20)
Wprowadzmy nowe zmienne zdefiniowane jako wielkosci na jed-

nostke pracy efektywnej k = K/AL, h = H/AL iy =Y/AL. W no-
wych zmiennych funkcja produkeji ma nastepujaca postacé

y(t) = k(t)*h(t)", (4.21)

a roOwnania akumulacji kapitatu rzeczowego i ludzkiego na jednostke
pracy efektywnej przyjmuja postac

k= sick(t)*h(t)? — (n+ a4+ 0)k(2), (4.22a)
h = sgk(t)*h(t)’ — (n+ a + 8)h(t), (4.22b)

gdzie dla uproszczenia state zostaly oznaczone jako
D=n+a+9. (4.23)

W jakosciowej analizie uktadu (4.22) poszukujemy punktéw kry-
tycznych, w ktorych wartosci zmiennych w postaci intensywnej k i h
pozostaja state. Punkty te odpowiadaja stanowi stacjonarnemu ukta-
du. Model ma dwa punkty krytyczne, ktére wyznaczamy, przyréwnu-
jac prawe strony uktadu (4.22) do zera

k=0 (4.24a)

Y

h=0. (4.24D)
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Pierwszy z nich k7 = 0, h3 = 0 nie ma znaczenia ekonomicznego. Drugi
punkt okresla stan stacjonarny, w ktorym zasoby kapitatu rzeczowego
i ludzkiego na jednostke pracy efektywnej sg state i wynosza

B = [D (SKﬂ S , (4.25a)

SK \SHg
1
D e
s [K (SK) 1 , (4.25b)
SK | SK SH
jesli wykorzystamy zaleznosé
k SK
- =— 4.26
b (4.26)

Po zlinearyzowaniu uktadu (4.22) w punkcie krytycznym (4.25) otrzy-
mamy nastepujaca macierz linearyzacji

(a—1)D ¥EBD

M = s . (4.27)
aD (B—-1)D
oraz roOwnanie charakterystyczne
A% — (tr M)*)\ + det M = 0. (4.28)

Wyznacznik, slad macierzy linearyzacji M i wyr6znik réwnania cha-
rakterystycznego (4.28)

trM = (a+3—2)D <0, (4.29)
det M = —(a+ 8 —2)D* > 0, (4.30)
A= (trM)* —4det M = (a + 3 —2)*D?

+4(a+ B —2)D* > 0. (4:31)

Wyroéznik i wyznacznik sa dodatnie, wiec punkt krytyczny jest weztem.
Poniewaz $lad jest ujemny, wiec wezet jest stabilny. Dla przyktadowych
warto$ci parametréow modelu portret fazowy z wezlem zostal przed-
stawiony na rysunku 4.3.

W modelu Mankiwa-Romera-Weila (Mankiw i inni, 1992) wprowa-
dzamy opdznienie inwestycyjne podobnie jak w modelu Solowa. Zato-
zenia modelu beda podobne. W gospodarce wytwarzany jest jeden
produkt Y zgodnie z funkcja produkeji Cobba-Douglasa

Y(t) = KO HY(O)[AG) LD, (4.32)
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k

Rysunek 4.3. Portret fazowy uktadu (4.22) dla « = 0,3 8 = 0,1, n = 0,015,
a=0,015, sg =spg =0,21=0,03.

gdzie K i H to odpowiednio kapitat rzeczowy i kapitat ludzki. Kazda
jednostka moze by¢ konsumowana lub przeksztatcona bez jakichkol-
wiek kosztow w jednostke kapitatu rzeczowego lub ludzkiego. Przy tym
zatozeniu inwestycje w kapital rzeczowy i ludzki sg opisane przez te
samg funkcje produkcji, opdznienie inwestycyjne ¥ dla obu rodzajow
kapitatu jest takie samo i stopa deprecjacji 0 jest identyczna (pro-
dukt ulega deprecjacji w ten sam sposéb, niezaleznie od tego, czy jest
wykorzystywany jako kapital rzeczowy, czy kapital ludzki)

K(t) = sgK*(t —0)H(t — 9)[A(t — 9)L(t — 9)]' 7P — 6K (1),
(4.33a)

H(t) = sy Kt —9)HO(t — 9)[A(t — 9)L(t — )]~ — 6H(t).
(4.33b)

Cze$¢ dochodu przeznaczona na inwestycje w kapital rzeczowy wyno-
si Sx 1 czes¢ przeznaczona na inwestycje w kapitat ludzki wynosi sg.
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Podobnie jak poprzednio zaktadamy, ze stopy wzrostu sktadowych
pracy efektywnej AL sa state i wynosza odpowiednio a i n

A(t) = aA(t), (4.34a)
L(t) = nL(t). (4.34b)

Otrzymany uktad czterech réwnan rézniczkowych (4.33) 1 (4.34)
mozemy zredukowaé¢ do postaci dwuwymiarowego uktadu dynamicz-
nego, wprowadzajac nowe zmienne: kapitat rzeczowy na jednostke pra-
cy efilr{tywnej k= ALL i kapital ludzki na jednostke pracy efektywnej
h =47

k(t) = sk Ek“(t — 9)hP(t — 9) — Dk(t), (4.35a)
h(t) = sy Ek“(t — 9)hP(t — 9) — Dh(t), (4.35b)

gdzie dla uproszczenia zapisu uzyto nowych statych
D=(n+a+06) oraz E=e "7 (4.36)

Podobnie jak w przypadku modelu bez opdznienia, stan stacjonar-
ny ukladu (4.35) szukamy, przyréwnujac jego prawe strony do zera.
Rozwiazaniami tego uktadu sa dwa punkty krytyczne. Pierwszy z nich
(ki = 01 h} = 0) nie ma znaczenia ekonomicznego. Drugi jest okreslo-
ny dla nastepujacych wartosci zmiennych (dla uproszczenia indeks ,2”
zostal zaniedbany)

1-p8 B
sgBEN\1-a—8 (sypE\ 1T-a—8
= 4.
g ( D ) ( D ) ’ (4.372)
SKE 1*2*5 SHE 1i;gﬁ
= . 4.
e () o

WprowadZzmy nowe zmienne logarytmicznych (xy, x,), takie ze
k= e, h =e™", (4.38)
wtedy uktad (4.35) ma postaé

Tp = SKEeau’vk(t—ﬁ)ﬁ-ﬁwh(t—ﬁ)—m(t) - D, (4.39a)
iy, = SHEeaxk(tfﬁ)JrﬁIh(t*ﬁ)*:th(t) - D (439b)
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i w punkcie krytycznym nowe zmienne przyjmujg wartosé

_ 18 s
E l—a— E l—a—
zy =In (S% ) ’ (S[Z) ) ’ , (4.40a)
- fe l1—«a -
EN\ T=a=5 E\T-a-5
z; =1In (S% ) ’ (SIZ) ) e (4.40Db)

Linearyzujac uktad (4.39) w punkcie (4.40), otrzymujemy macierz li-
nearyzacji

| (e —=1)D Be D
M= [ ae—)\ﬁD (/66—)\19 _ 1)D ) (441)
ktorej slad i wyznacznik sg nastepujace
tr M = (ae™ —1)D + (Be™™ — 1)D, (4.42)
det M = (1 — ae™ — e ) D2 (4.43)

Stad réwnanie charakterystyczne A2 — tr M\ + det M = 0 ma postaé

)\2 + C’le_’w)\ + 02/\ + Cge_kﬂ + 04 = 0, (444)
gdzie
Ci=—(a+B)D, Cy=2D, Cs=—(a+p)D? Cy=D>
(4.45)

Zatozmy, ze wartosci wtasne macierzy linearyzacji sa zespolone i maja
posta¢ A\ = £ +iw. Rozdzielajac réwnanie charakterystyczne (4.44) na
czes¢ rzeczywista i urojona, otrzymujemy
€2 — w? + Cre ¢ cos(wid) + Cre P wsin(wd)
+05¢ + Cse™ cos(wi)) + Cy = 0,
—2¢w + Cre % w cos(wid) — Cre "¢ sin(w)
+Chw — Cye™ Y sin(w?d) = 0.

(4.46a)

(4.46D)

Bifurkacja do orbity okresowej ma miejsce wtedy, gdy para sprzezo-
nych wartosci wlasnych jest czysto urojona. Wstawiamy & = 0 do
uktadu (4.46) i otrzymujemy

—w? 4 Cywsin(wy) + Cy cos(wvd) + Cy = 0, (4.47a)
Chw cos(w?) + Cow — Cysin(wd) = 0. (4.47b)
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Z uktadu réwnan (4.47) wyznaczamy najpierw wp;. Podnoszac oba
rownania do kwadratu i dodajac je stronami, otrzymamy

w4+ (C3 — CF = 2C)w* +C3 — C3 = 0. (4.48)

Wielomian czwartego stopnia (4.48) rozwiazujemy, przyjmujac nowa
zmienna z = w? i rozwiazujac réwnanie

22+ (C3 —CF —2Cy)z+ C] — C5 = 0.

Wracajac do pierwotnych parametrow «, 5 i D, rozwigzanie réwnania
(4.48) ma postac

- ; (@ +B—-2)D* % (a+ 5D, (4.49)
Latwo zauwazy¢, ze dla modelu, w ktorym zalozono, iz 0 < a+( < 1,
nie istnieja dodatnie rzeczywiste rozwiagzania réwnania (4.49). Stad
nie istnieje rzeczywista wartos¢ w. W modelu nie ma wiec rozwiazan
okresowych powstatych w wyniku bifurkacji do orbity okresowej. Wi-
dzimy, ze rozszerzenie modelu Solowa z opdznieniem uwzglednionym
tylko w funkcji produkcji, a nie w deprecjacji, o kapitatl ludzki nie
spowodowato kreacji cyklicznych rozwiazan.

4.4. Model Ramseya-Cassa-Koopmansa
z opoOznieniem

Do tej pory zaktadalismy, ze gospodarstwa domowe oszczedzaja
stala, ustalong z géry czes¢ dochodu. Tak byto w rozwazanym dotych-
czas modelu Solowa oraz innych omawianych modelach. W modelu So-
lowa stopa oszczednosSci jest stata, co oznacza, ze mamy réowniez staty
stosunek konsumpcji do dochodu. Egzogenicznosé stopy oszczednosci
powoduje, ze gospodarstwa domowe nie mogag dostosowaé¢ poziomu
konsumpcji i oszczednosci do zmian stopy procentowej, stopy podat-
ku dochodowego etc. Jednak gdy dochdd gospodarstwa domowego nie
jest staty, nalezy oczekiwac¢, ze konsumpcja i oszczednosci beda sie
zmieniaé (cykl zycia). Gospodarstwa domowe biora pod uwage wiel-
kos¢ konsumpcji zaréwno dzisiaj, jak i w przysztosci. Wzrost przyszlej
konsumpcji jest wynikiem ograniczenia biezacej konsumpcji, poniewaz
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wzrost inwestycji jest mozliwy, gdy w gospodarce bedzie produkowane
wiecej dobr inwestycyjnych kosztem nizszej produkcji dobr konsump-
cyjnych. Jest wiec kwestia wyboru okreslenie optymalnej Sciezki wzro-
stu gospodarczego z punktu widzenia poziomu konsumpcji w czasie
zycia reprezentatywnego gospodarstwa domowego.

Przyjmijmy, ze reprezentatywne gospodarstwo domowe w kazdej
chwili okresla poziom oszczednosci, biorac pod uwage biezgcg kon-
sumpcje oraz przyszta konsumpcje, ktora zalezy od wielkosci inwesty-
cji realizowanych z ich oszczednosci. Ramsey (1928) przeanalizowat
optymalny wybor poziomu konsumpcji i oszczednosci przez gospodar-
stwa domowe, a nastepnie Cass (1965) i Koopmans (1965) rozwineli
ten model. Model Ramseya pozwala na precyzyjng analize zmian stop
oszczednosci 1 ich zaleznosci od stopy procentowej, bogactwa, stop
podatkowych i subsydiow (Barro i Sala-i-Martin, 2004).

Zaktadamy, ze stopa wzrostu zasobu pracy jest stala wielkoscia
egzogeniczng i wynosi n

L(t) = L(0)e™. (4.50)
7 kolei zaséb wiedzy rosnie ze stala stopa a
A(t) = A(0)e™. (4.51)

Gospodarstwo domowe dba nie tylko o swoja uzytecznos¢, ale tez
o uzytecznoscé przysztych pokolen. Dlatego gospodarstwo domowe mak-
symalizuje uzytecznos¢ konsumpcji na przestrzeni catego nieskonczo-
nego zycia U. Oznaczmy caltkowita konsumpcje w chwili ¢ przez C(t),
wtedy c(t) = C(t)/A(t)L(t) to konsumpcja na jednostke pracy efek-
tywnej. Kazde gospodarstwo domowe w chwili ¢ osigga uzytecznosé
z konsumpcji u(t). Wtedy uzytecznosé wynosi
U= t Oe’ptu(c(t))dt. (4.52)

Funkcja uzytecznosci u(c) spetnia nastepujace warunki: u/'(c) > 0,
u”(c) < 0. Czynnik e™** okresla, jak dyskontowana jest przyszta uzy-
tecznos¢. Stopa dyskontowa p jest wieksza od zera.

Przyktadem funkcji uzytecznosci spetniajacej powyzsze zalozenia
jest funkcja uzytecznosci CRRA (constant relative risk aversion)

u(e(t)) = S D=1

4.53
0=l (453)
gdzie o to wspotezynnik wzglednej awersji do ryzyka.
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Produkt wytworzony w gospodarce jest dzielony na oszczednosci
(odpowiadajace inwestycjom brutto) i konsumpcji. Tym samym réw-
nanie akumulacji kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej
ma postac

k(t) = k*(t) — (n+a+ 0)k(t) — c(t). (4.54)

Gospodarstwo domowe, maksymalizujac uzytecznosé¢ konsumpcji

w ciggu caltego zycia, jest ograniczone przez mozliwosci produkcyjne
gospodarki. Problem ten ma nastepujaca forme

max /OOO e"e Pu(c(t)) dt, (4.55)

przy warunku

k(t) = k*(t) — (n+a+ 6)k(t) — c(t).

Aby rozwiazaé¢ problem optymalizacyjny (4.55), korzystamy z zasady
maksimum Pontriagina (Dixit, 1990). Hamiltonian H ma postaé

H = e u(c(t)) + pt)k*(t) — (n+a+ O)k(t) — c(t)].  (4.56)

Zasada maksimum pozwala nam znalezé zmienng c(t), ktéra mak-
symalizuje 'H w kazdej chwili ¢. Warunki pierwszego rzedu istnienia
maksimum funkcjonatu H majg postaé

OH
=== 4,
oH
—_— = 4.
o k, (4.58)
OH
— = —/ 4.
z ktoérych otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych
k(t) = k(@)* — (n+a+ 0)k(t) — c(t), (4.60a)
i) = Slak(t)° = (n+a+8) — ple(t). (4.60D)
o

Rozwiazanie, stan stacjonarny, jest dane przez

1

k= (O‘>la : (4.61)

n+a+0+p
@ 1

¢ = (O‘>M — (n+a+90) (O‘>la. (4.62)

n+a+0+p n+a+0+p
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SN

Rysunek 4.4. Portret fazowy ukladu (4.60). Punkt krytyczny jest siodtem.
Dwie wyrdznione trajektorie wchodzace do punktu krytycznego sg $ciezka-
mi wzrostu, po ktérych osiggany jest stan stacjonarny.

k

Graficzng reprezentacja rozwigzania jest siodto na rysunku 4.4.
Punkt siodtowy odpowiada zréwnowazonej Sciezce wzrostu. Po osiag-
nieciu stanu stanu stacjonarnego zasoby kapitatu na jednostke pracy
efektywnej, konsumpcji na jednostke pracy efektywnej i strumien pro-
duktu na jednostke pracy efektywnej sa state. Odmienna niz w mo-
delu Solowa jest dynamika dochodzenia do réwnowagi. Ze wzgledu na
warunek (4.60b) poziom konsumpcji na jednostke pracy efektywnej
jest wybierany przez reprezentatywne gospodarstwo domowe tak, by
zawsze znajdowac sie na jednej z dwoch trajektorii prowadzacych do
stanu dtugookresowej rownowagi. W stanie stacjonarnym zaséb kapi-
talu na jednostke pracy efektywnej roénie wraz ze wzrostem udziatu
naktadéw kapitatu w produkcie o i maleje wraz ze wzrostem stopy
wzrostu liczby pracujacych n, stopy wzrostu wiedzy a, stopy depre-
cjacji kapitatu rzeczowego ¢ oraz stopy dyskontowej p.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy do powyzszego modelu wprowadzi-
my opodznienie inwestycyjne. Przy identycznych zatozeniach co do za-
chowania gospodarstw domowych problem planowania w nieskonczo-
nym horyzoncie czasowym dla tej gospodarki ma postaé¢ (Asea i Zak,
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1999)

max /0 T U(e())e " dt (4.63)

przy warunku

k(1) = f(k(t = 9)) — (n+a+ O)k(t) — c(t),

k(t) = ¢(t) dla wszystkich ¢t € [—1,0],

gdzie 0 < ¢(t) < f(k(t —9)), § € [0;1] oznacza stope deprecjacji
kapitatu rzeczowego, f(-) jest neoklasyczna funkcja produke;i.

Hamiltonian dla problemu optymalizacyjnego (4.63) ma nastepu-
jaca postaé

H=U(c(t))e ™ — plf(k(t —9) — 6k(t —r) — c(t)]. (4.64)
Warunki konieczne w tym przypadku maja postaé

c(t) e = A(b), (4.65)
—pt+ N (k) — (n+a+0)) = p(t), (4.66)

gdzie p(t) jest oznaczeniem zmiennej reprezentujacej krancowa war-
tos¢ kapitatu rzeczowego produkowanego w chwili ¢, ale dostepnego
w chwili ¢t + ¢ (Collard i inni, 2004).

7 powyzszych warunkéw otrzymujemy rownanie opisujace zmiane
konsumpcji

ety ==|(f'(k(t)) — (n+a+9)) (C(::Ii)ﬁ)) e P — p} . (4.67)

gdzie krancowa produktywnos¢ kapitatu dostepnego w chwili ¢+ jest
wazona przez stosunek krancowej uzytecznosci konsumpcji w chwili
t + 19 do krancowej uzytecznosci konsumpcji w chwili ¢ (Collard i inni,
2004).

Przyjmujac funkcje produkcji Cobba-Douglasa, model jest dany
przez uktad rownan

k(t) = k%(t —9) — (n+a+ 0)k(t) — c(t), (4.68a)

e(t) = 1 (ak® () — (n+a+9)) (c(tC(—?ﬁ)) e P — p] c(t).

0 (4.68b)
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Punkt krytyczny ukladu réwnan (4.68) jest dany jako

1

k= (O‘> o (4.692)

per + ¢
cF=(k)—(n+a+0)k". (4.69b)

Model Ramseya-Cassa-Koopmansa z opdznioniem inwestycyjnym
rozni sie od rozwazanych do tej pory modeli wzrostu gospodarczego.
Jest on opisany przez uktad réwnan rézniczkowych (4.68), gdzie obok
réwnania rézniczkowego z op6znionym argumentem (4.68a) pojawia
sie rownanie z wyprzedzonym argumentem (4.68b). Analiza matema-
tyczna réwnan rozniczkowych z wyprzedzonym argumentem jest trud-
na, poniewaz brakuje narzedzi analitycznych i numerycznych (Collard
i inni, 2004; Bambi, 2008).

Roéwniez istotnym problemem jest ekonomiczna interpretacja row-
nan z wyprzedzonym argumentem. W przypadku réwnania (4.68b)
przyrost konsumpcji na jednostke pracy efektywnej w chwili ¢ zalezy
od konsumpcji na jednostke pracy efektywnej w chwili ¢t + . Wydaje
sig, ze mozna interpretowac przyszta konsumpcje jako oczekiwana kon-
sumpcje. Co wiecej, wyprzedzenie zwigzane z oczekiwang konsumpcja
jest takie same jak opdznienie inwestycyjne.

4.5. Podsumowanie

W rozdziale zostaly przedstawione trzy modele wzrostu gospodar-
czego: model wzrostu AK, model Mankiwa-Romera-Weila z kapitatem
ludzkim, model Ramseya-Cassa-Koopmansa z optymalng konsumpcja,
w ktorych podobnie jak w poprzednim rozdziale do modelu Solowa
zostalo wprowadzone opdznienie inwestycyjne.

Model AK, ktéry jest modelem liniowym, dopuszcza rozwiaza-
nia okresowe, podobnie jak model Kaleckiego. Korzystajac z metody
D-podziatu, pokazatem, ze rozwigzania okresowe sg stabilne.

W modelu Mankiwa-Romera-Weila z kapitalem ludzkim nie wy-
stepuja rozwigzania okresowe, powstajace w wyniku bifurkacji Hop-
fa do cyklu granicznego. W modelu istnieje jedynie punkt krytyczny
(stabilny wezel), podobnie jak w modelu Mankiwa-Romera-Weila bez
opdznienia inwestycyjnego.
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Z kolei w modelu wzrostu Ramseya-Cassa-Koopmansa z optymali-
zacja konsumpcji dla gospodarstw domowych z nieskonczonym hory-
zontem czasowym wprowadzenie opoznienia inwestycyjnego powoduje,
ze model ten jest opisany przez uktad réwnan rézniczkowych z opdz-
nionym i wyprzedzonym argumentem. Tego typu uktady sa rzadko
spotykane w teorii ekonomii, ale moga by¢ ciekawym przedmiotem
badan w teorii ekonomii. W niniejszej pracy model ten nie zostat
szczegdtowo omoéwiony, poniewaz tematem pracy jest opdznienie inwe-
stycyjne w modelach wzrostu gospodarczego opisane przez réwnania
rozniczkowe z opdznionym argumentem.

Dotychczas uwzglednialiémy w modelach wzrostu gospodarczego
jedynie prywatny kapitat rzeczowy. Wtaczajac do modelu sektor pu-
bliczny, mozemy rozwazy¢ publiczny kapital rzeczowy finansowany
z podatkéw i dostarczany przez rzad. Tego typu modele wzrostu go-
spodarczego bedg przedmiotem analizy w nastepnym rozdziale.






Rozdzial 5

Opoébznienie inwestycyjne
i publiczny kapital rzeczowy

5.1. Wprowadzenie

Celem tego rozdziatu jest teoretyczna analiza wptywu polityki fi-
skalnej na potozenie dhugookresowej $ciezki wzrostu gospodarczego
w pewnej szczegllnej klasie modeli wzrostu z publicznym kapitatem
rzeczowym i opdznieniem inwestycyjnym (Krawiec i Szydtowski, 2004;
Krawiec, 2005, 2006).

W poprzednich rozdziatach byty rozwazane modele wzrostu gospo-
darczego z prywatnym kapitatem rzeczowym. Pominiety zostat wptyw
sektora publicznego, polityki fiskalnej rzadu. Rosnaca rola rzadu pro-
wokuje pytania o istnienie i charakter zwigzku migdzy wzrostem go-
spodarczym i polityka gospodarcza. Czy narzedzia polityki stuzace
ttumieniu wahan koniunktury i stymulowaniu wzrostu gospodarczego
sg efektywne? Badania zaréwno teoretyczne, jak i empiryczne wzrostu
gospodarczego nie daja jednoznacznej odpowiedzi na pytanie o po-
zytywna lub negatywna role wydatkéw rzadu na wzrost gospodarczy
(Agell i inni, 1997; Folster i Henrekson, 1999). Wydatki publiczne nie
maja jedynie celu dystrybucyjnego lub konsumpcyjnego, ale moga by¢
uzyte w celach produkeyjnych. W tym rozdziale bedziemy rozpatrywa-
li tylko wydatki publiczne na kapital rzeczowy, ktory dla odréoznienia
od prywatnego kapitatu rzeczowego bedziemy nazywali publicznym
kapitalem rzeczowym.

Jednym z pierwszych modeli wzrostu gospodarczego z sektorem
publicznym byt model, w ktorym z podatkéow byly finansowane pu-
blicznie dostarczane dobra prywatne (Barro, 1990). W nastepnej pracy
Barro i Sala-i-Martin (1992) rozwazali dwa inne modele wzrostu gospo-
darczego, w ktorych rowniez uwzgledniono wydatki rzadu. W pierw-



100 Rozdzial 5. Opdznienie inwestycyjne © publiczny kapital rzeczowy

szym z nich dostarczane publicznie ushugi bylty czystym dobrem pu-
blicznym, tzn. dobrem, ktére nie jest konkurencyjne w konsumpcji
(dobro moze by¢ konsumowane przez wiele os6b réwnoczesnie) oraz
nie ma mozliwosci wytaczenia z konsumpcji dobra (wlasciciel dobra
nie moze uniemozliwi¢ innym osobom konsumpcji dobra). W drugim
modelu wystepowal efekt przepelnienia dla ustug publicznych. Efekt
przepelnienia (congestion) dla doébr publicznych polega na tym, ze
w miare wzrostu liczby uzytkownikéw uzytecznos¢ dobra maleje. In-
nymi stowy, nie ma mozliwosci wytaczenia z konsumpcji dobra, ale
stopniowo dobro staje sie konkurencyjne w konsumpcji. Takim dobrem
moga by¢ np. drogi. Podstawowym problemem modeli Barro byta nie-
zgodno$¢ miary czynnikéw produkeji w funkeji produkeji, z ktorych
jeden jest zasobem (prywatny kapital rzeczowy), a drugi strumieniem
(wydatki rzadu).

W funkeji produkeji Cobba-Douglasa wszystkie czynniki produkeji
sg zasobami; tak jak prywatny kapital rzeczowy, publiczny kapitat
rzeczowy powinien by¢ zasobem, a nie strumieniem. Greiner (1996)
przedstawil model wzrostu gospodarczego, w ktérym publiczny kapi-
tal rzeczowy jest zasobem. Inwestycje w publiczny kapitat rzeczowy sa
finansowane z podatkow. Stopa podatkowa bezposrednio wptywa na
dochdéd rozporzadzalny gospodarstw domowych oraz na dochody po-
datkowe, a posrednio na dynamike akumulacji obu rodzajéw kapitatu
IZECZOWeLO.

Inny model, w ktorym zasoéb publicznego kapitatu rzeczowego byt
czynnikiem produkcji w neoklasycznej funkcji produkeji, zostat przed-
stawiony przez Bajo-Rubio (2000), ktéry zmodyfikowat model Solowa,
wprowadzajac publiczny kapital rzeczowy, z ktérego moga korzystacé
wszyscy producenci, ale jego uzyteczno$¢ maleje, w miare jak zmniej-
sza si¢ stosunek zasobu publicznego kapitatu rzeczowego do zasobu
prywatnego kapitatu rzeczowego. Innymi stowy, mamy do czynienia
z efektem przepetnienia dla publicznego kapitatu rzeczowego.

Funkcja produkeji ma postac

0

~
Yy — Kazlﬂl .. Zg{n(AL)l—a—ﬂl—“'—ﬁm ([C;) <[7;> ’ (51)

gdzie K to prywatny kapitat rzeczowy, Z; (i = 1,...,m) to inne pry-
watne czynniki wytwoércze (np. kapital ludzki), L to praca, A to wie-
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dza, G to dostarczane przez rzad czynniki wytworcze, T' to transfery
budzetowe i 0 < v+ 60 < a < 1,.

W modelu wzrostu gospodarczego Bajo-Rubio sa dwa réwnania
akumulacji wiedzy A i pracy L, ktére rosng ze stala stopa a i n

A = aA, (5.2)
L=nlL, (5.3)
oraz m + 2 rownan akumulacji kapitatu K, 7Z; i G
K =si(1—7)Y - 0K, (5.4)
Zi =551 —-1)Y =67, i=1,...,m, (5.5)
G = sqTY — 0G, (5.6)

gdzie sk, Sz, 1 S¢ sa oznaczeniami czesci oszczednosci przeznaczonych
odpowiednio na inwestycje w prywatny kapitat rzeczowy, na inwesty-
cje w inne prywatne czynniki wytwoércze i na inwestycje w publiczny
kapital rzeczowy, 7 jest oznaczeniem wielkos$ci podatkow, d jest ozna-
czeniem stopy deprecjacji kapitatu (taka sama dla wszystkich rodza-
jow kapitatu). W modelu Bajo-Rubio mamy do czynienia z efektem
przepetnienia dla dobra publicznego GG. Rozmiar korzysci, ktore odno-
si reprezentatywny producent, korzystajac z dostarczanego publicznie
czynnika wytwoérczego, zalezy od wielkosci naktadu publicznego kapi-
talu rzeczowego. Jednakze jego dostepna ilos¢ maleje w stosunku do
ilosci prywatnego kapitatu rzeczowego, gdy inni producenci, inwestu-
jac, zwiekszaja zaséb tego drugiego.

Analizowane w dalszej czesci tego rozdzialu modele wzrostu gospo-
darczego z publicznym kapitalem rzeczowym bedg oparte na posta-
ci neoklasycznej funkcji produkeji zaproponowanej przez Bajo-Rubio.
W przedstawionych modelach wzrostu gospodarczego obok publiczne-
go kapitatu rzeczowego bedzie uwzglednione opdznienie inwestycyjne.
W rozwazanych modelach cecha charakterystyczna bedzie to, ze dla
publicznego kapitatu rzeczowego bedzie wystepowal efekt przepelnie-
nia. Oznacza to, ze ilos¢ publicznie dostarczanego publicznego kapitatu
rzeczowego dostepnego dla producentéw zalezy od ilosci prywatnego
kapitatu rzeczowego. Z drugiej strony zaréwno prywatny, jak i publicz-
ny kapital rzeczowy jest wytwarzany w ciagu pewnego okresu, prze-
cietnego czasu trwania inwestycji. Sprawdzimy, czy w dlugim okresie
w modelu bedzie osiggany stan stacjonarny, czy tez bedzie wystepowaé
cykliczne zachowanie.
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5.2. Model ze stalg stopg wzrostu publicznego
kapitalu rzeczowego

Punktem wyjscia neoklasycznej teorii wzrostu gospodarczego jest
model Solowa z prywatnym kapitatem publicznym (Solow, 1956). Ba-
jo-Rubio (2000) rozszerzyt ten model wzrostu o inne czynniki produk-
cji, przede wszystkim publiczny kapitat rzeczowy dostarczany przez
rzad. Gtowng cechg tego modelu jest przepetnienie publicznego kapita-
hu rzeczowego. Prywatny kapitat rzeczowy i publiczny kapitat rzeczowy
sg uzywane w procesie produkcji, ale dla danego poziomu publiczne-
go kapitatlu rzeczowego wzrost ilosci prywatnego kapitatu rzeczowego
zmniejsza ilo$¢ publicznego kapitalu rzeczowego dostepnego dla kaz-
dego producenta.

Zaktadamy neoklasyczna funkcje produkeji (5.1), zaproponowana
przez Bajo-Rubio (2000), w ktérej dla uproszezenia uwzglednimy tylko
prywatny kapital rzeczowy K i publiczny kapital rzeczowy G. Funkcja
produkeji ma nastepujaca forme (Krawiec, 2005, 2006)

B
Vi) = K lonor |50 57)

gdzie 0 < f < a < 1 oraz Y oznacza produkt, K prywatny kapitat
rzeczowy, GG publiczny kapital rzeczowy, L prace i A wiedze.
Akumulacja prywatnego kapitatu rzeczowego zalezy od oszczed-
nosci gospodarstw domowych. Oszczedzana jest stata cze$¢ dochodu
rozporzadzalnego, dochodu pomniejszonego o podatek 7. Wtedy réw-
nanie na akumulacje prywatnego kapitatu rzeczowego ma postac

K(t) = s[Y(t) — T(t)] — 6K (1), (5.8)

gdzie s € (0, 1) jest stala stopa oszczednosci i § jest stopa deprecjacji
prywatnego kapitatu rzeczowego.

Zalézmy, ze catos¢ przychodéw podatkowych T jest przeznaczona
na inwestycje w publiczny kapitat rzeczowy G. Wielkos$¢ tych wydat-
kow jest réwna inwestycjom brutto. Inwestycje brutto mozemy zapisac
jako sume inwestycji netto (przyrost zasobu publicznego kapitatu rze-
czowego) 1 inwestycji odtworzeniowych

T(t) = G(t) + 0G(2), (5.9)
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gdzie ¢ jest stopa deprecjacji publicznego kapitatlu rzeczowego, taka
samg jak stopa deprecjacji prywatnego kapitatu rzeczowego. Podsta-
wiajac (5.9) do (5.8), dostajemy
K(t) =s[Y(t) — G(t) —0G(t)] — K (). (5.10)
Przyjmujemy, ze praca L i wiedza A zmieniajg sie ze stalymi sto-
pami wzrostu n i a

L(t) = nL, (5.11)
A(t) = aA. (5.12)

Przyjmijmy, ze wielko$¢ przychodéw podatkowych, a tym samym
wydatkow inwestycyjnych na publiczny kapitat rzeczowy jest ustalona
tak, by zapewni¢ statyg wielko$¢ publicznego kapitatu rzeczowego na
jednostke pracy efektywnej. Poniewaz naktady pracy efektywnej AL
rosng ze stala stopa n + a, dlatego z taks sama stopa musi rosnac
zasob rzeczowego kapitatu publicznego. To zatozenie ma postac

G(t) = (n+ a)G(t). (5.13)

Zapiszmy teraz réwnanie (5.8) w zmiennych na jednostke pra-
cy efektywnej AL. Te nowe zmienne zdefiniowane sg nastepujaco:
k = K/AL i g = G/AL. Przyrost publicznego kapitatu rzeczowego
na jednostke pracy efektywnej wynosi

d G GAL-G(AL+ AL)
I=@AL ~ (AL)

=(a+n)g—(a+n)g=0. (5.14)

Dzieki zatozeniu (5.13) zaséb publicznego kapitatu rzeczowego na jed-
nostke pracy efektywnej g jest staty. Jest to kluczowa wlasnosé, dzieki
ktorej otrzymujemy bardzo prosty model wzrostu z prywatnym kapita-
tem rzeczowym na jednostke pracy efektywnej k£ jako jedyna zmienng

k(t) = s¢°k(t)*P — (n+ a+ 0)k(t) — s(n + a + 0)g. (5.15)
Dla przejrzystosci prezentacji zdefiniujmy nowsg statg
D=n+a+9 (5.16)
i wtedy réwnanie (5.15) przyjmie postaé

k(t) = s¢°k(t)*® — Dk(t) — sDg. (5.17)
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Przyréwnujac prawa strone réwnania (5.17) do zera, otrzymujemy
sg°k(t)*™P = Dk(t) + sDg. (5.18)

Zaréwno lewa, jak i prawa strona réwnania (5.18) sa monotonicznie ro-
sngcymi funkcjami prywatnego kapitatu rzeczowego na jednostke pra-
cy efektywnej k. W zaleznosci od ilosci prywatnego i publicznego kapi-
talu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej mamy trzy przypadki:
moga istnie¢ dwa rozwigzania, jedno rozwigzanie lub zero rozwigzan.
Graficzne rozwigzanie zostato przedstawione na rysunku 5.1.
Zatozmy, ze przecietny okres realizacji inwestycji wynosi . Dla
uproszczenia przyjmiemy, ze odnosi sie to zaréwno do wytworzenia
rzeczowego kapitatu prywatnego K, jak i publicznego G. Inwestycje
oddane do uzytku w chwili ¢ zostaly rozpoczete w chwili ¢t — ¢ i zaleza
od poziomu dochodu Y w tej samej chwili, czyli od funkcji produkcji

18
Y(t— ) = Kt — 9)[A(t — 9)L(t — 9)]* [M] . (5.19)

a rOwnanie akumulacji prywatnego kapitatu rzeczowego ma postac
K(t) =s[Y(t—9) —T(t —9)] — 0K(t), (5.20)

gdzie inwestycje brutto to zaoszczedzona czesé rozporzadzalnego do-
chodu (Y —T) w chwili t — 9. Ze wzgledu na to, ze realizacja inwesty-
cji wymaga czasu ¢, inwestycje zakonczone w chwili ¢ sg finansowane
ze $rodkéw dostepnych w chwili rozpoczecia inwestycji t — . Wiel-
kos¢ podatkow w chwili ¢ — 9 jest réwna inwestycjom brutto oddanym
w chwili ¢

T(t —0) = G(t) + 6G(t). (5.21)

Wprowadzamy nowe zmienne na jednostke pracy efektywnej y =
Y/AL, k = K/AL i g = G/AL. Stopa wzrostu publicznego kapitatu
rzeczowego wynosi n + a (5.13) i dlatego zaséb publicznego kapitatu
rzeczowego na jednostke pracy efektywnej g jest staly. Przy powyz-
szych zalozeniach réwnanie akumulacji prywatnego kapitatu rzeczo-
wego na jednostke pracy efektywnej ma postac

k(t) = sEg°k(t — 9)*° — Dk(t) — sDyg, (5.22)
gdzie dla przejrzystosci zostaly wprowadzone state

E = e~ (nta)?, D=n+a+d, (5.23)
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Dk + sDg
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Rysunek 5.1. Graficzne rozwiazania modelu z kapitalem rzeczowym pu-

blicznym kj. Dla stalych wartosci parametrow o, 8, s, D = n+a +9

otrzymano trzy wykresy dla réznych wartoéci publicznego kapitatu rzeczo-

wego g. Dla najmniejszej warto$ci g mamy dwa rozwiazania (gérny wykres),

dla najwiekszej wartosci g model nie ma rozwiazania, dla pewnej wartoéci g
istnieje tylko jedno rozwiazanie (rysunek srodkowy).
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a funkcja poczatkowa ¢(t) jest zadana przez
k(t)=¢(t) dla te[-9,0]. (5.24)

W celu analizy wlasno$ci modelu (5.22) przeprowadzmy analize
lokalnej stabilnosci. Zacznijmy od znalezienia punktu krytycznego k*
réwnania (5.22), takiego ze k= 0. W punkcie krytycznym réwnania
rézniczkowego z opdznionym argumentem k(t) = k(t — ) i wtedy

sEq¢’(k*)*~? = Dk* + sDg. (5.25)

Nastepnie linearyzujemy prawa strone réwnania (5.22) w punkcie
krytycznym k*. Wtedy otrzymamy

k(t) = sEg® (o — B)(K*)* P~ (k — k*)(t — 9) — D(k — k*)(t). (5.26)

Roéwnanie to opisuje zachowanie uktadu w otoczeniu stanu stacjonar-
nego.

Po wprowadzeniu nowej zmiennej z(t) = (k — k*)(t) punkt kry-
tyczny zostaje przesuniety do poczatku uktadu wspétrzednych i wtedy
réwnanie (5.26) mozna przepisa¢ w nastepujacej formie

i(t) = sEg°(a — B)(k*)* 7 12(t — ) — Dz(1). (5.27)

W celu stwierdzenia, czy istnieja rozwiazania cykliczne, rozwazmy
rownanie charakterystyczne modelu (5.27), ktére otrzymamy przez
podstawienie rozwiazania z(t) = e do réwnania (5.27). Réwnanie
charakterystyczne, ktorego rozwigzaniami sa wartosci wlasne A\, ma
postac

A—Ce™+ D=0, (5.28)

gdzie C = sEg’ (o — B)(K*)* P11 D =n+a+94.

Istnieje wiele mechanizméw, ktore prowadzg do cyklicznego zacho-
wania w ukladach dynamicznych. Wsrdéd nich mechanizmy bifurka-
cyjne odgrywaja specjalng role. Jednym z nich jest bifurkacja Hopfa,
opisana przez twierdzenie Poincarégo-Andronova-Hopfa (PAH), ktére
okresla warunki konieczne, by otrzymac rozwigzanie okresowe poprzez
bifurkacje do cyklu granicznego. Mechanizm ten wystepuje rowniez
dla uktadow opisanych réwnaniami rézniczkowymi z opdznionym ar-
gumentem.



5.2. Model ze stalg stopg wzrostu publicznego kapitatu rzeczowego 107

Udowodnijmy istnienie endogenicznych cykli w réwnaniu (5.27),
korzystajac z uogdlnionego twierdzenia PAH do przypadku funkcjo-
nalnych réownan rézniczkowych.

Pierwszym krokiem jest znalezienie wartosci parametru opdznienia
¥ = vht, dla ktorej nastepuje bifurkacja. W tym celu wystarczy wy-
kaza¢ istnienie tylko jednej pary zespolonych sprzezonych rozwigzan
réwnania (5.28) (A, A).

Dla zespolonych wartosci wlasnych A = £ + iw, stosujac formute
Eulera i rozkladajac rownanie charakterystyczne (5.28) na czesé rze-
czywista 1 urojong, otrzymujemy

£ —Ce* coswi) + D =0, (5.29a)
w+ Ce ' sinwdd = 0. (5.29b)

Dla uproszczenia dalszych rozwazan zauwazmy, ze uktad réwnan (5.29)
posiada symetrie odbicia wzgledem zmiany w — —w; wtedy zaréwno
A =&+ iw, jak i A = € — iw sg rozwigzaniami uktadu (5.29). Dlatego
tez bez utraty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze w > 0.

Cykle Hopfa pojawiaja sie, gdy para pierwiastkow uktadu réw-
nan (5.29) jest czysto urojona, tzn. £ = 0. Wtedy uktad réwnan (5.29)
redukuje sie do nastepujacej postaci

—Ccoswd — D =0, (5.30a)
w~+ Csinwd = 0. (5.30b)

Podnoszac do kwadratu réwnanie (5.30a) i réwnanie (5.30b), oraz do-
dajac je stronami, otrzymujemy

w?=C?— D? (5.31)

1 ostatecznie

whif = VC? — D2 (5.32)

Wartosé rzeczywista urojonej czesci wartosci wlasnej wyie, a tym sa-
mym para zespolonych sprzezonych warto$ci wtasnych istnieja, gdy
spetniony jest warunek C? > D?. Jesli jest odwrotnie, jest to warunek
wystarczajacy nieistnienia rozwigzan cyklicznych.

Poniewaz state C'i D sg dodatnie, stad warunkiem wystarczajacym
istnienia rzeczywistej wartosci wyir jest, by C' > D. Po przeksztalce-
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niach algebraicznych otrzymujemy, ze ten warunek jest spetniony, gdy
wartos¢ k* w punkcie krytycznym jest ograniczona z gory

(a — B)sg
l—a+p

jezeli podstawimy wartosci a = 0,3, 3 =0,11s=0,2.
Wtedy wartosé bifurkacyjna parametru opdznienia wynosi

k< < 0,059, (5.33)

Dpig = arctg <wbif> . (5.34)

Whif D

Nastepnie sprawdzamy warunek transwersalnosci. W tym celu réz-
niczkujemy rownanie charakterystyczne (5.28) po parametrze opdznie-
nia 5 5

A A
=+ CeM |9+ M| =0. 5.35
00 (537 555

Wykorzystujac ponownie rownanie charakterystyczne, podstawia-
my za Ce Y’ wyrazenie A\ + D i otrzymujemy

ox (A+D)A

8 1+(\+D)W (5:36)

Dla czysto urojonej wartosci wtasnej A = iw bierzemy czes¢ rzeczywi-
sta tej pochodne;j

O\ w?
Re | = 0. 5.37
©00|,_, " L+ DAP+ (Wi~ (5:37)

W ten sposob zakonczyliSmy dowdd istnienia cykli granicznych w mo-
delu wzrostu z kapitalem rzeczowym publicznym i opdznieniem inwe-
stycyjnym.

Widzimy, ze cykle wystapia w tym modelu i maja one charakter
cykli granicznych powstatych z bifurkacji Hopfa, jesli publiczny kapi-
tat rzeczowy bedzie dominowat nad kapitatem rzeczowym prywatnym
w stanie stacjonarnym. Gdy warunek C' > D nie bedzie spetniony,
nie beda istnie¢ zespolone wartosci wtasne, a warto$ci wlasne beda
rzeczywiste. Na zakonczenie analizy tego modelu zajmijmy sie tym
przypadkiem. Rownanie charakterystyczne ma postaé

A=Ce™+ D=0, ANcR (5.38)



5.83. Model ze stalg stopg podatkowq 109

Aby znalezé rozwiazanie graficzne réwnania (5.38), zapiszmy je w na-
stepujacej postaci

Ce™ =X+ D. (5.39)
Rozwiazaniem beda punkty przecigcia wykresow funkeji po lewej i pra-
wej stronie réwnosci (5.39). Poniewaz C' jest dodatnie, bedzie istnieé
pojedyncze rozwigzanie rzeczywiste. Gdy D < C istnieje rozwigzanie
dla dodatniej wartosci wtasnej i wowczas stan stacjonarny jest niesta-
bilny. Dla C' < D istnieje rozwigzanie dla ujemnej wartosci wtasnej
i wowczas stan stacjonarny jest stabilny. Widzimy, ze gdy

(a—B)sg
l—a+ 3
wowcezas stan stacjonarny jest stabilny. Dla przyktadowych wartosci
parametrow o = 0,3, f = 0,11 s = 0,2 otrzymujemy warunek istnienia
stanu stacjonarnego w modelu wzrostu gospodarczego ze stala stopa

wzrostu publicznego kapitatu rzeczowego i opdznieniem inwestycyij-
nym (5.15)

k* > (5.40)

k* > 0,05g. (5.41)

W modelu (5.22) zostanie wiec osiagniety stabilny stan stacjonarny,
gdy zaséb prywatnego kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efek-
tywnej bedzie wiekszy niz 0,05 zasobu publicznego kapitatu rzeczowe-

go.

5.3. Model ze stalg stopg podatkowq

W tym podrozdziale zostanie przedstawiony model z publicznym
kapitalem rzeczowym, w ktérym stopa podatkowa bedzie stata. W go-
spodarce korzystamy z dwoch rodzajow kapitatu rzeczowego, prywat-
nego i publicznego, oraz pracy i wiedzy. Przyjmujemy, ze funkcja pro-
dukcji ma posta¢ Cobba-Douglasa

Y = K“(AL)'™ (g)ﬁ (5.42)

gdzie K jest oznaczeniem prywatnego kapitatu rzeczowego, G' pu-
blicznego kapitatu rzeczowego, A wiedza i L praca. Jesli wprowadzi-
my zmienne na jednostke efektywnej pracy y = Y/AL, k = K/AL,
g = G/AL, to funkcja produkeji bedzie miata postaé

y =k Pgl. (5.43)
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Roéwnania na akumulacje prywatnego i publicznego kapitalu rzeczo-
wego maja postac

K(t) =s(1—=71)Y(t) — K (t), (5.44a)

G(t) = 7Y (t) — 6G(t), (5.44b)
gdzie T oznacza stope podatku dochodowego, a ¢ to stopa deprecjacji
rzeczowego kapitalu prywatnego i publicznego.

Jesli zalozymy, ze wiedza 1 praca rosna wyktadniczo ze statymi
stopami a i g, tzn. A = aA i L = nL, to rownania na akumulacje
kapitalu rzeczowego w zmiennych na jednostke pracy efektywnej maja
postac

k(t) = 5(1 — 1)k P(t)g°(t) — Dk(t) (5.45a)
g(t) = TP (t)g"(t) — Dy(t), (5.45b)
gdzie dla uproszczenia zapisu przyjmujemy D =n + a + 0.

W modelu (5.45) istnieja dwa punkty krytyczne. Pierwszy z nich
k(t) =01 g(t) = 0 jest nieistotny z ekonomicznego punktu widzenia,
z kolei drugi okresla stan stacjonarny

e =

1—a+p8

Stosunek prywatnego kapitatu rzeczowego do publicznego kapitatu rze-
czowego w stanie stacjonarnym wynosi

k* s(1—1)
g
Z réwnania (5.43) wynika, ze poziom produkeji na jednostke pracy
efektywnej w stanie stacjonarnym wynosi
g\’
y = (k") (k) . (5.48)
Charakter tego punktu krytycznego okreslimy, analizujac macierz

linearyzacji uktadu réwnan (5.45) w punkcie (k*, g*)

_[(@-p-1D “ZpD
M ‘[;(a—ﬁ)D (ﬁ—l)D]' (549)

(5.47)
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Rysunek 5.2. Portret fazowy dla modelu wzrostu z kapitatem rzeczowym
publicznym (5.45).

Roéwnanie charakterystyczne ma postac
A — (tr M)A\ + det M = 0. (5.50)
Wyréznik rownania charakterystycznego wynosi
A = (tr M)* — 4det M = afa + 2)D? (5.51)

i jest on zawsze dodatni ze wzgledu na zalozenie 0 < f < o < 1. Z tego
samego zalozenia wynika, ze §lad jest zawsze ujemny i wyznacznik
dodatni

tr M = (o —2)D < 0, (5.52)
det M = (1 —a)D?* > 0. (5.53)

Wyznacznik macierzy linearyzacji jest dodatni, co oznacza, ze punkt
krytyczny jest weztem, ktory jest stabilny, poniewaz slad wyznacznika
jest ujemny. Rozwigzanie to jest pokazane na rysunku 5.2.

Wielkosé zasobu prywatnego i publicznego kapitatu rzeczowego na
jednostke pracy efektywnej oraz produkecji na jednostke pracy efek-
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tywnej w stanie stacjonarnym zalezy od stopy podatkowej 7. Jej opty-
malng wielko$¢ otrzymamy, rézniczkujac (5.46) i (5.43) wzgledem pa-
rametru 7T

ok*

or =0 = Topt,k = ﬁ7 (554)
9a*

agT =0 — Topt,g = l—a+ 5a (555)
oy* 5

or =0 — Topt,y = a (556)

W zaleznosci od wielkosci, ktora optymalizujemy, optymalne stopy
podatkowe sg rézne. Gdy maksymalizujemy zasoéb prywatnego kapita-
hu rzeczowego w gospodarce, stopa podatkowa jest najnizsza. Wyzsza
stopa podatkowa musi by¢ wybrana, gdy maksymalizujemy wielkos¢
produkcji i tym samym konsumpcji. W przypadku gdy rzad chciatby
maksymalizowaé¢ wielko$¢ publicznego kapitatu rzeczowego, stopa po-
datkowa jest najwyzsza. Zbyt wysoka stopa podatkowa (wicksza niz
B/a) i zbyt duzy zaséb publicznego kapitatu rzeczowego prowadza do
nizszej konsumpcji w gospodarce znajdujacej si¢ w stanie stacjonar-
nym.

W rozwazanym do tej pory modelu zaktadalismy, ze inwestycje sa
realizowane natychmiastowo. Zmodyfikujmy model i przyjmijmy, ze
realizacja inwestycji kapitatowych, tak w przypadku kapitatu rzeczo-
wego prywatnego, jak i publicznego, wymaga czasu. Dla uproszczenia
zatozmy, ze budowa prywatnego i publicznego kapitalu rzeczowego
wymaga tego samego okresu 9.

Roéwnania na akumulacje kapitatu rzeczowego prywatnego i pu-
blicznego maja postaé

K(t) = s(1— )Y (t —9) — 5K (1), (5.57a)
G(t) = 7Y (t —0) — 6G(t), (5.57b)

gdzie T oznacza stope podatku dochodowego, d stope deprecjacji rze-
czowego kapitatu prywatnego i publicznego oraz t —1) czas rozpoczecia
inwestycji kapitatlowych. Parametr ¢ jest $rednim czasem realizacji in-
westycji w gospodarce.

Podobnie jak poprzednio, zaktadamy, ze funkcja produkcji jest da-
na réwnaniem (5.42), a wiedza A i praca L rosna ze stalymi stopami
wzrostu odpowiednio a i n. Wprowadzmy nowe zmienne na jednostke
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pracy efektywnej AL, k = K/AL i g = G/AL, wtedy uktad réw-
nan (5.57) przyjmuje postaé
k(t) = Es(1 — 1)k Pt —9)g°(t — ) — Dk(t), (5.584a)
g(t) = BTk P(t —9)g°(t — ) — Dg(t), (5.58b)
gdzie dla uproszczenia zapisu przyjmujemy
E=e ™ D—nia+d (5.59)

Punkty krytyczne nie sg identyczne jak w przypadku modelu bez
opdznienia. Oprécz trywialnego rozwiazania, gdy w gospodarce nie ma
ani kapitatu rzeczowego prywatnego, ani publicznego ki =01 g = 0,
istnieje drugie rozwiazanie (indeks ,2” opuszczamy)

o — [Es(l —T)]l_a L( T ]1_&, (5.60a)

D 1—71)
g = [ES“D— T)l h L(lT_ 7.)1 - . (5.60Db)

Rozwiazanie to opisuje stan stacjonarny, w ktérym zaréwno zasoby
rzeczowego kapitatu prywatnego, jak i rzeczowego kapitatu publiczne-
go na jednostke pracy efektywnej sg state. Zbadajmy, jaki charakter
ma dynamika modelu w otoczeniu stanu stacjonarnego. W tym celu
skorzystamy z metody wyznaczania macierzy linearyzacji przedstawio-
nej w pracy Bambiego i Licandro (2004). Najpierw wprowadzmy nowe
zmienne x i y, takie ze

k=e", g=¢". (5.61)

Wtedy uktad rownan modelu (5.58) przyjmie postaé
i(t) = Bs(1 — 7)eloPet=0)=2OF0y(t=9) _ p (5.62a)
y(t) = Erela=Bzt=9)+8y(t=0)—y(t) _ (5.62D)

W stanie stacjonarnym nowe zmienne x i y majg warto$é

ot = 1ialn <E8<1D_7)>+lfaln <S(1T_T)>, (5.63a)

-t = () o
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Macierz linearyzacji uktadu (5.62) w punkcie krytycznym (5.63) otrzy-
mujemy, rézniczkujac rownania uktadu (5.58). W tym celu, aby zréz-
niczkowaé zmienng x w chwili ¢ — ¥ wzgledem tej samej zmiennej
w chwili ¢, korzystamy z przyblizenia z(t — ) = =9 i 2(t) = M

w punkcie krytycznym. Dla uproszczenia oznaczmy S = s(1 — 1),
wtedy
O0i(t) Ox(t — ) BV (t—) | e — _
— ES 3y 2N | ple=B)a(t=0)lex —o(t)|ox +By(t—0)]y
Dx(t) [(O‘ 9 = u I
aeA(t—ﬁ) B B B B
— ES [(a —f) G|~ 11 (@ B)z(t=0) ox —2(t) | +By (t—0)] =
= ES[(a— B =1k )* (k") (g")’
_E -1 0
- #sla -9 -1 [ T][{]
= [(a— B)e™™ —1]D. (5.64)
9i(t) _ B dy(t — ) (= B)E(t—0) |2 —(t) e +By(t— )
ay(1) o) |,
A(t—1)
= ESpB 8636” (@ Bz (t=0)[ox —2(t)|ox +By (t—0) =
= ESBe (k) (k) (g")”
ES1trr10
_ - | &2 T
= B5be [ D } {S]
= Be ™ D. (5.65)

%) _ poio— gy P2 @t —a(Olur +84(1-0)

0z (t) ox(t) |,.
A(t—0)
_ ES(a—8) aea || e el
= ES(a = B)e (k)P (k) ! (g")
1 0

= (a— B)e™D. (5.66)
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0y(t) Jy(t — ) _ _
I _ po|g PNV ] pl@=B)a(t=)|ps—a(®)]ox+By(t—0)]y-
0 O )

=FES lﬁ 8?(;19 1] e ox —2(t) | +BY(t=0)| =

— ES(ﬁ - *)a )

ES
f)a? et o
= 55 (5 { 5| [ }
= (Be™ —1)D (5.67)

Macierz linearyzacji ma postac

_ | (= Ble=* —1]D BeMD
M = [ (@ — B)e ™D (Be™> —1)D ] : (5.68)

Roéwnanie charakterystyczne
h(A\) = A — (tr M)A +det M =0 (5.69)
jest w tym przypadku réwnaniem transcendentnym
M4 Cre™N+ Cod+ Cse™ +C, =0, (5.70)

gdzie dla uproszczenia zapisu wprowadziliSmy oznaczenia

Cy =—aD <0, (5.71)
Cy =2D >0, (5.72)
C3 = —aD? <0, (5.73)
Cy=D?>0. (5.74)

Zatézmy, ze wartosci wlasne rownania charakterystycznego (5.70) sa
zespolone A = £ + iw. Nastepnie rozpisujemy to réwnanie charaktery-
styczne na czesé rzeczywista i urojona
€2 — W + Cre ¢ cos(wid) + Cre P wsin(wd)
+Co€ 4 Cse™* cos(wrd) + Cy = 0, (5.75a)
26w + Cre™*wcos(wr) — Cre V¢ sin(wy)
+Cyw — Cze " sin(wd)) = 0. (5.75b)



116 Rozdzial 5. Opdznienie inwestycyjne © publiczny kapital rzeczowy
Podstawiajac & = 0, otrzymujemy

—w? 4+ Crwsinwd + Cs coswi) + Oy = 0, (5.76a)
Ciw cosw? + Cow — Cysinw) = 0. (5.76Db)

Uktad réwnan (5.76) zapisujemy w nastepujacy sposob

Ciwsinwd + Cs coswt) = w? — Cy, (5.77a)
Ciw coswt) — Cssinwi = —Chw, (5.77Db)

nastepnie kazde z réwnan podnosimy do kwadratu, dodajemy stronami
i otrzymujemy réwnanie

w4 (—CE +C3 - 20)* — C2+CF =0. (5.78)

Réwnanie (5.78) jest wielomianem czwartego stopnia i szukamy jego
rzeczywistych rozwiazan. Jak tatwo sprawdzi¢, zalozone wartosci pa-
rametréw modelu nie dopuszczajg takiego rozwigzania. Niech z = w?,

wtedy réwnanie (5.78) ma postacé
P24 (—=C?+ 02 —2Cy)z— C2 +C2=0. (5.79)

Dostajemy nastepujaca formute na pierwiastki tego rownania
1
219 = 5[(a —2)D* 4+ o’ D?). (5.80)

Zatozenie o funkcji produkcji stanowi, ze 0 < o < 1, stad pierwiastki
z19 < 0 1 rozwiazania w = +/z sa zespolone. Nie zostalo spelnione
zalozenie twierdzenia o bifurkacji Hopfa, ze istnieja czysto urojone
wartosci wlasne réwnania charakterystycznego i dlatego nie wystepuja
w modelu rozwigzania okresowe.

Pozostaje sprawdzi¢ istnienie rozwiazan rzeczywistych dla réwna-
nia charakterystycznego (5.70)

M4+ Ce A+ 0N+ Cse™+ 0, =0, NeR. (5.81)

Po pierwsze zauwazamy, ze A = 0 jest szczegdlnym rozwiazaniem te-
go réwnania, gdy C3 = —Cy, czyli a + § = 1. Taki przypadek jest
wykluczony, poniewaz o + # < 1 z zalozenia natozonego na funkcje
produkcji, ktora charakteryzuje si¢ malejacymi przychodami skali.
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Przypomnijmy, ze cztery parametry C; sa wyrazone przez state a,
81D =n+a+9d < 1. Oznacza to, ze state Cs3 i C4 zalezne kwadratu D
sg mala poprawka w poroéwnaniu z czlonami zwigzanymi ze statymi
Cy i Oy zaleznymi liniowo od D. Dlatego w analizie rzeczywistych
wartos$ci wlasnych pominiemy w rownaniu charakterystycznym cztony
zwigzane z parametrami C5 i C4. Ostatecznie uzyskujemy réwnanie
charakterystyczne o postaci

N4 Ce AN+ CA=0, NeR, (5.82)

czyli
A+ Cre ™+ G = 0. (5.83)

Wychodzac od réwnania (5.83), mozemy w prosty sposob przedstawié
kryteria dopuszczalnosci rozwigzan rzeczywistych. Tak jak wczesniej
przeprowadzimy analize graficzng. Na tym samym wykresie umiescimy
wykresy funkcji stojacych po lewej i prawej stronie rownosci, poniewaz
Cl <0

‘Cl|ei/\ﬁ =9+ CQ, CQ > 0. (584)
Nalezy odrézni¢ dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy C jest wigk-
sze lub mniejsze od |Cy|. W pierwszym przypadku, gdy Cy < |C}],
istnieje pojedyncza dodatnia warto$¢ wlasna. W drugim przypadku,
gdy Cy > |C}], bedzie istnie¢ pojedyncza ujemna warto$é whasna, co
oznacza, ze stan stacjonarny jest stabilny.

Podsumowujac, gdy spetniony jest warunek

a+ (<2, (5.85)

to osiggany stan stacjonarny jest stabilny, czyli przy naszych zatoze-
niach odnognie do funkcji produkeji i przyjetego przyblizenia D? < 1
stan stacjonarny jest zawsze stabilny.

Portret fazowy dla rozwazanego modelu jest przedstawiony na ry-
sunku 5.3. Funkcje poczatkowe byty state, co wptywa najbardziej na
trajektorie catkowana w przedziale czasu (0,1); z uptywem czasu funk-
cje poczatkowe maja coraz mniejszy wplyw na przebieg trajektorii
i ostatecznie nie maja wplywu na stan stacjonarny.

5.4. Podsumowanie

W tym rozdziale analizowaliémy modele wzrostu gospodarczego
z prywatnym i publicznym rzeczowym kapitatem publicznym. Rozr6z-
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Rysunek 5.3. Portret fazowy dla modelu (5.58). Pokazano kilka przyklado-

wych trajektorii dazacych do stabilnego wezta. Przyjeto nastepujace war-

tosci parametréw s =0,2; 71 =02, « =03, 6=0,1,D=n+a+ 6§ =0,1
i opdznienie ¥ = 2. Funkcje poczatkowe byty state.

nienie miedzy prywatnym i publicznym kapitatem rzeczowym pozwoli-
to na uwzglednienie w modelu polityki fiskalnej. Polega ona na tym, ze
srodki uzyskane z podatkéw sa w calosci przeznaczone na finansowanie
inwestycji, ktore powiekszaja zaséb publicznego kapitatu rzeczowego.
Badatem dwa modele wzrostu gospodarczego z publicznym kapitatem
rzeczowym. Pierwszym byt model ze stala stopg wzrostu publicznego
kapitatu rzeczowego, a drugim model ze statg stopa podatkowa.

W modelu wzrostu gospodarczego ze stala stopa wzrostu publicz-
nego kapitatu rzeczowego (5.22) zaséb publicznego kapitatu rzeczo-
wego na jednostke pracy efektywnej jest staty. W modelu tym moze
wystapi¢ stan stacjonarny lub rozwigzanie cykliczne. Stabilny stan
stacjonarny zostanie osiggniety, gdy zasob prywatnego kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy efektywnej bedzie znaczaco wiekszy niz
zasob publicznego kapitatu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej.

W modelu wzrostu ze stata stopa podatkowa zostaly obliczone
optymalne stopy podatkowe maksymalizujace zaséb prywatnego ka-
pitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej, zasoéb publicznego
kapitalu rzeczowego na jednostke pracy efektywnej i strumien produk-
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tu na jednostke pracy efektywnej w stanie stacjonarnym. W modelu
osiggany jest tylko stan stacjonarny. Rozwigzanie cykliczne nie istnie-
je pomimo uwzglednienia op6znienia inwestycyjnego w produkcji dobr
kapitatowych.






Z.akonczenie

W niniejszej pracy pokazatem wplyw opdznienia inwestycyjnego
na dynamike kilku modeli cyklu koniunkturalnego i modeli wzrostu
gospodarczego. Modele te sg opisane cigglymi réwnaniami réznicz-
kowymi z op6znionym argumentem. Uwzglednienie opdznienia inwe-
stycyjnego prowadzi do rozwigzan modeli ekonomicznych, ktoére al-
bo ilosciowo, albo jakosciowo rozniag sie od ich odpowiednikow bez
opdznienia. Obok rozwigzan typu stanu stacjonarnego pojawiaja sie
rozwiazania cykliczne.

Tinbergen i Kalecki, wykorzystujac teori¢ rownan rézniczkowych
z opOznionym argumentem, stworzyli pierwsze matematyczne modele
cyklu koniunkturalnego, w ktérych uwzglednili opdznienie zwigzane
z procesem inwestycyjnym. Pokazali oni, ze opdznienie inwestycyjne
jest czynnikiem odpowiedzialnym za wystepowanie cyklicznych wahan
w gospodarce. Cykle te majg endogeniczny charakter. Wiele zjawisk
ekonomicznych, w ktérych wystepuja roznego typu opdznienia, podda-
ja sie tego typu opisowi. Modele Tinbergena i Kaleckiego byty liniowy-
mi modelami cykli koniunkturalnych i od ich omdéwienia rozpoczatem
analize opdZnienia inwestycyjnego.

Gléownym zadaniem pracy bylo zbadanie wplywu opdznienia in-
westycyjnego na dtugookresowa réownowage w modelach wzrostu go-
spodarczego na przyktadzie wybranych modeli. W tym celu przed-
stawitem model wzrostu (Krawiec, 2003) bedacy modyfikacja mode-
lu cyklu koniunkturalnego Kaldora-Kaleckiego (Krawiec i Szydtowski,
1998, 1999). Pokazatem, ze w modelu wystepuja cykliczne rozwigzania
(cykle wzrostu) powstate w wyniku bifurkacji Hopfa.

Nastepnie zbadatem trzy wersje modelu Solowa z opdzZnieniem.
W modelach tych wielko$¢ opdznienia ma wptyw na wartosci zmien-
nych modelu w stanie stacjonarnym. Pokazatem tez, ze wystapienie
cyklicznych rozwiazan w modelu Solowa z op6Znieniem inwestycyjnym
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jest zalezne od tego, czy deprecjacja kapitatu rzeczowego ma miejsce
w chwili rozpoczecia inwestycji czy w chwili zakonczenia inwestycji.
Rozwazytem tez modele, w ktorych wiedza ma charakter endogenicz-
ny (model AK i model Mankiwa-Romera-Weila), oraz model Ram-
seya-Cassa-Koopmansa z optymalna konsumpcja.

Model Ramseya-Cassa-Koopmansa z op6znieniem inwestycyjnym
rozni sie od pozostatych modeli przedstawionych w pracy, poniewaz
jest opisany przez uklad rownan rézniczkowych z opdznionym i wy-
przedzonym argumentem. Rozwiazanie problemu optymalnej konsump-
¢ji w tym modelu prowadzi do pojawienia sie réwnania rézniczkowe-
go z wyprzedzonym argumentem. Przyrost konsumpcji na jednostke
pracy efektywnej reprezentatywnego gospodarstwa domowego zalezy
od jego przysztej konsumpcji na jednostke pracy efektywnej. Istotna
kwestia jest interpretacja ekonomiczna wyprzedzenia w réwnaniach
rozniczkowych z wyprzedzonym argumentem. W przypadku mode-
lu Ramseya-Cassa-Koopmansa z op6znieniem inwestycyjnym mozemy
méwié o oczekiwanej konsumpcji. Analiza uktadéw réwnan z op6znio-
nym i wyprzedzonym argumentem jest bardzo trudna, poniewaz bra-
kuje odpowiednich narzedzi matematycznych. Niemniej jednak wyda-
je sie, ze réwnania z opéznionym i wyprzedzonym argumentem moga
by¢ interesujacym narzedziem do modelowania uktadéw ekonomicz-
nych, jednakze w obecnej chwili jest to stabo poznany obszar metod
matematycznych ekonomii.

Ostatnia czes¢ pracy poswiecona jest modelom, w ktoérych obok
kapitatu rzeczowego prywatnego w produkeji wykorzystywany jest ka-
pital rzeczowy publiczny. Wprowadzenie publicznego kapitatu rzeczo-
wego jako dodatkowego czynnika wytworczego pozwolito na prosta
analize polityki gospodarczej (dochody z podatku byty w catosci prze-
znaczone na inwestycje). Rozwazone zostaly dwa modele: ze stala sto-
pa wzrostu publicznego kapitatu rzeczowego i ze stata stopa podatko-
wa (Krawiec, 2005, 2006). Kapital rzeczowy publiczny charakteryzuje
sie tym, ze w wyniku efektu przepelnienia (congestion) uzytecznosé
publicznego kapitatu rzeczowego maleje wraz ze wzglednym wzrostem
prywatnego kapitalu rzeczowego. W prostszym modelu ze statg sto-
pa wzrostu publicznego kapitatu rzeczowego wystepuja cykliczne roz-
wigzania, z kolei model ze stala stopa podatkowsq nie posiada takich
rozwigzan. Z drugiej strony dynamika modelu ze stalg stopa podatko-
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wa jest bardzo podobna do dynamiki modelu Mankiwa-Romera-Weila
z kapitalem ludzkim.

Opodznienie inwestycyjne jest waznym czynnikiem majacym wptyw
na procesy gospodarcze i w pracy pokazatem, ze nalezy bra¢ je pod
uwage w analizie wzrostu gospodarczego. Chociaz zaniedbanie op6z-
nienia w niektérych przypadkach prowadzi do uproszczenia analizy,
w innych ze wzgledu na odmienne zachowanie dynamiczne modelu
(np. wystepowanie cyklicznych rozwiazan) pojawiajace sie w modelu
po uwzglednieniu opdznienia wskazuje, ze modele z opdznieniem po-
winny stac¢ si¢ wazng czescia teorii ekonomii. W pracy skoncentrowa-
tem sie na uwzglednieniu op6znienia w modelach ekonomicznych cyklu
koniunkturalnego i wzrostu gospodarczego i pokazalem skutecznosé
teorii rownan rézniczkowych z opdznionym argumentem w modelowa-
niu zjawisk ekonomicznych, w ktorych wystepuja opoznienia.

Uzywajac modeli z op6Zznionym argumentem, napotykamy wiele
problemow, najczesciej o charakterze matematycznym. Teoria rownan
rozniczkowych z opdznionym argumentem nie posiada jeszcze takich
narzedzi, jakimi dysponuje teoria rownan rozniczkowych zwyczajnych.
Rozwo6j metod matematycznych, a takze numerycznych z pewnoscia
pozwoli w przysztosci na badanie coraz bardziej ztozonych modeli pro-
cesOw ekonomicznych. Dostepne dzis narzedzia analityczne i nume-
ryczne pozwalajg na analize prostych modeli. Niemniej jednak moz-
liwo$¢ uzyskania ztozonej dynamiki w tak prostych modelach wska-
zuje, ze nalezy wykorzystywa¢ tego typu modele w teorii ekonomii.
Tym bardziej, ze niektére zjawiska (jak rozpatrywane w pracy op6z-
nienie inwestycyjne) w sposéb naturalny moga by¢ modelowane przez
rownania rozniczkowe z odchylonym argumentem. Dzisiaj znamy wta-
snosci jedynie niektérych typéw réwnan z odchylonym argumentem.
W zwigzku tym niewiele wiemy o rozwiazaniach, zachowaniu bardziej
skomplikowanych réwnan z odchylonym argumentem. Jednakze nie
jest to kwestia przekreslajaca tego typu badania, nalezy sie bowiem
spodziewaé, ze rozwoj metod matematycznych pozwoli w przysztosci
na pelng analize bardziej ztozonych modeli proceséw ekonomicznych
z opOznieniem.

Istnieje wiele probleméw ekonomicznych, w ktorych opdznienia
odgrywaja istotng role, a ktore ze wzgledu na swoja ztozonos$é nie
zostaly jeszcze zbadane. Ciekawym tematem przysztych badan moze
by¢ problem dwdch lub wiecej opdznien wystepujacych w modelu eko-
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nomicznym. Nalezy oczekiwaé, ze moze wystapi¢ ztozone zachowanie
cykliczne quasi-periodyczne lub nawet chaotyczne. Sadze, ze rozwdj
metod matematycznych réwnan rézniczkowych z odchylonym argu-
mentem pozwoli w przysztosci na stworzenie nowych ekonomicznych
modeli, w ktérych opdznienia beda odgrywadé istotng role. Analiza
takich modeli sprawi, ze lepiej bedziemy rozumieli nature zjawisk eko-
nomicznych.



Dodatek A

Rownania rozniczkowe

A.1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne

Uktad dynamiczny jest matematyczna reprezentacja (modelem)
dynamiki zjawiska w postaci uktadu rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych

dx’
dt

gdzie F'(x') sa oznaczeniami funkcji posiadajacych ciagle wszystkie
pochodne swojego argumentu (o takich funkcjach méwimy, ze sa gtad-
kie), indeks 7 numeruje liczbe réwnan ukladu. Jezeli funkcje F*(z") nie
zalezg w sposob jawny od czasu t, to taki uktad nazywamy autono-
micznym uktadem dynamicznym. W ekonomicznych zastosowaniach
zmienne x' moga oznaczaé¢ dowolne wielkosci zmieniajace sie w czasie,
np. dochdd narodowy. Wtedy dx’/dt reprezentuja chwilowe szybkosci
zmian tych wielkosci w chwili ¢.

Rozwigzaniem uktadu (A.1) jest n funkcji z'(zo,t), opisujacych
ewolucje w czasie pewnego punktu poczatkowego, zo = (x}, ..., z3),
zwanego warunkiem poczatkowym. Graficznym sposobem prezenta-
cji rozwigzan uktadu (A.1) jest przestrzen fazowa uktadu. Jest to
n-wymiarowa przestrzen, ktorej kazdy z punktow reprezentuje stan
uktadu w ustalonej chwili czasu. Rozwiazania ukladu (A.1) tworza
w przestrzeni fazowej pewne krzywe, ktore nazywamy krzywymi fa-
zowymi uktadu albo trajektoriami fazowymi uktadu. Na rozwigzania
x'(xo,t) mozemy patrze¢ réwniez jak na odwzorowanie ¢ — x%(x, ),
przyporzadkowujace w dowolnej chwili czasu t pozycje punktu poczat-
kowego ¢ po uptywie czasu t na krzywej fazowej. Ten ruch nazywa sie
potokiem fazowym. Z fundamentalnego twierdzenia o istnieniu i jed-

=i'=Fi(z"), i=1,...,n, (A1)
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noznacznosci rozwiazan ukladu (A.1) wynika, ze trajektorie ukladu
dynamicznego nie moga sie przecinac.

Naszym celem jest wyznaczenie wszystkich trajektorii tego ukta-
du dla wszystkich dopuszczalnych warunkéw poczatkowych. W ten
sposob obrazem dynamiki uktadu jest zbior krzywych fazowych two-
rzacych tzw. portret fazowy uktadu.

Rozwigzania uktadu (A.1) sa zdeterminowane wyborem warunkow
poczatkowych zy. W rzeczywistosci warunki te sa nam znane ze skon-
czong doktadnoscia (poniewaz kazdy pomiar jest obarczony bledem),
dlatego korzystamy z analizy jako$ciowej, gdzie pozadana jest jedynie
znajomosé rodziny rozwigzan dla réznych warunkéw poczatkowych.
Innymi stowy, chcemy wiedzie¢, jaki typ dtugookresowego zachowania
reprezentuja trajektorie przechodzace przez dane punkty przestrzeni
fazowej. Informacja ta wydaje sie mie¢ szczegdlne znaczenie w eko-
nomii, gdzie czasami nie tyle chodzi nam o wyznaczenie doktadnych
wartosci z modelu, ile o znalezienie pewnych zaleznosci, tendencji, kie-
runkéw ewolucji.

Wsréd rozwigzan uktadu istniejg tzw. rozwigzania osobliwe, odpo-
wiadajace zerowaniu sie prawych stron uktadu (A.1)

Fi(z')y=0, i=1,...,n. (A.2)

W przestrzeni fazowej rozwigzania te sg reprezentowane przez punkty
krytyczne albo punkty osobliwe. W rzeczywistosci punkty te odpo-
wiadaja potozeniom réwnowagi uktadu. Widzimy wiec, ze jesli uktad
znajdzie sie w punkcie krytycznym, wéwczas nie zmieniaja sie warto-
$ci zmiennych x?, czyli uklad osiggnal stan réwnowagi. Krzywe fazowe
w otoczeniu punktu krytycznego mogg sie zachowywac¢ w rozny sposob
i to bedzie okresla¢ charakter tego punktu. Dla uktadéw dynamicz-
nych na plaszczyznie mozliwa jest pelna klasyfikacja zachowan uktadu
w otoczeniu jego punktow krytycznych. Dzieki temu znamy wszystkie
mozliwe typy zachowan w dwuwymiarowej przestrzeni fazowej.

W dalszej czesci skoncentrujemy szczegdlna uwage wtasnie na ukta-
dach dwuwymiarowych o postaci

de .
prat A P(z,y), (A.3a)
W=y, (A.3b)

dt
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[zokling stycznych pionowych nazywamy zbiér punktéw na ptasz-
czyzmie fazowej, dla ktorych % = P(z,y) = 0. Podobnie definiujemy
izokline stycznych poziomych jako krzywa, wzdtuz ktérej nie zmienia
sie warto$¢ zmiennej y, tzn. % = Q(z,y) = 0. Punkty krytyczne ukla-
du réwnan (A.3) leza na przecieciach izokliny stycznych pionowych
z izokling stycznych poziomych.

W analizie modeli ekonomicznych istotne jest zbadanie stabilnosci
rozwiazan, czyli okreslenie co dzieje si¢ w otoczeniu punktow krytycz-
nych. Z upltywem czasu wartoséci zmiennych (z,y) moga sie oddalaé
od punktu krytycznego badz do niego zbliza¢. Najogodlniej ujmujac,
punkt krytyczny bedzie stabilny, jesli zmienne ukladu (z,y) poczat-
kowo znajdujace sie w jego otoczeniu z uptywem czasu nie beda sie od
niego oddala¢. Istniejg rézne definicje stabilnosci. W praktyce jednak,
z tego powodu, ze istnieje odpowiedni aparat matematyczny, najcze-
Sciej uzywana jest koncepcja asymptotycznej stabilnosci. O stabilnosci
asymptotycznej w sensie Lapunowa méwimy wtedy, gdy z uptywem
czasu wartos$ci zmiennych coraz bardziej zblizaja sie do punktu kry-
tycznego i osiagaja go po nieskonczonym czasie. Punkty krytyczne
uktadu réwnan rézniczkowych reprezentujg jego stany asymptotyczne.

W dowolnie matym otoczeniu niezdegenerowanego punktu krytycz-
nego (o, yo) (punkt krytyczny jest zdegenerowany, jesli przynajmnie;j
jedna z wartosci wlasnych jest réwna zeru) zachowanie nieliniowego
uktadu réwnan rézniczkowych (A.3) jest jakosciowo réwnowazne z za-
chowaniem jego gtéwnej czesci liniowej. Oznacza to, ze uktad réwnan
rézniczkowych (A.3) moze by¢ aproksymowany w otoczeniu punktu
krytycznego (g, yo) przez nastepujacy uktad liniowy

(20, %0) (¥ — v0), (A.4a)

(20, 40) (¥ — ¥o)- (A.4Db)

Typ i stabilnosé punktu krytycznego (zg,yo) sa okreslone przez
wartosci wlasne macierzy linearyzacji uktadu (A.3), ktéra ma postaé

Q(xo ?Jo) Q(l’o ’yo)
M=\, " G A5
%(x&y(]) %(*TanO) ( )
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Tabela A.1. Klasyfikacja punktéow krytycznych dwuwymiarowych ukladow
dynamicznych (A.3).

punkt krytyczny A=p’—4q¢ qg=detM p=—trM
wezel stabilny A>0 q>0 p>0
wezel niestabilny A>0 q>0 p <0
siodto A >0 qg<0 dowolne
ognisko stabilne A <0 q>0 p>0
ognisko niestabilne A <0 qg>0 p<0
centrum A <0 q>0 p=20

Wartosci wlasne macierzy M znajdujemy, rozwiazujac réwnanie
charakterystyczne

det[M —M] =0 < X +p\+q¢=0, (A.6)

gdzie p jest ujemnym $ladem, a ¢ wyznacznikiem macierzy M.

Dla uktadéw dynamicznych na ptaszczyznie mozemy przedstawic
klasyfikacje punktoéw krytycznych w zaleznosci od zachowania trajek-
torii w otoczeniu punktu krytycznego. Okreslony typ zachowania za-
lezy od $ladu i wyznacznika macierzy linearyzacji oraz tego, czy war-
tosci wlasne tej macierzy sa rzeczywiste, czy zespolone. W tabeli A.1
wymienione zostaly warunki istnienia i stabilnosci wszystkich typow
punktéw krytycznych oraz na rysunku A.1 zostaly przedstawione: sta-
bilny wezet, stabilne ognisko, siodto i centrum.

Liniowy uktad réwnan rézniczkowych (A.4) tatwo mozemy rozwia-
za¢ 1 wtedy otrzymamy

r — x9 = Re(CreM! 4 Che™), (A7
Yy — Yo = Re(ClkleM + Cgl{ige)\Qt), (A8

gdzie

ko — )\2 - %%($07yo)
) 2 —
%(170, Yo) %(370, Yo)

- )\1 - %@07%)
1=

sg wspotczynnikami kierunkowymi wyznaczonymi przez wektory wtas-
ne macierzy linearyzacji M. Wspotcezynniki kierunkowe okreslaja nam
kierunki trajektorii wchodzacych (t — o0) i wychodzacych (¢ — —o0)
z punktow krytycznych.
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hid

Rysunek A.1. Portrety fazowe punktéw krytycznych uktadu dynamicznego
na plaszczyznie: stabilny wezel, stabilne ognisko, siodto i centrum.

Stabilnos¢ punktu krytycznego jest zwigzana ze znakiem warto-
Sci wtasnych macierzy linearyzacji. Niezaleznie od tego, czy wartosci
wlasne sa rzeczywiste (wezel), czy zespolone (ognisko), wystarczy, ze
wszystkie czesci rzeczywiste warto$ci wtasnych sg ujemne, by uktad
byt stabilny. Jesli czedci rzeczywiste wartosci wlasnych sa dodatnie,
uktad jest niestabilny. Szczegdlnym przypadkiem jest siodto, ktére ma
dodatnia i ujemna wartos¢ wtasna. Jest wiec ono niestabilne, chociaz
ze wzgledu na ujemna wartos¢ wlasna istnieja dwie trajektorie (tzw.
separatrysy), ktére zmierzaja do punktu krytycznego.

Wszystkie wyrdznione typy zachowan trajektorii w otoczeniu punk-
tow krytycznych byly uzyskane przy zalozeniu, ze aproksymowalismy
nieliniowy uktad dynamiczny jego czescig liniowa. RozwazaliSmy jedy-
nie trajektorie z bliskiego otoczenia punktu krytycznego, ktére zblizaja
sie sie do niego. W takim przypadku méwimy o lokalnej stabilnosci.
Gdy do punktu krytycznego zblizaja sie trajektorie z dowolnego punk-
tu przestrzeni fazowej, wtedy punkt krytyczny jest globalnie stabilny.

Gdy uktad dynamiczny ma wiecej niz dwa wymiary, jego dynami-
ka staje si¢ bardziej ztozona. Moze pojawic si¢ chaos deterministyczny
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-4 2 0 2 4

Rysunek A.2. Portret fazowy cyklu granicznego.

(Lorenz, 1993; Medio, 1991). Ogdlna zasada stabilnosci punktu kry-
tycznego pozostaje ta sama, wszystkie wartosci wltasne muszg mieé¢
ujemne czesci rzeczywiste. Nawet gdy uktad jest nieskoriczenie wy-
miarowy, gdy nie istnieje warto$¢ wtasna o niedodatniej czesci rzeczy-
wistej, rozwigzanie jest stabilne.

W uktadach dynamicznych na ptaszczyznie oprécz wymienionych
czterech typow punktow krytycznych istnieje jeszcze jeden rodzaj roz-
wigzania, rozwigzanie okresowe nazywane cyklem granicznym. Nie jest
to punkt, ale krzywa zamkni¢ta. Z twierdzenia Poincarégo-Bendixsona
wynika, ze jesli trajektorie leza w skoniczonym obszarze plaszczyzny
i nie zblizaja si¢ do zadnych punktowych atraktoréow, to sa orbita
zamknieta zwang cyklem granicznym, albo taka orbite osiagna. Tra-
jektorie w sasiedztwie cyklu granicznego beda go obiegac i zblizaé si¢
do niego, jesli jest on stabilny, lub oddala¢, jesli jest niestabilny. Na
rysunku A.2 przedstawiony zostal cykl graniczny.

Rozwiazanie typu cyklu granicznego jest funkcja okresowa o okre-
Slonej amplitudzie. Obecnos$é stabilnego cyklu granicznego na ptasz-
czyznie fazowej oznacza, ze kazda trajektoria znajdujaca sie w otocze-
niu tego cyklu po dostatecznie dtugim czasie zblizy si¢ do niego i bedzie
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go obiegac. Jest to stabilnos¢ w sensie Laplace’a. Jednak w odréznieniu
od sytuacji, z ktora mamy do czynienia w przypadku punktu krytycz-
nego typu centrum, zmiana warunkéw poczatkowych nie prowadzi do
zmiany amplitudy oscylacji.

A.2. Réwnania rézniczkowe z op6znionym
argumentem

Roéwnania rézniczkowe z opdznionym argumentem sa, obok neu-
tralnych rownan rézniczkowych z odchylonym argumentem i rownan
rozniczkowych z wyprzedzonym argumentem, jednym z trzech typow
réwnan rézniczkowych z odchylonym argumentem (Elsgole, 1966).

Roéwnanie rézniczkowe z odchylonym argumentem

#(t) = f(t,x(t), x[t = 9(D)]) (A.9)

jest réwnaniem rézniczkowym z opéznionym argumentem, jesli 9(t) >
0, lub jest réwnaniem rézniczkowym z wyprzedzonym argumentem,
jezeli ¥(t) < 0.

Przyktadem neutralnego réwnania rézniczkowego z odchylonym ar-
gumentem jest réwnanie

() = f(t,x(t), z[t — ()], 2[t — D(t)]). (A.10)

W réwnaniach rézniczkowych z opdznionym argumentem stan ukta-
du w chwili ¢ zalezy od jego przesztych stanéw. Najprostsze rownanie
rozniczkowe z opdznionym argumentem ma postacé

#(t) = flt, 2 (t), z(t — 9)], (A.11)

gdzie z(t) jest zmienng stanu ukladu, ¢ € R, a opdznienie 9 > 0 jest
stala.

Rozwiazanie rownania rézniczkowego wymaga okreslenia warunku
poczatkowego. Dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych ma on postac
wartosci poczatkowej. W przypadku réwnan rozniczkowych z opoz-
nionym argumentem konieczna jest znajomos¢ calej historii uktadu
od chwili £y — ¥ do chwili poczatkowej ty. Warunek poczatkowy ma
postaé ciaglej funkcji okreslonej na przedziale [ty — 0, to].
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Rozwiazanie rownania (A.11) z warunkiem
x, = x(to + ) = p(V), (A.12)

gdzie t( jest dowolna chwila czasu, a ¢(1) jest zadana funkcja. W okre-
Sleniu problemu Cauchy’ego dla réwnania (A.11) definiujemy funkcje
z(t) speliajaca réwnanie &(t) = f(¢t,z(t — ) dla t > ty (réwna-
nie (A.11)); dla ¢t < ¢y funkcja spelnia dane poczatkowe (A.12) (Kol-
manovskii i Nosov, 1986).

Réwnanie (A.11) jest szczegblnym przypadkiem réwnan funkcjo-
nalnych czesto uzywanych do modelowania procesow i zjawisk. Takie
uktady sa rownowazne z nieskonczenie wymiarowymi uktadami dyna-
micznymi.

Do analizy tych réwnan, ktére najczedciej sa nieliniowe i trudne
do rozwigzania, wykorzystujemy jakosciowe metody analityczne lub
metody numeryczne.

Metoda krokow

Rozwiazanie réwnania (A.11) moze by¢ otrzymane metoda krokow
(Elsgole, 1966, s. 12-19). W tej metodzie definiujemy ciagla funkcje
spehiajaca (A.11) 1 (A.12) przez kolejne catkowania réwnania réznicz-
kowego bez opdzZnienia. Zastepujac x(t—1) dla t € [to, to+9] w (A.11)
przez (t — 1), otrzymujemy zwyczajne réwnanie rézniczkowe

(t) = flt,z(t), ot —0)] dla to <t<to+v, x(to) = wolto)-
(A.13)
Majac zdefiniowane rozwiazanie z(t) w przedziale [to,to + ¥], moze-
my w podobny sposéb otrzymaé x(t) w przedziale [ty + 9,1ty + 20]
i nastepnie w przedziatach [tg + 29, ¢ + 39, [to + 39, to + 4V] ...
Przyktadowo, dla réwnania

T =ax(t—1), (A.14)

dla ktérego funkcja poczatkowa ¢(t) = C, tg —t <t < ty, a, C'1 9 sa
stalymi, metoda krokéw otrzymamy nastepujace rozwiazanie

[(t—t0)/Y]+1 o . n
=0 S el =t = (n=1)9)
n=0

, (A.15)

n!

gdzie [t] oznacza cze$é catkowita t.
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Metoda krokow nie jest uniwersalna. Przyktadowo, nie moze by¢
zastosowana bezposrednio dla ukladéw ze zmiennym w czasie opoz-
nieniem, ktore zeruje si¢ w pewnych punktach

#(t) = ft,z(t), 2(t = 9(2))), () >0,
h(tz) = O, t; = to.

Metoda krokéw ma zastosowanie do uktadéw, gdzie f(t, z(t—1) zalezy
tylko od z(t) i z(t — J). W pewnych przypadkach metoda krokéw
pozwala nam na otrzymanie roznych twierdzen o istnieniu i gtadkosci
rozwigzan i innych charakterystyk jakosciowych.

Metoda D-podziatu

W przypadku liniowego réwnania rézniczkowego o postaci
T =bx(t — ) — ax(t) (A.16)

jednym z narzedzi zbadania stabilnosci jego rozwigzan jest metoda
D-podziatu (El'sgol’ts i Norkin, 1973). Polega ona na okresleniu dla
kazdej pary wartosci parametréw a i b, ile z nieskonczonej liczby roz-
wigzan rownania charakterystycznego posiada dodatnie czesci rzeczy-
wiste. Liczba pierwiastkow rownania charakterystycznego jest nieskon-
czona, poniewaz ze wzgledu na opdznienie w argumencie zmiennej x
jest ono transcendentalne. Jesli wszystkie pierwiastki, wartosci wtasne,
réwnania charakterystycznego maja ujemne czesci rzeczywiste (lub
nie istnieja pierwiastki o dodatniej i zerowej czesci rzeczywistej), to
rozwiazanie rownania (A.16) jest stabilne. Plaszczyzna wyznaczona
przez parametry (a,b) jest podzielona na obszary, rozgraniczone li-
niami. Punkty kazdego obszaru maja taka samg ilo$¢ pierwiastkow
z dodatnig czescia rzeczywista. Linie rozgraniczajace sa wyznaczone
dla takich wartosci (a, b), dla ktérych réwnanie charakterystyczne ma
jeden lub wiecej pierwiastkow z rzeczywista czescig rowna zeru. Dany
obszar ma zawsze o jeden wiecej lub mniej pierwiastek o dodatniej cze-
Sci rzeczywistej niz obszar przylegajacy do niego. Obszar, w ktérym
nie ma pierwiastkow z dodatnig czescia rzeczywista, okresla nam zbior
wartoéci parametréw a i b, dla ktorych rozwiazanie réwnania (A.16)
jest stabilne.

Konstrukeje wykresu D-podziatu zaczynamy od wypisania réwna-
nia charakterystycznego

h(\) = A —be ™ 4 a=0. (A.17)
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Pierwsza lini¢ rozgraniczajaca znajdujemy, przyjmujac A = 0, i jest
ona dana réwnaniem

a=b. (A.18)

Pozostate krzywe rozdzielajace obszary otrzymujemy, przyjmujac, ze
warto$ci wlasne sg czysto urojone \ = iw, wtedy

iw —be™ Y +a = 0. (A.19)

Biorac cze$é¢ rzeczywista i urojona, dostajemy uktad réwnan, ktérego
rozwigzanie ma parametryczng forme nieskonczonego zbioru krzywych

w

al = ~Sn(w?) cos(w?) (A.20a)
wv
by = ~sn@d)’ (A.20b)

Krzywe te tworza pozostate krzywe rozgraniczajace obszary o réznej
liczbie wartosci wtasnych z dodatnimi cze$ciami rzeczywistymi. Jezeli
jedna z wartosci wlasnych zmienia znak czesci rzeczywistej z ujemne-
go na dodatni w wyniku zmiany wartosci parametréw a i b, nastepuje
przejscie z jednego obszaru do drugiego przez krzywa rozgraniczajaca,
na ktorej czes¢ rzeczywista wartosci wlasnej sie zeruje. Linie rozgra-
niczajace wyznaczone przez (A.17) i (A.20) zostaly przedstawione na
rysunku A.3. Obszar ['y odpowiada stabilnemu rozwigzaniu réwnania.
Nastepne obszary sa oznaczone przez [';, gdzie ¢ jest réwne liczbie
pierwiastkow z dodatnimi cze$ciami rzeczywistymi. Punkt na zbiegu
obszaréw I'g, I'y 1 'y ma wspotrzedne a = —1/9, b = —1/9.

Na rysunku A.3 jest przedstawiony wykres obszaréow o réznej licz-
bie pierwiastkow z dodatnia czescig rzeczywisty, otrzymany meto-
da D-podziatu dla réwnania (A.16) z ustalona wartoscia parametru
opd6znienia 1 = 5. Nastepnie okreslamy liczbe pierwiastkéw o dodat-
niej czesci rzeczywiste] w poszczegdlnych obszarach. W obszarze I
wybieramy punkt (réwnanie rézniczkowe) z b = 01 a > 0. Wtedy
réwnanie (A.16) sprowadza sie do liniowego jednorodnego réwnania
rozniczkowego zwyczajnego, ktorego rozwiazanie jest stabilne. Stad
w kazdym punkcie obszaru I'y ptaszczyzny (a,b) rozwiazania sa sta-
bilne (pierwiastki réwnania charakterystycznego nie maja dodatnich
czescl rzeczywistych).
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Rysunek A.3. Wykres D-podziatu dla liniowego réwnania rézniczkowego
z op6Znionym argumentem (A.16) na plaszczyZnie parametréw (a,b). Przy-
jeto warto$¢ parametru opdznienia 9 = 5.

Z kolei w obszarze I'y rozwigzanie jest niestabilne. Mozna to stwier-
dzi¢, przyjmujac b = 01 a > 0; wtedy z réwnania (A.17) otrzymujemy

A= —a (A.21)

i jedyny pierwiastek A jest ujemny. Dlatego w kazdym punkcie w obsza-
rze I'; wszystkie pierwiastki majg jeden pierwiastek z dodatnig czescia
rzeczywista.

Aby stwierdzi¢, co dzieje sie z liczba pierwiastkéw o dodatniej
czesci rzeczywistej w pozostatych obszarach, przyktadowo rozwazmy
przejscie z obszaru I'; do obszaru I's., W tym celu wezmy réwnanie
charakterystyczne

h(X,a,b) =0, (A.22)

ktore zalezy od trzech parametréw i jego rozniczka zupetna ma postac
oh oh oh

—d\+ —da+ —db = 0. (A.23)

oA da b
Czesé rzeczywista roézniczki pierwiastka dA jest dana przez
oh oh
—3da — Stdb
Re(d\) = Re< 9a cgh &b ) :
2

(A.24)



136 Dodatek A. Réwnania rézniczkowe

Przechodzimy z obszaru I'y do obszaru I'y przez linie a = b (w czesci
rozgraniczajacej te dwa obszary mamy b < —1/19) w taki sposéb, ze
przesuwamy sie wzdtuz rosnacego a (da > 0, db = 0). Wtedy dostaje-
my
da

1+
Oznacza to, ze w obszarze I'y mamy co najmniej jeden pierwiastek
z dodatnig czescig rzeczywista wiecej niz w obszarze I'y. Podobnie
postepujemy, przechodzac do nastepnych obszaréow wzdtuz linii a = 0
(Illing i inni, 2006).

Re(d\) = — > 0. (A.25)

A.3. Bifurkacja Hopfa
Twierdzenie A.1. Zalozmy, ze uktad dynamiczny
= f(z,9), xzeR" JeR (A.26)

ma punkt réwnowagi (z*, ), w ktérym spelnione sq nastepujgce wias-
nosci:

a) jakobian uktadu réwnan (A.26) ma pare czysto urojonych war-
tosci wtasnych @ Zadnych innych wartosci wtasnych z zerowq cze$ciq
rzeczywistq. To implikuje, Ze istnieje gladka krzywa punktow réwnowa-
gi (x*(9),0) zx*(¥9) = x*. Zespolone sprzezone wartosci wltasne \(19),
M) jakobianu, ktére sq czysto urojone w9 = ¥y, sq gladkq funkcjq
parametru 9;

b) dla parametru bifurkacyjnego 9g spetniony jest warunek trans-

wersalnosci p
% Re )\(19)|79:190 > O,

wtedy istnieje okresowe rozwigzanie dla x*(Vy) w ¥ = Vg i okres tego
rozwigzania jest bliski 27 /ImA(Jy).

Podczas gdy istnienie zamknietych orbit powstatych w wyniku bi-
furkacji Hopfa mozna w wiekszosci przypadkéw tatwo ustalié¢, rozroz-
nienie miedzy subkrytyczng i superkrytyczng bifurkacja Hopfa jest
o wiele trudniejsze. Techniczne trudnosci pojawiaja sie podczas ko-
niecznej transformacji uktadu do postaci normalnej

(3)-(4 )3
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Algorytm tego przeksztalcenia istnieje tylko dla dwuwymiarowych
uktadow dynamicznych. Gdy ¥ rosnie od ¥ < ¥y do ¢ > ¥y, poje-
dynczy punkt staty zmienia stabilnosé¢, poniewaz rzeczywiste czesci
wartosci wlasnych stajg sie dodatnie. Aby wykazaé istnienie bifurkacji
Hopfa w danym uktadzie dynamicznym, wystarczy pokazac, ze

1) istnieja lub pojawiaja sie zespolone wartosci wtasne;

2) rzeczywiste czedci pary zespolonych sprzezonych pierwiastkow sa
rowne zeru dla wartosci parametru bifurkacyjnego v = 9, tzn. ze
takie vy istnieje;

3) wszystkie pozostale rzeczywiste pierwiastki réznia sie od zera dla
9 = 190;

4) czesci rzeczywiste réznia sie od zera dla ¥ > ¥y lub dim W > 1.

mv






Dodatek B

Programy komputerowe

Istnieje wiele programéw komputerowych, w ktorych mozna cal-
kowaé¢ réownania rézniczkowe i nastepnie przedstawiaé graficznie ich
rozwigzania. Moga to by¢ programy, gdzie tego typu procedury sa
jednymi z wielu wbudowanych procedur matematycznych lub sa do-
taczane w postaci specjalnie napisanych modutéw. Nalezy wymienic
w tym miejscu nastepujace programy: Matlab, Maple lub Mathema-
tica. W programach tych przede wszystkim dostepne sa procedury
i funkcje do catkowania rownan rézniczkowych zwyczajnych. Dostepne
sg réwniez funkcje pozwalajace numerycznie bada¢ rownania roéznicz-
kowe z opdéznionym argumentem, np. dde23 w Matlabie umozliwia
numeryczne rozwigzywanie réwnan rozniczkowych z opoznionym ar-
gumentem o statych wspétezynnikach.

Odrebng grupg sg programy, ktore zostaty napisane wytacznie w ce-
lu numerycznej analizy réwnan rézniczkowych. Wymienmy najpierw
programy, w ktorych mozna catkowac tylko rownania rézniczkowe zwy-
czajne. Program Dynamics2 stworzony na Uniwersytecie Maryland
pod kierunkiem Jamesa A. Yorke’a jest rozbudowanym programem
pozwalajacym na analize chaotycznego zachowania uktadéw dyna-
micznych (Nusse i Yorke, 1998). Jednym z najlepszych programéw
do analizy bifurkacji jest program AUTO autorstwa E.J. Doedela
(http://cmvl.cs.concordia.ca/auto/). Innym programem, ktéry udo-
stepnia wiele metod analizy rownan rézniczkowych zwyczajnych i bi-
furkacji, jest CONTENT (ftp://ftp.cwi.nl/CONTENT).

Wéréd programéw, ktore oprocz standardowych metod posiadaja
mozliwo$¢ catkowania rownan roézniczkowych z odchylonym argumen-
tem, nalezy wymieni¢ XPPAut. Autorem programu jest Bard Ermen-
trout (2002). Program oprdcz szerokiej gamy procedur catkowania roz-
nego typu réwnan rozniczkowych zawiera rowniez niewielk czesé kodu
programu AUTO do analizy bifurkacji. Jest on dostepny na stronie
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http://www.math.pitt.edu/ bard/xpp/xpp.html. W niniejszej pracy
program ten byt wykorzystany do analizy numerycznej modeli wzrostu
gospodarczego.

Wymienione programy stanowia jedynie niewielka cze$¢ dostep-
nych programoéow, procedur i bibliotek, ktére stuzg do numerycznej
analizy rownan rézniczkowych. Wigcej informacji o programach moz-
na znalez¢ na portalu DSWeb (http://www.dynamicalsystems.org/)
w sekcji software”.
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